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9 Exponentiéle en logaritmische functies

Voorkennis De logaritme

Bladzijde 9
1oa log(64)="log(2%) =6 d clog(l)= 5log((§)0) =0
b Slog(;) =log(3?) =-3 e *log(y) =log((;)*) =3
¢ ‘log(6,/6) = log(6") = 15 £ Slog(/3)="log(3 2 3% =1log(3 ) =-13
| a 3log(x)=5 d :log3x+4)=-2
x=3%=243 3x+4=(3)72
b Zlog(3x+7)=4 3x+4=4
3x+7=24 3x=0
Ix+7=16 x=0
3x=9 e 3+2log(5—13x)=0
x=3 ) ol
¢ 5+og(x+3)=7 OplgEy=-2
Slog(x +3)=2 5—13x=23
k35 5—1ix=1
— 2§
o 40-12v=1
* ~12x=-39
x= 3:7
f 4-2-%log(x)=3
-2 - 3log(x) =-1
Ylog(x) =1
x=3= ﬁ

9.1 Rekenregels voor logaritmen

Bladzijde 10

a ‘log(a) is de exponent van een macht met grondtal 2 waarmee de macht gelijk is
aan @, dus 271°¢@ = g Omdat een macht met grondtal 2 altijd groter is dan 0, geldt
dit alleen voor a > 0.

b 2log(x) =y oftewel y==2log(x) substitueren in x = g* geeft x = g1°2t), dug glos¥) = x,

Bladzijde 11
2 - 21og(800) =2 - 2log(32 - 25) =2 - (log(32) + Hlog(25)) = 2 + (log(2°) + 2log(5%)) =

2 (5+2 2og(5)) =10 +4 - Zlog(5)

a log(6) +log(10) = *log(6 - 10) = *log(60)

b 3log(30) —log(6) = log(>) = 3log(5)

c 2 log(3) + “log(z) = *log(3*) + Slog(z) = log(9) + log(z) = *log(9 * 1) = log(43)

d >log(15)—4 - *log(3) =:log(15) — *log(3*) = *log(15) — log(81) ==log(s}) = :log(s5)

e -2 “log(6) + *log(12) = *“log(6 %) + “log(12) = *log(s5) + *log(12) = *log(5; * 12) ="*log(%)
f log(50) —2 - log(5) = log(50) — log(5%) = log(50) — log(25) = log(%) =log(2)
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4 +2log(3) = *log(2*) + *log(3) = *log(16) + *log(3) = *log(16 - 3) = log(48)

1
3~ og(10) = Hog(() ~log(10) = loa(h) ~ Hog(10) = log( 1) = loe(h
2 —log(5) = log(10%) — log(5) = log(100) — log(5) = log(%) = log(20)
og(12) — 3log(9) = Zog(12) — 2 = Ylog(12) — 2log(22) = Mlog(12) — Zlog(4) = 2log(%) = *log(3)
L 31og(16) + *log(8) =>log(167) — 3 =3log(4) — 3log(33) = log(4) — *log(27) =3log(:)
log(500) — Slog(125) = log(500) — 3 = log(500) — log(10%) = log(500) — log(1000) = log(ie) = log(})

Slog(6) +*log(13) =*log(6 - 13) =log(9) =2

Slog(2) — *log(50) = *log(35) = *log(zz) = *log(52) =2

2log(27) +3 - log(p) =log(27) + *log((s)*) = 210g(27) + log(ss) = *log(375) = *log(s) = log(27) =-3
2 - *log(6) — 2 - *log(3) = *log(6%) — 1log(3?) = *log(36) — *log(9) =4log(39—6) =4og(4)=1

T S T a
S 25 b g%, dus “log(a) — “log(h) = 5log(3>.
gP “flog(a) = (gglog(a))p =qFf = gglog(ﬂp)’ dusp . glog(a) = glog(ap)‘

Zlog(a) + 3 - 2log(b) = 2log(a) + log(h*) = *log(ab?)

5+ 3log(a) — 2 - *log(b) = *log(a®) — 3log(h?) = 3log(z—z>

2 +3log(a) = log(5%) + *log(a) = *log(25) + *log(a) = *log(25a)
2 —3log(a) =3log(3?) — *log(a) = *log(9) — *log(a) = 3log(%>
®log(a) — 1 = ®log(a) — ®log(6) = ‘log %) =Slog(+a)

£ 2 Slog(h) + 1 Slog(a) = log(h?) + log(a?) = Slog(b?) + *log(\/a) = log(b? « \Ja)
Bladzijde 12
a log(600) = log(100 - 6) = log(100) + log(6) = 2 + log(6)

b
c

@ Moordhoff Uitgevers bv

Zlog(24) = *log(8 - 3) ="log(8) + *log(3) = 3 + *log(3)

4 3log(54) =4 +Yog(27 - 2) =4 * Clog(27) +log(2)) = 4 - (3 + 3log(2)) =

12 +4 +3log(2) = 12 + 3log(2*) = 12 + *log(16)

2 - Slog(1250) = 2 - Slog(625 * 2) = 2 - (log(625) + Slog(2)) = 2 - (4 + Slog(2)) =

8 +2 - 3log(2) =8 + Slog(2?) = 8 + Slog(4)

log(1600) — L = log(100 -+ 16) — 1 = log(100) + log(16) — 1 = 2 + log(16) — 1 = 1 + log(16)

7 +2log(1600) = 7 + 2log(64 - 25) = 7 + 2log(64) + 2log(25) = 7 + 6 + 2log(25) = 13 + 2log(25)

v ="log(x) I,y =Jlog(5rx)
Er geldt *log(zx) = *log(z;) + *log(x) =-4 + log(x).
Dus a =-4.

Je had de grafiek van g ook kunnen krijgen met de translatie (0, -4).

y=og(x) ¥ E Ly =2]og(32x)
Er geldt “log(32x) = *log(32) + *log(x) = 5 + *log(x).
Dus de translatie (0, 5) levert dezelfde beeldgrafick op.

translatie (0, 3)

v ="log(x) v="log(x) + 3

Er geldt 2log(x) + 3 =2log(x) + *log(2*) = *log(x) + *log(8) = 2log(8x)
Dus de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met g levert dezelfde
beeldgrafiek op.
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y= zlog(x) translatie (3, 0) y= zlog(x _ 3)L}/‘3&l‘>}, = 210g(4x s 3)
Er geldt 2log(4x — 3) = *log(4(x — ) = log(4) + *log(x — 3) =2 + *log(x — 3).

Dusp:Zenq:ffT.

=i translatie (a, 0) =g verm. y-as, b 5 = 3:;;: —

g(x) = 81 . 27\' = 34 . (33)x — 34 . 33x — 33x+4

Dusb:;-ena=f4.

y= SIOg(X) translatie (-4, 0) y= SIOg(x + 4) verm. y-as, 3 y= 3log(3x + 4)

Er geldt *log(3x + 4) = log(3(x + 13)) =log(3) + log(x + 13) = 1 +3log(x + 13).

Dusp=lenq=l;—,.

a 3+ %log(3)="log(2* +’log(3) = log(8) + *log(3) = log(8 - 3) = *log(24)

b Zlog(x+1)=3 +’log(3)
Zlog(x + 1) =2log(24)
x+1=24
x=23

Bladzijde 14

a ‘log(x)=3 - log(2)—2 - log(3)
Slog(x) = *log(2%) —*log(3%)
“log(x) = “log(8) —°log(9)
“log(x) = *log(;)
-

b Zlog(x)=4—2log(3)
*log(x) = *log(2*) — *log(3)
Zlog(x) = *log(16) — *log(3)
?log(x) = Zlog(X)

L
X =53

a 5-log(x)=>5—log(3125)
5+ log(x) = 5 — log(5%)
5« log(x)=5—15 - log(5)
log(x)=1—log(5)
log(x) = log(10) — log(5)
log(x) = log(5)
x=2

b log(2x—1)=2+log(x +2)
Tlog(2x — 1) ==log((3)*)+ *log(x +2)
“log(2x — 1) ="log(y) + log(x +2)
Hlog(2x — 1) =log( (x +2))
flog(2x — 1) =*log(zx + )
x—1=fx+;
I%x = 1]5

—g
X=7

Hoofdstuk 9

Zlog(x + 3) =3 + log(x)
Zlog(x + 3) = %log(2%) + *log(x)
Zlog(x + 3) =2log(8) + *log(x)
log(x + 3) = 2log(8x)
x+3=28x«

-Tx=-3

v

Slog(2x) =1 +*log(x + 1)
*log(2x) =>log(3) + log(x + 1)
log(2x) = log(3(x + 1)
Ylog(2x) =*log(3x + 3)
2x=3x+3

x=3

x=-3

vold. niet

loglx+2) = 1 log(x)
Slog(x +2) = log(3) — “log(x)

log(x +2)= 3log(%)

x+2:§
X
x2+2x=3
x*+2x-3=0
(x—D(x+3)=0
x=1vx=-3
vold. niet
2 - 3log(x) + 1 =3log(5x — 2)
log(x?) +3log(3) = log(5x — 2)
*log(3x?) =3log(5x — 2)

3xt=5x—-2
Ax2-5x+2=0
D=(52-4-3-2=1
St 5-1
6 6 3
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a Slog(x) =2 +1 - ‘log(3) ¢ log(2x) — *log(x + 3) = *log(x) — 2
*log(x) = log(5%) + *log(3) zlog(ﬂ> — Zlog(x) - 2log(2?)
Slog(x) = *log(25) + *log(1/3) w8

g i)l

b Slog(x+4)+1=2"-3log(x —2) Qf3=4
log(x +4) +’log(3) =7log(x—2)) T, T
Slog(3(x +4)) = log(x? — 4x +4) T 5" - 0"
Slog(3x + 12) = 3log(x? — 4x + 4) RN
Ax+12=x2—4x+4 e
P=Tx—-8=0 ¥=0 v =3

vold. niet

(x+1x—8)=0

3 =3 e
A d ‘log(x)=2—"log(x—1)

Slog(x) =log(3?) —log(x — 1)

vold. niet p
3 -3 _Z
log(x) log(x_l)
.9
- x—1
x2—x=9
*=x—-9=0
D=(-1¥-4-1--9=37
1+/37 1-./37
x= vX=
2 2
x=3+5337Tvx=5-3/37
vold. niet
Bladzijde 15

y= zlog(x) verm. x-as, @ v=a- zlog(x) verm. y-as, b y=a- 210g(%x)

Er geldt a - 2log(%x) =a - (Ylog(x) —2log(h)) = -a - *log(b) + a - *log(x).
Dusa=10en-10 - *log(h)=-5
2log(b) =7

b=2:=.2

a p”log(g) = g
(plose)ylog(a) = gflog(a)
plos(®)Flog(a) = gflog(a)
plosie)-*logl@) =

b pllos)-slogle) = pflog(a)

"log(g) - #log(a) ="1og(a)

]

Bladzijde 16

a Omdat is gegeven dat *log(x) = *log(x — 2) zal gelden dat a = b als *log(x) = a en
Zlog(x —2)=0b.
Substitutie van *log(x) = a en *log(x — 2) = b in *log(x) = *log(x — 2) geeft a = b.

Uit £log(x) =y geeft x = g¥ volgt *log(x) = a geeft x = 4% en *log(x — 2) = b geefix —2 =2

oftewel x =2+ 2,
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b Uitx=4%x=2+2ena=>bvolgt4°=2°+2
@y=20+2
Q)2 -20-2=0
Stel 2¢ =u,
w—u—-2=0
(ut+D@=2)=0

u=-1lvu=2

20=-1v29=2
a=1
a=1geeftx=4
Bladzijde 17
a Slog(3x—5) +log(x—1)=0 ¢ 2x-log(3x +5)=5log(3x +5)

Slog(3x — 5) — log(x — 1)=0

S i =
Slog(3x — 5) =3log(x — 1) log(3x +5)=0v2x=1

3x=5=x-1 3x+5=1vx=1
od 3x=-4vx=1
x=2 1 1 :

b “log(3x)+2 - *log(x)=0 x=-l3vx=3
“log(3x) +*log(x?) = 0 d log(r) = ‘log(x +20)
Slog(3x) —log(x*) =0 . log(x +20)
5 =5 2 log(x)=—F———

log(3x) = log(x?) log(d)
3x=x2 ,
1 +20
e 3x=0 ZIOg(x) — Og(‘x )
-3)=0 2

X(f = 2 + Mog(x) = *log(x + 20)
x=0 v x=3 : o)
vold. niet log(x?) =2log(x +20)

' P=x+20

xX*—x=-20=0

(xt+4)x—5)=0
x=-4 v x=5
vold. niet

-

a -2 -:log(x)=2+2log(3 —x) 4x - log(2x— 1)+ 3 - Yog(2x—1)=0

2 - Hog(x) =2log(2?) + 2log(3 —x) (4x+3) - Ylog(2x—1)=0
Zlog(x?) =2log(4(3 — x)) dx+3=0v%og(2x—1)=0
=12 —dx dx=-3vxx—-1=1
Z+dx—12=0 x=-3v2x=2
(x—2)(x+6)=0 x=-3 v x=1
x=2vx=-6 ;

vold. niet vold. niet

d 22 Slog(2x+1)+9 - flog(2x+1)=0

b “log(2x) =">log(x — 4) X2+ Slog(2x + 1) =9 - Slog(2x + 1) =0

Slog(2x 2_9).3 =
g( ):%g(x_ 4) (); 91 1o§(2x+1) 0_
*log(9) 2=9=0vlog2x +1)=0
2 —
»=9v2x+1=1
310g(2x)_3 T B
="log(x—4) x=3vx=-3v2x=0
2
x=3vx=-3 v x=0

*log(2x) =2 - *log(x — 4)
Slog(2x) =>log((x — 4))
2= (x — 4)?
2x=x*—8x+16
¥X—10x+16=0
(x—=2)x—8)=0

x=2 v x=8

vold. niet

vold. niet
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Nlog*(x) =2 - log(x) + 15
Stel *log(x) = u.
w=2u+15
w—2u—-15=0
u+3)u—-5)=0
u=-3vu=35
flog(x)=-3 v 3log(x)=5
x=3%=%vx=35=243

a log’(x)=2 - *log(x) + 3 € 2 3logkx)+2=53log(x)
Stel Zlog(x) = u. Stel *log(x) = u.
w=2u+3 212 +2="5u
w—2u—-3=0 2u = 5u+2=0
(u+1)u—3)=0 D=(-57-4-2-2=9
u=-1vu=3 u:5+3:2vu: —3_1
Zlog(x) =-1 v log(x) =3 4 4 2
x=1vx=8 Slog(x) =2 v 3log(x) =1
b :log’(x+2)+3 - :log(x+2)=0 ¥=9vx=13
. _ d Slog?(x)+3 - flog(x) +2=0
Stel Zlog(x + 2) = u.
e Slog?(x) — 3 - Slog(x) + 2 =0
w+3u=0 5
u(u+3)=0 Stel "log(x) = u.
0V =3 w—3u+2=0
i TR ~ (u—1)u—-2)=0
log(x+2)=0v:log(x+2)=-3 w=1vy=2
x+2=1vx+2=8 5 i _
log(x)=1 v log(x)=2
x=-1vx=6 i _
x=5vx=25

9.2 Exponentiéle en logaritmische formules

Bladzijde 19
a Jaarlijkse toename van 5%, dus de vermenigvuldigingsfactor is 1,05.
Het bedrag op 1 januari 2021 is 1000 - 1,05 = 1050 euro.
Het bedrag op 1 januari 2025 is 1000 - 1,05° = 1276,28 euro.
b ¢g=1,05
1276,28 — 1000

C proccntuele toename ~ 1000

- 100% = 27,6%

Bladzijde 21

Gioar = 1,127

Emaand ~ 07932‘

Het groeipercentage per maand is 73,5%.
De afname per dag is 15,5%.

Het groeipercentage per jaar is 142%.
£, =009

Lo I I - "R T — o - |

Exwartier 1’12'
Qo= 1,124 1,574
De toename is 57,4% per uur.
b Eicwartier — 1!12 i
&5 minuten 1!123 = 19038
De procentuele tocname per vijf minuten is 3,8%.
€ Guwartier 1 L] 12
oy = 1,1220 229,65
De toename is 865% per vijf uur,
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gdag = 173

Gueek = 1,372 6,27

Het groeipercentage per week is 527%.
gdag: 1’3 ;

Lo = 1,352 1,045

Het groeipercentage per vier uur is 4,5%.

Zuag = 0,84

Gueek = 0,847 = 0,295

Lang = 0,841

o = 0,84 = 0,993

De hoeveelheid neemt met 0,7% per uur af.
Zaag = 0,84

Givartior = 0,8457 = 0,9982

Het groeipercentage per kwartier is —0,18%.

Bladzijde 22

Guur = 0,805

Zivartier = 0,805 = 0,947

De athame is 5,3% per kwartier,
Zinar = 1,086

Zysjuer = 1,086 = 7,87

De toename is 687% per 25 jaar.
Eweek = 2!80

Laap = 2,807~ 1,158

De hoeveelheid N neemt in 10 — 3 = 7 uur toe van 1600 tot 4100, dus g, . = 10

_ (4100 _
‘(_1600) 1,1438...

N=b+1,1438."
t=3en N=1600

uur

b+ 1,1438...3 = 1600
1600

Bt 1ms.a O

Dus op ¢ =01s N= 1070,

De formule van N is N = 1070 - 1,144".

Stel N=b - g'.

1250
Tyl

Euwr ™ 8:333% = 1,4238

N=b-14238.."
t=2en N=150

b+ 14238..2=150
_ 150
42382 4
Dus N="74 - 1,424,
Stel H=b - g'.
0,47
g3 dagen = m = 0,7833...
Zaap = 0,7833...5=0,9218...

H=5b+09218..! . N
t=5en H=0,60 } b 0’931(?(‘)" 0.60
= 002185~ 0901

Dus /7=0,90 - 0,922,

10 Hoofdstuk 9
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StelA=b- g
11
4 dagen =37 = 0,3548...

o =0,3548...5=0,7718...

A=b-07718..! ‘ N
i=3end=31 }b 0,7731?... =3]
b= G 6T

60 uur =57 dag = 2,5 dag
£=25 geeft A =67,4...- 0,7718..2° = 35
Na 60 uur was de oppervlakte van de wond ongeveer 35 mm?.

a Voeriny, =17,0- 1,031 eny, = 34,0,
De optie snijpunt geeft x = 22,70...
Na 22,7 jaar is het aantal verdubbeld.
b Voeriny, =129 - 1,031¥eny,=25.8.
De optie snijpunt geeft x =22,70...
Na 22,7 jaar is het aantal verdubbeld.

Bladzijde 23
g g~ 1,131

1,1317=2

T="1B1og(2)=5,630...

De verdubbelingstijd is 5 jaar en 0,630... + 12 = 8 maanden.
b ek — 0’915

0,9157=1

T="291og(3) = 7,802...

De halveringstijd is 7 weken en 0,802... - 7 = 6 dagen.

Bladzijde 24
a gy, =1,0325
1,03257=2
T=1081pg(2)=21....
De verdubbelingstijd is 22 jaar.
b g]Ojaarz 19081
1,0817=2
T="1%l0g(2)=18,89...
De verdubbelingstijd is 8,89... - 10 jaar = 89 jaar.

a gZSjaar = ]2
Zjoar = 27~ 1,028
Het groeipercentage per jaar is 2,8%.
b 8as jaar = %
Gioar = (D= 0,976
De hoeveelheid radioactieve stof neemt per jaar met 2,4% af.

a g,,=0917
0,9177=1

T=""og(3)=79...
De halveringstijd is 8 dagen.
b g,,=0917
0,917"=0,1
7="%10g(0,1)=26,5...
Na 27 dagen is nog 10% van de beginhoeveelheid over.
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gdag = 0781
Gueek = 0,817 =0,2287...
De afname per week 1s 77,1%.
Bweek — 0’38
Zans = 0,387=0,8709...
De afname per dag is 12,9%.
De groeifactor per dag is 0,845,
Dus BZV =300 - 0,845,
0,8457=3
T="85og(2) =4,115...
De halveringstijd is 4 dagen en 0,115... - 24 = 3 uur.
300 - 0,845'=10
10 _ 1
0,845 = 300
t="85og(55) = 20, 1...
Dus na 20 dagen zuiveren is het BZV afgenomen tot 10 mg/liter.
T=10geeft h=7,6-0,96'""=5,0527...
Bij 10 °C is de groeifactor per dag 0,8709... (zie vraag b).
0,8709...>0°%7- = 0,5, dus de formule klopt voor T = 10.
T=20geeft h=7,6-0,96°=3,3592...
Bij 20 °C is de grocifactor per dag 0,81 (zic vraag a).
0,8133%% = 0,3, dus de formule klopt voor 7= 20.

Bladzijde 25
y= X~ 1

2% 1 — y
x—1="og()
x=1+"2log(y)

Bladzijde 26
a =1+"7log(0,2N)

£ ="log(2) + *log(0,2N)
t=log(0,4N)
_ log(0,4N)
T Tlog®
1=3,32 - log(0.4N)
Dus 1=3,32 - log(0,4N).
=1+ 2log(0,2N)
t=1+"0g(0,2)+ illog((lj\\/j))
42 0g
1+ 10g(0,2) + 310g(2)
t=-1,32 + 1,58 - 3log(N)
Dus 1=-1,32 + 1,58 - *log(N).
x=64"8
x =64 - (3@
x~64 - (31,893)y
x=64 - 31,893_1«‘
Dus x =64 - 318%%,

Hoofdstuk 9
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a N=34-3%73 ¢ v=3"-logx)—-5

o 3+ log(x) =y + 5
32r+3=3]_4N ]Og(x)=§y+§

26+3=3log(LN) X= 105+ = 101 - 105~ 46,42 - 1003
2t=-3 +3log(sy) + *log(N) Dus x = 46,42 - 10%3%,

{ i 15,1 d K=1 _%'3]08(2")
i=-13+33log(sy) + 3 * *log(N) % Slog(2v) = 1 — K
t=-3,10+0,5 - log(N) : o
Dus 1=-3,10+0,5 - *log(N). log(2v)=2-2K

L, =72-2K

b y=13-2%"" \2,‘;:1?.’32.372,(
13:2%" 1=y : .
23x—1:11_3y v=5:9-(37)

=4Ll. Lk
3x— 1 ="log(5) V=4 (9? i
3v=1+2og(%y) Dugy=4"%
3x=log(2) + log(f5)
3x = log(5)
x =5 Flog(3)
x=0,33 - 2log(0,15y)
Dus x=0,33 * %log(0,15v).

a log(4t—1)=5N+3 ¢ w=125-log(37T+15)—8
41— 1=25N+3 125 - log(3T+ 15)=w +8
4t=1+ (25 - 23 log(37 + 15) = 0,008w + 0,064
4t=1+8- 32V 3T+ 15 = 10%008w+0.064
4r=1+8 - (10" 3T =-15 + (10008 . 1(0.064
4r~1+8 - (1051 T=-5+0,386 - 1,019"
tmz+2 - 10M5N Dus 7=-5+0,386 - 1,019".
Dus t=3+2- 103, d p=10-5%4"3

b M=14-13""3 -84 3=
14- 134V 3=M 5019-3 =Q,1p
1,33 =M 0,1g — 3 ="log(0,1p)

AN — 3 =log(L M) 0,1g= ;’, + Slog(O,li))
0,1g ="log(125) + °log(0,1p)
4AN=3 + 1’310g(%) o+ ‘~3log(M) O,IQ' — 510g(12,5p)
I
AN =3+ "log(ip) +1 Og((lj‘? 0.1 = 08(12,p)

34+ 1.3] oL 1
N= 0g(7g) . og(M)
4 4 - log(1,3) q=
N=-1,76+2,19 - log(M)
Dus N=-1,76 +2,19 - log(M).

10 - log(12,5p)

log(5)
g =14,31 - log(12,5p)
Dus g = 14,31 - log(12,5p).

0 f(x) = g,(x) geeft log(x) =log(x\x) +a
2log(x) =2log(x":) + a
og(x) = 14 - Zlog(x) + a
L 2log(x) = -a
Ylog(x)=-2a
=gy Bm= oy

fx)="logx)| _
Ylog(x)=-2a } W=2e
Dus S,((3), -2a).
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b Uit4,B,=4eny, =0volgty, =4vy, =-4.
2,(x)=0 geett Zlog(x\/;) +a=0
2og(x'?) =-a
15 - 2log(x)=-a
2log(x) =-3a
f9=log))
slog(x) = —%a B, 3
Dus-fa=4v-3a=-4 en dit geefta=-6 v a=6.
¢ De grafiek van g, ™ snijdt de y-as in (0, 64), dus de grafiek van g,
snijdt de x-as in (64, 0).
2,(64) =0 geeft 2log(64./64) + a=0
a=-*log(64 - 8)
a=-log(512)
a =-?log(2°)
a=-9
Dus g 4(x) = 2log(x+/x) — 9.
Voor g 4 geldt v =2log(x/x) — 9, dus voor g 4™ geldt x =2log(y/y) - 9.
x ="log(n\) — 9 geeft 2log(y\/y) =x+9
2log(y‘%) =x+9
13 - 2log(v) =x+9
2log(y)=3x+6
y=27r6=0i . 26=64 . i
Dus g™ (x) = 64 - 25",

“log(V) =-1,9 + 0.3 - *log(r)
0.3 - 3log(H)=1,9 + *log(N)

1.9 1

3 :;.Q__.Z
log(§)= 55+ 5.5 * los®™
tz3£+n]j-glog(N)

£= 30 - 35

1= 3% - (3E M)
=3+ Notma

= 1051N5

Dus ¢ = 105 1N 52,

9.3 Hetgrondtal e

Bladzijde 28
a

X: 0 F100: 1
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S a NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN n

X0 F30x): 069314718056 [N
c=0,6931

(
X0 F3(X): 1.09861228867 (TN

.Y
Dus ook hier is — constant en wel ongeveer 1,0986.

M
: L ftR)—f() | 2th—x  gx.ghogr  xoh—]y 2]
1 a f(=lim———==Ilim = lim = lim = lim .+ 2x
' S h—0 h h—0  h h—0 h h—0 h hs0 B
o 21 2k
70 fin - i
b

— ——_—
¢ f)=lim=—27=770) -2

Bladzijde 29

Y1=(X+1)7(L/K)

\

K=0 Y=

1 .
b Omdat voor x =0 de exponent T niet bestaat.

[
X Y1
0,01 2,7048
0,001 2,77169
0,0001 |2,7181
0,00001 |2,7183
d g=2518
Bladzijde 30

.| a Dit mag omdat e* # 0 voor elke x, dus e* = 0 geeft geen oplossing.

b "= 1 geeft x =0 en ' =-3 heeft geen oplossing.
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Bladzijde 31
a 27 —e=¢’

b 4e—e=3c

¢ 5e?-3er=15¢°

12¢°
d 4; =3
B pPhgh=gW
f er-e?=¢""?
g S5e"—3e'=2¢"
h g+ D)=et2+¢"
i ef(es+)=e+e
i (@+1P=(eP+2 ¢ 1+1=e"+2e +1
k (33.r+3)2=(e3_r)2+2 v elr . 3+9=eﬁx+6e’3x+9

2v _
1 63—’(3“‘:63):;1
54

T) a (2+3eP=4+2-2 3¢+ (3er)P=4+ 127 +9¢F
b (e,r+e:r)2=(ex’)2+2.ex.eir_’_(efx)Z:er_’_z_’_e*Zx
St B G) ol SN

©C T2 e+2 ~2
L a (2x+4)e =0 d gE—gt=0
2x+4=0 =g
2x=-4 3x=x
x=-2 x=0
b x?e'=3xe" e e¥—1=0
x2=3x e¥=1
x=0vx=3 4x=0
¢ xlet=ef x=0
2= f e're'=¢
x=1lvx=-1 e = ¢f
2x=6
x=3
e eftet=2ef d ¢2—e=0
2er=gt et2=le
e)E:eﬁ (+2 — a1
x =6 e+2~67
eSx X =3
b - ¥ xzflé
ghr=rgl e e¥+egf=2
4x=1 (€ +e =2
x=1 Stel e" = 1.
¢ 2xe*+e'=0 w+u=2
c2x+1)=0 w+u—2=0
2x+1=0 (w—1)u+2)=0
2x=-1 u=lvu=-2
x:% e=1lve=-2
x=0

f oe™+1=2¢"
(eSx)Z +1 =2e3x

Stel e** = .
w+1=2u
w—2u+1=0
(u—1y7=0
u=1

=1

3x=0

x=0
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e’ = (et ekt

e +ed=(e+1)e* e
ePg? = (eF et

() —(e?+e)er+e’=0
Stel e = u.

W~ {Z+em+ei=0
(u—eu—e)=0

u=e*vu=e

ef=e’ve‘=e
x=2vx=1
a y

| )

0

2<e<3,dus voorx > 0is 2" <e"<3 en voor x <0 is 3* < e’ < 2",
Voorx=01is2"=¢"=3"=1,

Dus de grafiek van A(x) = e* ligt voor x # 0 tussen de graficken van f{x) = 2~
en g(x) = 3%,

Bladzijde 32

De productregel is gebruikt in de onderdelen b en c.
De quotiéntregel is gebruikt in het onderdeel d.

De kettingregel is gebruikt in de onderdelen ¢ en d.

a f(x)=e'+2 geeftf(x)=¢"
b f(x)=2s—:"’+%=26:”+x"geeftf’(x)=23"—x’2=2e"—%2
¢ fix)=xe'+4geeftf(x)=1-e"+x-e=(x+1)e"
a _Xx P e l-xret (I-x)e" | —x
f(x) exgee f(x) (er)z (ex)z e_:(
2 - _(x—1)-2e—2e 1 et —2e"-2¢" (2x—4)¢e”
e f(x)‘x_lgee fx)= (x—1)2 - (x_l)z - (x_l)z
f f(x)=(2x—4dec geeftf(x)=2 "+ (2x—4) e"=(2x —2)¢"
Bladzijde 33
a f(x)=e¢" Fgeeftf(x)=e¢""F (2 +1)=(2x+ 1)e’ "
b f(x)=x>+2e¥geeft f(x)=2x+2 ¥ -3=2x+6e*
€ flx)=xe“geeftf(x)=1-e"+x-e“ 2x=(2x*+1)e"
2 -x—1
d fix= exz geeft
e S AR e[ =D« Yy HPg® ] —llagg® ) e )T R deE
Fe= x* B ¥ B x? B X3
e f(x)=3xe¥™ 'geeft[(x)=3-e> '+3x-e> - 2=(6x+3)e> !
; B el\' ft , _(32x+1).62x.2_el\'.le.z_zedx_’_zle_zeilx_ 262,\:
Jixy= o2 4 1 geeft f(x) = (62x+ 1)2 - (GZx+ 1)2 - (ezx+ 1)2
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a —;—2:—0,135 ¢ 1ie?~26,781

2
b (e%)f 0,366 a -

53 = 3,033

a f(x)=xe"+2geeftf(x)=1 e +x-e'=(1+x)¢ef
b f(x)=0geeft (1 +x)e"=0
1+x=0
x=-1
min, is f(-1)=-e'+2=2 —é
¢ fl)=(1+x)e"geeftf"(x)=1 e+ (1+x) e"=(2+x)e
d [7(x)=0 geeft (2+x)e"=0
2+x=0
x=-2
_ 2
A fydet+a=3-5
Dus de codrdinaten van het buigpunt zijn (—2, 2= %)

e Stelk:y=ax+bmeta=/(-2)=(1 _2)3—2=_L

1 &
Pl
¥ s i el
2 e? e?
door —2,2—6—2 5 5
?+b=2—§
4
b=2——

Dusk:y=—l2x+2—i2.
[ <

] @ f(x)=-xe"geefif(x)=-1 e+-x e=(=x—1)e"
Sx)=0 geeft (-x—1)e"=0
x—1=0
-x=1
x=-1

max. is f(-1)=¢"! Zé

b f’(x)=(_x— l)ergeeftf"(x)=—1 . 3x+(—x— 1) X 3”r=(—x—2)e’f
F7(x)=0 geeft ((x —2)e*=0

x—2=0
-x=2
x=-2
Stelk:y:ax+bmeta=f’(—2):(2_l)e—z:é_
=Lx+b
=g 1 5
—-2+b=%
2 2 ez ez
feoy=2e2=2
e’/ 2 b—2
2T a
4
b=a
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a f(x)=0 geeft (x*—3)e"=0
xX*=3=0
x2=3
x=+3vx=-3
De nulpunten zijn /3 en -/3.
b f(x)=(x2—-3)e geeft f(x)=2x e+ (x?—3) - e-=(x2+2x—3)e*
f1x)=0 geeft (x> +2x—3)e"=0
¥*+2x—=3=0
(x—Dx+3)=0
x=1vx=-3

max. is f(-3)=(9—3)e> = e6_3 enmin. is f(1)=(1—23)e' =-2e.

£ f)=02+2—3)F geelt &)=+ 2) "+ (242 —3) =02+ dx—1)e*
f7(x)=0 geeft (> +4x—1)e"=0
% tidx—1=0
D=4-4+1+-1=20,dus /D=20=2./5
-4+2./5 -4-2./5
T B % g
xXr=-2t 5vx=*2—\/§

De x-codrdinaten van de buigpunten zijn -2 + /5 en -2 — /5.

X

Bladzijde 34
a f(x)=1c™ geeft f(x)=3"¢> 2=¢

, L1
Stel Ky=ax +bmeta=Cly=¢? ==

e
1
y#62x+b 1 |

I \(E 10722

f(*l)*zez,dusA(fl,E) EN.
2¢* 2¢?
-3
2¢?
1 3
DuSk:y=§x+2—ez.

1 X 4 X — X
g(x)zexH:e- 3 geeft gx)=e* 3+ -1=-¢*3
Stellly=ax+bmeta=g(-1)=-¢'3=-¢2= —é.
yzf%x-ﬁ-b

g CORE iy
e B e e? e?
g-l)y=e ~,dus Bl -1,
e ¢ 1 1
AR
b=0
Dusl:y=féx.
k en [ snijden geeft el—zx+23?=—el—2x
2 _ 3
e? 2¢?
_.3.@
YT e 2
3
X=-3
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-3

1
b h() =f(x) + () =3 + 55
h(x)=0geefte™—e* =0

geeft h'(x)=e* —e

er:e:\'*B
2x=-x—3
3x=-3
x=-1
y
h
10 x

.. 1 1 2 3
Y O I T i S
min. is A1) =3¢ e 2e? 2e* 2¢7

Het bereik is dus B, = [23?, —>).

1 a h(4)=5geeft2(eit+ei ) +c=5
2e!+2et+c=5
c=5-2¢e— &
e
b A(x)=50"*+e")—5 8] geeft Alx) =5(21*" 0,1 +&% <01} =0,5(e%=— g 0l)
De helling in B is A (4)=0,5(e01 4 — e 014 =,5(e0 — 0 = (0,41,

¢ 7 (0)=0 geeft 2k(e° +¢0— M —e*) + 5 =0 oftewel zl—k(z —e¥—eg4+5=0,

Voer in y, = E(z —g—g 45
De optie nulpunt geeft x = 0,469...
Dus k=~ 0,47.

Bladzijde 35
[Tl @ f(x)=2xe™ geeft f(x)=2-e* +2x-e™ - -2x=(2 —dD)e™
F1x)=0 geeft (2 — 4x?)e™ =

2—4x*=0(
4x2=2

1
X =3

i 2
- 1 A T
Yp=2"3+2 e
2, 2 2
e _=2 =
AR \/; \fe
DuSa—2
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b f(x)=(2—4x})e™ geeft
) =-8x e +2—-4x) e -2x=-8x e+ (8 —4x) - ¥ =(8x> — 12x)e™
17(x) =0 geeft (8x* — 12x)e ¥ =0

8¢ — 12v=0
422 -3)=0
4x=0v2x2=3

1
x=0vx’=13

x=0vx= 1%:%\/6\,)5:7\/@:,%\/3

f(0)=0
INCENIEE
N R

De coordinaten van de buigpunten van de grafiek van f'zijn (0, 0),

(6 2)en (4622

ft'r(x)=xem'3 geﬂft _f;z’(x)z 1- em'] +x - erut‘3 " 3ax2=(1 +3ax3)em:3
£/(2)=0geeft (1 +3a-2%)e*?=0
(1+3a-8)e*=0
(1+24a)ed =0
1+24a=0
24a=-1
1 a=—2]—4 Ly
a=-5; geeft fLx)=xe ="

De extreme waarde voor x = 2 is een maximum,

9.4 De natuurlijke logaritme

Bladzijde 37

a  f(x)=2%geeft /™(x) = log(x)
b g(x)=e" geeft g™ (x) = log(x)

Bladzijde 38
a In(e)=1
b In(e\/e) =In(e - e2) =In(e) =11

ln(é) = In(e)=-1

C

d In(l)=0

e 3ln(e-3fe)=3In(e-¢)=3In(e")=3-11=4
f In}(e)=3=9

g In’(e?)=2°=38

h Eln('ﬁ) + ezll’l(?) =7+ eln(‘.'?) =7+ 72 =56

i e%111(5) — E:ln(S%) — 5;— — \/g

i eln(lO) y e]n(3) =10-3=30
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a e¥=12 c 6+eh¥2I=10

3x=In(12) Q0 r2=¢
x=1In(12)~0,828 0,5x +2 =In(4)
b 5eX=60 x +4=21n(4)

X =12 x=2In(4)—4=~-1,227

2x=1In(12) 3 _

x=1In(12)~ 1,242 el
50e>'=3
eu—lz%
2x—1=InZ)

2x=1+In(Z)
x=1+1n(5)~-0,907

a 2In(3) + In(4) =In(32) + In(4) = In(9) + In(4) = In(9 - 4) = In(36)
b In(20) — 3In(2) = In(20) — In(2*) = In(20) — In(8) = ln(%o) =1n(23)
¢ 4+1n(3)=In(e*) + In(3) = In(3e*)
d 1+In(10)=In(e)+ In(10) = In(10e)
e 1+2In(6)= ln(e%) +1n(6%) = In(\/e) + In(36) = In(36,/e)
f c+In(2)=In{e®) + In(2) = In(2c%)
a In(x)=-1 d In(-x+2)=-2
x=e"=l x+2=¢?
¢ -x=—2+l—
b 4In(x)=2 g
In(x) =% c=2— é
C icn?3i;==f & JniG= ‘l_‘
x=e’ In(x) =3 v In(x)=-3
x=§é x=eL=Jva=e%=—L
e
f In(x)=1+In(5)
In(x) = In(e) + In(5)
In(x) = In(5¢)
x=>5¢
Bladzijde 39
a 3xln(x)=2In(x) d 4¢' =20
In(x)=0v3x=2 g =5
x=1vx=% 1 —3x=1In(5)
b In*(x)—In(x)=0 -3x=-1+In(5)
Inx)(Inx) ~ 1) =0 x=4-1In(s)

In(x)=0vIn{x)=1
x=1lvx=c¢
¢ PIn(x+1)=4In(x+1)
Inx+1)=0vx*=4
x+l=1lvx=2vx=-2
x=0vx=2vx=-2
vold. niet

e In*(x)—2In(x)—3=0
Stel In(x) = .
w—=2u—-3=0
(u+ D(u—3)=0
u=-lvu=3
In(x)=-1viIn(x)=3

T |
x=¢l==vx=¢°
5]

f In(x+3)—In{x—1)=1In(2)
x+3\_
]n(x—l) In(2)
x+3 _
¥—1 2
2x—2=x+3
x=5
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g 2In(x)=In(2) + In(x + 4) h =100

In(e2) = In(2(x + 4)) 2 =1n(100)
x*=2x+8 x=/In{100) v x = -/In(100)
x*=2x—8=0

x+2)x—4)=0
x=-2 v x=4
vold. nict

a G =100 geeft F=16(0,6 + In(100)) = 83
De hartslagfrequentie is 83 slagen per minuut,
b F=78 geeft 16(0,6 + In(G)) =78
0,6 + In(G) = 4,875
In(G) = 4,275
G= e4,2‘.'5 ~ 72
Dus het hiermee corresponderende gewicht is 72 kg.
¢ F=16(0,6 +1n(G))
16(0,6 + In(G))=F

0,6 + In(G) = 1-F

In(G) = 1=F — 0,6

G= e%F— 0,6

G=enF « 06

G=c06. (e,‘—ﬁ)F

G =0,549 - 1,064"

Dus G = 0,549 - 1,064,

a 2= (eln(Z))): - eln(2)~,r
b /(x)=2"=e"®¥ geeft f(x) =" - In(2) =27 - In(2)

a '@ =x geeft [e®]'=x’
et . [ln(x)]’= 1
en® - fx)=1

b @ fx)=1

xflx)=1

F@=
In(x) 1
In(2) In(2)

111
In2) x xIn(2)

€ h(x)="log(x)= * In(x) geeft A'(x) =

Bladzijde 40

a f(x)=In(ax) geeft ff(x) _ 1

1

— i
ax X
1
x

b f(x)=1n(2x) geeft f(x) =

g(x) = In(x/2) geeft g'(x) = 1

X

¢ f(x)=In(x")=n - In(x) geeft f(x)=n

= |-
o e

d  f(x)=In(x?) geeft /(x) :%
glx)= lﬂ(%) geeft g'(x) = L

X

h) = In(\) geeft h'(x) = 5
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Bladzijde 41
a f(x)=3%"2geeft f(x)=3%"2-1In(3) - 4=4-3%"2In(3)

1
- e LI )
b 9= et )= A1ty _lie)—2
1 4

¢ ()= logldv—1) geeft [V = =T 4= G i

1
x+——In(3x)- 1 _
a 1= geon = —E——— -1

X X

e f(x)=xIn(x*) geeft f(x)=1"In(x*)+x- %z In(x*) +3

2x+ 1
+x

f f(x)=In(x*+x) geeft [(x)= (2x+ 1) =

x2+x

o f(x)=In(2%) = xIn(2) geeft £/(x) = In(2)

7, 1 zx
b /0 ="log(x® + 1) geeft /()= s 2= (@ )

€ f(x)=xIn’(x) geeft f(x)=1"In*(x) +x - 2In(x) - %= In(x) + 2 In(x)

@ /() =2 log(d) geeft f(x) = 2x - Ylog(dx) +27 + — =20 logld) +
e f(x)= (27— 1)- 2% =23 — 2% geeft /() = 22 - In(2) - 2= 2* - In(2) = 2* - In(2) - 2 - 2 1)

1 2In(4r)
f f(x)=In?(4x) geeft /'(x)=2In(4x) - e

X

a 1= (eln(x))n == E.’n']n(x)
n
b f(JC) =g In(x) geeft f’(x) = enln(_wr) P ;

c en]n(x).ﬂzxn.ﬁzn.ﬁznxnfl
X X X
Er is geen gebruikgemaakt van enige beperking van », dus de regel geldt ook voor

elke niet-gehele n van R,

a x—2>0oftewel x> 2, dus D,=(2, —).
7—x>0oftewel x <7, dus D, = (<, 7).
J(x)=g(x) geeft In(x—2)=In(7 —x)

x—2=T7—-x
2x=9

x=4;—
f(x)<g(x) geeft 2 <x <43
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[
[a—
[a—
[

b s(x)=f(x)+g(x)=1In(x —2) + In(7 — x) geeft s(x) =

T 7—x. x—=2 T-%
’ 1 1
S(x)=0geeftx_2—7_x=0
L1
x—2 T-x
x—2=T—x
2x=9
x=4%
y
i i
I I
I s I
i : i
| 1 |
| : i
| | !
l : — X
¢ : “ :
| |
x=2 x=7

max. is s(43) = In(23) + In(23) = 2 In(21)

1
B X , _ln(x)'l—X';_ln(x)_l
@ SO e ST T e T T e

‘“@‘ b et b
lnz(é) SO

Stel kiy=ax+b meta=f’(é)=

y=-2x+b
i d ] |
1 e e 1 1 1 2 e—+p=-—
— = =—=-—dusd|{ —-— e e
e | -1 e e €
1“(‘) =1
& =
i e
Dusk:y=—2x+g.
b it ftln(x)—l_
f(x)u; gee lnz(x) -
In(x) — 1 =-61In*(x)
Stel In{x) = u.
u—1=-6u2
6ut+u—1=0
D=1"-4-6--1=25
Bl S N RO S B |
ST I B T T

In(x) =5 v In(x) =3
x=e;'vx=e’%

e3 e3

f(e5)=——==-=23¢, dus raakpunt (¢:, 3¢) = (3¢, 3 * Ie).
In(e?) 3

flen)= C =e—_%=—2e’5' dus raakpunt (e * _267%)=( 1 _l)
) -3 | i
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Bladzijde 42
a f(x)=2"-2%geeft f(x)=2"-1n(2) - 2—2"- In(2)= (2% - 2 —-291n(2) = (2* ! - 29)In(2)
f1(x)=0 geeft 2% =291n(2)=0
22x+1 — 2x — 0
22x+l 2%
2x+1=x
x=-1
min. is f(-1)=22-2" =3~ 5=-} dus B,=[-7, >).
b x)=(2%"1-2%In(2) geeﬂ @) =02%*1 In(2) - 227 - In(2)) In(2) = (2% +2 = 29)In*(2)
S7(x)=0 geeft 222 -291n%(2)=0

22x+2_2x:0
22x+2:2x
2x+2=x
x—*2
f(2)=2*-22=+L—1=-2 dus buigpunt (-2, -3).
1 11 In(Yo+1
@ f(x)=/xIn(y/x) geeftf’(x>=ﬁ-ln(\/§)+f AN “f\f
o In(yx)+1
f(x)—Ogeeftiz\/; =
In(\x)+1=0
In(yx)=-1
Ve
L1
x=62=c—2
f(el—2>2 ¢!+ In(e™) :% -1 :*é, dus A(el—z, *é).
In(y/x) + 1
b f()—n‘f\/;geeﬂ
R 2 1 (n(m+D
fv,()f( \/?c \f @t D) 2 Vx o N 1-n()+1) -In(y)
g (2% 4x NE: Ax\x Axx
17(x) =0 geeft -In(\/x) =0
In(y/x) =0
Vr=1
x=1
Stelk:y=ax+bmeta=f’(1)=]n(\ﬁ)+l=0+1=%_

241 2

y= —x+b B
A1) = Tn(yT) = 0}2 116=0

Ty o |
Dusk.yézx o

f:r'
|
¥

a Opt=0is T=280, dus 20+ pe®=180
20+p-1=80
p=60
b 7=45 geeft 20 + 60¢ ' =45
60¢ =25
gl= %
-5t = InGp)
t=-6In(Z)=5252...
Dus na 5 minuten en 0,252... - 60 = 15 seconden is de temperatuur van de koffie 45 °C.
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¢ T= 20+603'ngeeftccii—t:603“f ~l=10e

_ T _ et~
t=2 geeft a 10e3=-7,2

Twee minuten nadat de koftie is ingeschonken neemt de temperatuur van de koffie af
met een snelheid van 7,2 °C per minuut,
d T=20+60¢+
60 =T—20
) 1
€ o= ET_ 3
ey
t=-61n(z5T —
Dus a =-6, b 0 enc=-

uu—-

a fiilx)= ln(%) geeft

L1 @x+1)-2-2x-2 2x+1 4x+2-4 22x+1) 1
fz(x)—( h) 2x+ 1) T x (x+ 1P 22+ 1P x(x+ D)

2%+ 1
re, =%, dus £, (x) =%

1 1

x(2x+1) 3

x(2x+1)=3

22 +x-3=0

D=12-4-2--3=25

-1+5 -1-5
x= 1 =lvx= 1 =—1%
vold. niet

f2(1)=ln( Z >=ln(§), dus A(1, In3)).

ay
b Voorf, geldt y= ln(Zx > 1) dus voor ™ geldt x = ln(2 = 1)

_ ay ay \_
X ln(2y+ 1)geeft ln(2y+ 1) ¥

ay
2y+1
av=_2v+ 1)e"
y=2ye"+e*
ay—2ye*=¢"
yva—2e")=¢"
¢

a—2e"

y:
\f

—2e"

Dus fin(x) =

Dus voora=3is g(x)= 3 _e; o de inverse van f,.
Bladzijde 43
0. fix)=1 geefielt’®2l@ -3 =1
In(x)+21In(x)-3=0
Stel In(x) = u.
w+2u—-3=0
(u—Du+3=0
u=1lvu=-3
In(x)=1vIn(x)=-3
- N, s 1
X=¢evx=e =—
e

fx)<1 geefté <x<e
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b flx) =W 203 geeft
+
FlEy=ghetaba « (2 In(x) - L %) = P+ 20 -3 (M)
X

X X
, 21In(x)+2
ff(x) =0 geeft eln—(x)+21n(x)—3 4 (%}; 0

21n(x)+2
2 +2

X
21n(x)+2=0
In(x)=-1
x=¢g!

.. 1 1
min, is f(€1) =12 1" 3=g4= g dus B,= [e_“’ —>)-

a  f(x)=x"= (W) =gl geeft f/(x)=e*™ - (1 “In(x) +x - %) =(In(x) + 1) - x*
b ga(x) = JC% = (eln(X))% — e";ln(x) — em:" -In(x) gﬂeft
B 1 . [~aln(x) a) (a = aln(x)) .
l/ =aax ' Inx [ -4y 2 . 1. = ] =y7 . — = ———Z ] . y*
g, (x)=¢ ( ax * - In(x) + ax x) X ( =z +x2 =2 X
Voor raken geldt f(x) =g (x) A f(x) =g, (x).

f(x) = g (x) geeft x* =x*
a
x

x=

(8]

a=Xx
2_ 2 )
£16) = 2,/(x) met a = * geeft (In(x) + 1) - x* = (%) o

ot 1y = (T

In(x) + 1 =1—In(x)
2In(x)=0
x=1

Dusa=1°=1.

Stel k:y=mx+nmetm=f(1)=(n(1)+ 1) 1'=1.

Pl 1+n=1
f=1dus A1, Df :g‘

Dus k:y=x,
Diagnostische toets

Bladzijde 46
a 2log(18) —2log(36) + 3 =2log(3s) + 3 =2log(3) +3=-1+3=2

b 2 3log(5) — log(75) + 2log(8+/2) = 3log(52) —3log(75) + 2log(2? * 27) =*log(25) — *log(75) + 2log(2%) =

Slog(33) + 35 ="log(3) +35=-1+35=23
a 4+ 7log(a) +1log(100) =4 +*log(a) +2 =6 + *log(a) = *log(2°) + *log(a) = *log(64) + *log(a) = *log(64a)

b 2 - log(6a)=1log(3%) — *log(6a) = *log(9) — *log(6a) = 3log(6%) = 3log(23—a)

a 3-°log(36)=3 - 3log(9 - 4)=3 - (log(9) + log(4)) =3 - (2 +log(4)) = 6 + 3 - log(4) = 6 + log(4*) =
6+ log(64)
b 3 +10g(800)=3+1og(100 - 8) =3 +1og(100) + log(8) =3 + 2 + log(8) =5 + log(8)
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translatie (0, 2)

a y="log(x) v="1log(x)+2
Er geldt *log(x) + 2 = >log(x) + *log(5%) = >log(x) + *log(25) = "log(25x).
Dus de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 5= levert dezelfde
beeldgrafiek op.

1
verm. y-as, v

b »="log(x) ~,v=3log(3x)
Er geldt *log(3x) = *log(3) + *log(x) = 1 + *log(x).
Dus de translatie (0, 1) levert dezelfde beeldgratiek op.

a 2-’log(x—1)=1+"log(18) d log%(x)=log(x)+2
Zlog((x — 1)*) ="2log(2) + 2log(18) Stel log(x) = u.
2log((x — 1)?) = 2log(2 - 18) w=u+2
2log((x — 1)) = 2log(36) w-u-2=0
(x—172=36 u+1)u—-2)=0
x—1=6vx—1=-6 u=-lvu=2
x=7Tvx=-5 log(x)=-1 v log{x)=2
vold. niet x=7vx=100
b Slog(2x — 1) +5log(x +2)=0 e Zlog(x)=3—log(x +2)
log(2x — 1) —3log(x +2)=0 Zlog(x) = *log() — log(x + 2)
log(2x — 1) =log(x + 2) Zlog(x) +2log(x + 2) = log(8)
2x—1=x+2 Zlog(x(x +2)) = 2log(8)
x=3 x(x+2)=8
¢ Zlog(2x — 1) =4og(x) ¥*+2x—8=0
) 2og(x) x—2)x+4)=0
log(2x — ) =5~ x=2vx=-4
) og(4) vold. niet
. . log(x) f Zlogi(x)+12="7"2log(x)
log(2x — 1) =— Stel 2log(x) = u.
2 - Hog(2x — 1) =2log(x) w+12="Tu
2og((2x — 1)?) = 2og(x) W —Tu+12=0
2x—-1)Y=x (u=3)u—-H=0
4 —dx+1=x u=3vu=4
4x2—-5x+1=0 Zlog(x) =3 v *log(x) =4
D=(-5-4-4-1=9 x=8vx=16
8 8 4
vold. niet
a Bdag ~ 151

Lo = 1,171,949

Het groeipercentage per week is 94,9%.
b gye= 11

G = 1,152 1,032

Het groeipercentage per 8 uur is 3,2%.

a g, = 0,64 ‘

Zinana = 0,641 = 0,963

De afname per maand is 3,7%.
b g, =064

85 jaar = 0,64° = 0,107

De afname per 5 jaar is 89,3%.
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Zinana = 1,002

1,0027=2

T="0g(2) = 346,920...

De verdubbelingstijd is 346,920... : 12 = 29 jaar.
Bweek = 038

0.87=3

7="8log(}) =3,106...
De halveringstijd is 3,106... - 7= 22 dagen.

y=4-log(3x+12)— 1 b p=34-27%"2
4-logBx+12)=y+1 34+2, 79" 2=p
lOg(3x i 12) = 0,25}’ + 0,25 ) 75q+2 1
Ix + 12 = 10025 +0.25 ’ 32l
3+ 12= 10025 - 1005 5q +2 =*Tlog(zp)
3x=-12 +(10%%y « 10%2° 5q +2 =27log(L) + 27log(

: 'log(p)
x=-4+0,59 1,78 i g%” 8
Dus x=-4+0,59 - 1,78". _ logGs) | log(p)

S5¢=-2+ +
log(2,7) log(2,7)

_2 logG)  log(p)
1775 5log(2,7)  Slog(2,7)
g =-1,11+0,46 - log(p)

Dus g=-1,11+046 - log(p).

Bladzijde 47

33— 2e°
e e
3x _ ax

¢ exe e

(- Sp=(e"PE—=2 e + 23 =% — 1087 +25

2e

3xet—e'=0
eBx—1)=0
3x—1=0

e +2e'=3

(e +2er—3=0
Stel e* =u.
w+2u—3=0
(u—Du+3)=0
u=1vu=-3
ef=1ve'=-3
x=0
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a f(x)=2e"—3x geeft f(x)=2¢"—6x
b _a+] & ey~ (Pt+1)-ef P+ 2—1
f(x)_ ex gee f(‘x)_ (ex)z - ex
¢ f(0)=(2+ et geeft ) =2x '+ (2 + 1) o' = (2 + 2x + 1)et
o e Pl i dy (o DR
21 st /)= @+ I TP
e fx)y=o%e¥ lgeall flxi="12x- e 1 faf - &1+ 2 = P+ 2y
f f(x)=e" "% geeft f(x)=e" " 2x=2xe" "’

d flx)=

a f(x)=(2—x+1e“geeft f(x)=Cx—1)-e"+(x>*—x+1)-e"=(*+x)e"
f(x)=0 geeft (x* +x)e*=0
XX+x=0
x(x+1)=0
x=0vx=-1

max. s f-1)= % en min. is £(0)=1.

b f()=(2+x)e" geeft ["(x)=2x+1) "+ (x2+x) e"=(x"+3x+1)e*
f(x)=0 geeft (> +3x+1)e"=0
X24+3x+1=0
D=3-4-1-1=5

3% 45 -3-4/5
A 3

x=—1]5+% 5 vx=—1]5—%\/f_>

¢ Stelk:y=ax+bmeta=7(1)=(1+1)e=2e.
kiy=2ex+b
f(1)=e¢, dus A(1, ¢)

Dus k:v=2ex —e.

vx=

Zet+thb=¢
b=-e

a 4-+In(3)=1In(c* +In(3) = In(3e%)
b In(10) —41n(2) = In(10) — In(2*) = In(10) — In(16) = In('2) = In(5)

a 2¢7=16 ¢ 2In’(x)—In(x)=0
e =8 In(x)(2In(x) — 1)=0
5x=1In(8) In(x)=0v2ln(x)—1=0
x=1In(8) x=1v2In(x)=1
b In(5x)=16 x=1vIn(x)=1
In(5x) =4 v In(5x) = -4 x=lvx=e=.fe
S5x=e*v 5x=¢" d In(9x+1)—In(x +2)=In(4)
ol e e In(9x + 1) = In(x + 2) + In(4)
SO VTS In(9x + 1) = In(4(x + 2))
9x + 1 =4(x +2)
Ox+1=4x+8
5x=17
x=1§

a f(x)=2%"4geeft f(x)=2%"4-1n(2)-3=3:2%"4-1n(2)
b f(x)=x-3geeft f(x)=1-3F+x-3 In3)=(1+xIn(3)) - 3*

AL
¢ () =In(x+ 3x)=In(x") =13 In(x) geeft //(x)= 1}(—3= ;—x
d /() =>log(d) = log(d) + log(x) geeft f(x) = — B

e f()="log(5x~6) geeft f1) = (5= é) nG) G- 2) In(3)

Lo 2
3x2+3 x2+1

£ /(x)=In(3x+3) geeft ['(x) =
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T Ay =371+ 3 geeft f(x) =31 In(3) + 3% - In(3) « -1 = (3¥"1 = 3% 1) In(3)
1) =0 geeft (331 =37 1) In(3)=0

35:71 _3,x+1=0
3,&:*1:31\%1
x—l==x+]
2x=2
x=1
v

£

I

I

E

1

ol 1 x

min. is f(1)=3°+30=1+1=2, dus B,= 2, ).

e fx)=x"In(x)— 12 geeft £/(x) =2x * In(x) + x* - %— x =2xIn(x)

f(x)=0 geeft 2xIn(x) =0
x=0vin(x)=0
x=0 v x=1
vold. niet
f)=1-0-3-1=-1 dus 4(1,-3).

b f(x)=2xIn(x) geeft /"(x) =2 - In(x) + 2x - %= 2In(x)+2
F7(x)=0 geeft 2In(x) +2 =0

21In(x)=-2
In(x)=-1
il
x=gr ==
¢
1 1 2
‘4= + = =)= . =1 ===
Stel k&2 y=ax+ b meta f(e) 2 . 1 o
2
y=-"x+
ky cr b _g.__,_b:_i
f(l):,i ¢ ¢ 2e2
/) 2 ) 4, _ 3
2¢? 2e-
1
b=_
2et
1
Dusk:y=——x+g.
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10 Meetkunde met vectoren

Voorkennis Afstanden en middens

Bladzijde 52

(1] PG(S+11),5(-1+5)=P@8,2)

2] @ p=3geeftA(-2,3), B4, 5 en

OG(11+-3).3(5+ 7)) = 04, 6)
d(4, P)= 8 =52+ (2—-17=37+32=/9+9=18=32
dd, Q)= (4 =57 + (617 = (1} + =1 +49=50=5,2

dP, Q) =4 =82+ (622 = (-42 +4#=[16+16=32=42
De omtrek van drichock APQ is 32 + 52 + 4,2 =12,/2.

d(4, B)=\[(4—-2P+ (5 -3 =/62+22= /36 + 4= /40 = 2,/10.
b I(-2+p+1)=-6

2+p+1=-12

p=-11

p=-11 geeft A(-2,-11), B(-10, 5) en

d(A, BY=\[(F10—-2)2+ (5 —-11)2 = \[(-8)* + 162 = \/64 + 256 = \[320 = 8,/5.
€ MGR2+p+1),5(p+5)=MGp—33p+25)

Mopy=-xgeeft;p+25=-Gp—3

WP+25="1p+;
p=-2
p=-2 geeft A(-2,-2), M(-13, 13) en
d(4, M=+ 15 ~-2P+ (1}~ 2P = (&P + BYP = Vi + 124 = 12§ =23 /2.
d d4,B)=\(p+1-2P+(5-pP=(p 3P+ —pP=\p~6p+9+25—10p+p’
= \2pt—dp+34
e d(4,B)=28 geeft \|2p* —4p +34 =38
2p—4p+34=64
2p*—4p—-30=0
pP=2p—-15=0
(p+3)(p—5=0
p=-3vp=5

\ y=+2p% —4p 7
I 8 I
Pl ™)

I

I

I

|

1.
-3 0 5
Dus d(4, B) <8 voor -3 < p <5.

10.1 Vectoren

Bladzijde 53

0 d(0,4)=\5-07 +(2-07= 52 +27= 29

&4, By=+/2=5P+{(6—2P=/(BP+4=5
Dus de lengte van de wandeling is 5 + /29.
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Bladzijde 56
|| = 8sin(17°) ~ 2,34 en || = 8 cos(17°) = 7,65

b 1,5=|v|"sin(26°) geeft |[v| = ~3,42 en |b| =3,42...cos(26°) = 3,08.

5in(26°)

( )= R+ =16+1=/17
b [5]-|[V3)| - VB (or - 5 e 5 -3
c \Z\=(g)‘=\/oz+sz—\/o+25 J25=5

- 0,3
a [d|- (0’

y ‘ V0,37 + 04> = /0,09 + 0,16 = /0,25 =05

|
e |e|]=2- ‘(;)‘ 2-\12+37=2-/1+9=2,/10
r [71-0s-[

=0,6 67 +8=0,6"36+64=0,6-100=0,6-10=6
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F=-33+15b

| Teken de cirkel met middelpunt O en straal 5.
Teken de lijn / evenwijdig met &, op afstand 2 van k.
De snijpunten van / met de cirkel zijn de eindpunten van de vectoren c.
Met de parallellogrammen krijg je de vectoren b.

AC BC
B
AB
A

b OP+PO=00

¢ DE-~EF =DF

d AK+KL=AL

e MN=MP~+PN
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[] o Od+45=0B.dus 45 05 - 0A=F .

-

OM=04+AM =04 + 4B =a +(p -a)=a+ib-ta=la+ib=1@ +b)

-i-7-(3)-()-(3)
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Bladzijde 58

De component langs de helling is Fr = 750sin(25°) =~ 317 N.
De component loodrecht op de helling is =750 cos(25°) = 680 N.

De sinusregel in AOBV geeft L ‘b‘ = ‘3‘
g g sin(110°)  sin(30°)  sin(40°)’
Dus 3] 125in(40°) 5 125in(30°)
W4T Sinct1o0) %7 MNP in(oey O

10.2 Vectoren en rotaties

Bladzijde 60

B — 2 g _2
- a aR=(v3)enaL=(3).

b F=(9)
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Bladzijde 61
T C \ W e A I
=77+, (1) [3)- )
Dus D(-1, 5).

Bladzijde 62
a b=a+AB=a+ADy

3 () (- Jhow il

Dus B(9, 5).
b n=bh+BN= b+BM

S
Il
R —
o
>
Il
=
—_

|
|
<
—

Il
1=
C———
(=20
R
|
——
D
e ——
e
Il
] —
T ——
) oy
o S
Il
/'_—-\
Nl—‘m

12—
—
g
173
5|
pu
o
paf b
"

Dit geeft 11 = (9)

Dus N(93, 81).

(-6

AB +1 BC+ AB~a+l AB + BC
3 4
(3)enr-mD=Y)

+51-1 _ 7%
+4+13) 153

=
Il
al
.
=)
+
®
+
)
.
Il
Q
+

G- -
77/ 3\3) T34 o
o s g (92N f 3L PR (TN {63
=g +iBC= 3+L( )z 3. V3
= m={ - [a]-(3)-(

Dus O(73, 53) en R(65, 63).

Dus P(2a+d,a—4d).
> 5 — o — [(2a+d -a+d a-+2d
b q—p+PQ_p+AC—(a“d)+(a+d)—( 20 )

Dus O(a + 24, 2a).

a8 Hoofdstuk 10 @ Moordhoff Uitgevers bv



Bladzijde 63
a m =;—(a +c)metc=d +DC=d +AD,

— f-a\ = —— [d
AD—(d)enDC—ADR—(a)

z:(g)+(2):(aid)

— 1{{a d 1 atd %a‘f’%d
m=allol* ~z i 4l
0/ \a+d atd]l \sa+3d
Dus M(ta +3d, a+1d).
Voor alle waarden van a en d is x,, = v,,, dus M ligt op de lijn y = x.

b OM= \/(%a +1dP+(a+1d)P = \/2(§a +1dp= Jz(gaz +lad+1a?)
=} +2ad +d) = 3@+ dpP =} (@+d) =52 - (a+d)

-5, ], e ()

-»=b c fa+2b=*a+3b+c
E (c)+(a—b)+( 2é ) (a—b+3€)
(*a+3b+c)+( -2c ):(*a+3b~c)
a—b+3c -a+2b b+3c

Dus T(-a+3b+c,a—b+3c)en U(-~a+3b—c, b+3c).

=1
Il

n=m+MN=m+AB

[0\ _(a\_[-a I A L
5= (o) (5)= o) 0 78 ==
s s oy m ey 0 a 2a
st 1))
Ez(l?a)+(2a)=(3%—a)

lsa a 25a
y=mx

1 1 3tam=2ta
door N(33a,23a)) "7 73

m=3

3

-]

Bladzijde 64

o ac=z-a=()-{¢)=("."]

d=a()ens=d,~() eeen BB - -5-(;)-°)=(, <)

b Uit vraag a volgt BD = AC,, dus AC=BD en AC L BD.

- = l—* l—* _ a hi b—a 1 G _1 a+b+c
p—a+2AB+2ABR—(O)+2( c )+2(a*b)_2(a*b+c)
= _17 17 _1[6} [y _1[b—e
q=ib+sz‘5(c)+z(b)=5(b+c)

— - = a+b+c _ ]Ea')_]_( b+c )
e m—z(a~b+c) ( " 2a-b+c

— - = _{b—c| %a .1 [FaEh g
MU=~ ”2(b+c) (0 2\ bte

MQ =MP,, dus MP = MQ en MP 1 MQ.

Dus AMPQ is een gelijkbenige rechthockige drichock.

@ Moordhoff Uitgevers bv
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&, b c ,(a+b+c) “ta-c
P =_ =
Q q P ( ) c (—%a—&-b
PO =BR,, dus BR L PQ.
Bladzijde 65
l(b_a)+L( c )=L(a+b+c)
2\ e Na—-b/ *\a—-b+c

+l(c+e) 1(b—c+d+e)
Nb-d b+tc—d+e

a’—e) L(a+b+c)=1_(—a—b—c+d—e)
d+el *\a—b+c/ *\ratb—-ct+d+te
Qg’:g’_”zl(a)_l(b_c"'d"'@)_L(a—b+c—d—e)

972 a) 2 p+c—d+e] \a—b-c+d—e

OS =PR,, dus PR=0Sen PR L OS.

E=l(—>+—*)—__L la+b+c +l b—c+d+e _1 at+2b+td+e
2P T g —pte] T E\bte—dtell Na+tlo—dte
Frodgem e 1 lb—c+d+€ Ld—(_’ _1 b—c+2d
lﬁ2(q+r)ﬁ22b+c d+e)+2(d+e)) 4(b+c+2@)
—>1—>->_11d atd—e
m= 51" S)_§5d+e 2_ _Z—a+d+e
— l - lla+b+c l _lza-}-b-}-c
G- G -1 P -aj)) *\ -b+c
- E=l(a+d e) _(a+2b+d+e)=]_( -2b~-2e )
TR atd+el at+2e—d+el \-2a-2c+2d
T 1_(2a+b+c)_]_(b—c+2d):1_(2a+2c—2d)
n=l =i e ) Tl g e v o) T i 2ap— 20

LN =KM,, dus KM= LN en KM 1 LN.

Hoofdstuk 10
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10.2 Vectoren en lijnen

Bladzijde 67
a

b De cindpunten van de in a getekende vectoren liggen op de lijn door het eindpunt
van de vector a en die evenwijdig is met de vector b.

Bladzijde 69
a Je kunt ook g als steunvector nemen,

:()=3+1-G-P) "
(i3

b @) A (:i), dus _i) is ook een richtingsvector van /.

II
——
N L
e
+
~
R
(SR ]
e

= ,% geeft (5) £ f% ; (;) = (;l), dus (4, 5) is een punt van / en dus is ook (g

x| _ (4 (-1
D“S"(v)‘(s)” (1)
c 3, 4opl
x=3geeft6+1r=3,dusr=-3.

t=-3ceny=4geeftp-3:-1=4,dusp="7.

) een steunvector van /.

¢ k;(ﬁ)zaﬂ.(g_a’) w22\, (6
(39 3) 00

,17
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x=T7geeft-2+3r=7
3t=9
t=3
t=3geefty=5-4-3=5-12=-7
Dus 4 ligt op &.

x=-13 geeft-2 +3¢r=-13

3t=-11
=W3%
t=-3}geefty=5-4--33=5+143=19%
Dus B ligt niet op £.

x=-33 geeft-2+3r=-33

3t=-13
t=-jgeefty=5-4+--3=5+2=7
Dus Cligt op .
S lijnk y
t 0 1

8 k
punt | (1,2) | (4,3)

o : ] ]
lijn / /
u 0 1 [ \
punt |(2,-1)| (4,2) 3 2 1 0| 1 \2/3 x

-1
i :
ijnm . /\

v 0 1 y

J A4 1N
lijn n 4 I
w 0 1
punt |(1,-2)((2,-2)

‘ -1 1 y

punt | (3,1) | (1,3) | 3| -

u 1 3 2 '

punt (0! 1) (2! "3) 1

v -1 0 -4 3 =2 -10 V 7 |
_1 1

unt | (-4,-3) | (-1,-1 \

punt | (-4,-3) | (-1,-1) i )
o 1N
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- )=l (0

i-[mi-a-(3)-()49) "V
3 2) =2/ \4

d Stel cerst een vectorvoorstelling op van de lijn door BC.
();)—5+t-(3—3)

- r-2-{)-(3-)

4 4/ \-2] \6
Dus een vectorvoorstelling van het lijnstuk BC is (J;) = (3) HR (2) A-1Zt<0.
Bladzijde 70

a De lijn door de middens van 4D en BC is evenwijdig met AB en CD en heett dus
dezelfde richting als 4B en CD. Dus een richtingsvector van deze lijnis DC =¢ —d.
De vector vanuit O naar het midden van BC is 2 (b + ¢). Dus 3(b + ¢) is cen steunvector

van de lijn door de middens van 4D en BC. Dus (f) =Mb+¢)+t-(c—d)iseen
vectorvoorstelling van de lijn door de middens van 4D en BC.

b - k:(ﬁ)=3+t-(§—5”)
. z:C)=E+u-(§(E+8’)—B’)

.« m: C):%(E+E)+v' (c-b)
¢ [ gaat door B en is evenwijdig met AC.

IT gaat door het midden van AB en is evenwijdig met BD,
111 gaat door 4 en het midden van BC.

a Substitutievanx=1-3reny=2+riny=4x — 28 geeft 2 + r=4(1 — 3¢r) — 28
2+1=4-12t—28
13t=-26
r=-2

t=-2geeftx=1-2--3=T7eny=2-2-1=0
Dus 5(7, 0).

b Substitutic vanx =7+ 3ueny=-3 +uin2x — 5y = 11 geeft 2(7 + 3u) — 5(-3 +u) =11
14+6u+15-5u=11
u=-18

u=-18geeftx=7—-18-3=-47eny=-3-18-1=-21
Dus T(-47,-21).

a Substitutie vanx=3feny=2+2¢rin2x —5y=6geeft 2 - 3t —5(2+21)=6
6t—10—-10i=6
-4t=16
r=-4
t=-4geeftx=-4-3=-12eny=2-4-2=-6
Dus het snijpunt is (-12, -6),
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b Substitutice vanx=2—wueny=-5+3uin 3x + 4y =10 geeft 3(2 —u) +4(-5+3u)=10
6—3u—20+12u=10
9u=24
u=2%

u=2%geeftx=2+23 -1=-2eny=-5+22:3=3

Dus het snijpunt is (-3, 3).

x=4+2t\5 5x=20+10¢
a 5 geeft

y=1-5¢ 2y = 2—10:+
Sx+2y=22
Dus &: 5x + 2y =22,
=34 |3 3x=9-3¢
b {v=2+3t1 geEft{ y=2+3
—
3x+y=11

Dus [: 3x+v=11.
c x=3t—1 5‘ o 5x=15¢t-5
=50+113/8

Iy=15+3
Dus m: 5x —3y=-8.

Sx—=3v=-8

Bladzijde 71
a Neem jex=4riny=2x+ 3, dan krijg je y =2 * 4r+ 3 oftewel y = 8¢ + 3.
Dus k: x=4f Ay = 8¢+ 3 is een parametervoorstelling van k.
b x=t+5geefty=2-(t+5)+3
y=2t+10+3
y=2r+13
Dus kix=t+5Ay=2t+13,
£ x=-3t+2 geefty=2~(3F+2)+3
y=-6t+4+3
yv=-6t+17
Dus k: x=-3t+2Ay=-6t+7.
d y=4tgeeftdr=2x+3
“2x=-4t+3
x=2t-13
Dusk:x=2t—1%/\y=4t.

i x:5+4t‘1‘ st x=5+4¢
v=3-22/8 2y=6-4

x+2y=11
Dus k:x+ 2y =11.
b Neemx=2rin3x—2y=6.

Dit geeft 3 - 2t—2y=6
6r—2y=6
-2y=-6t+6
v=3t—3

Dus i x=2tAy=3t—-3.

-2

d nx=4+3tAy=-1+2¢

| x=5t+p‘4‘ 4x =20t +4p
a L,=4r+3 5 €% sy =200+ 15
4x—5v=4p—15
Er moet gelden 4p — 15 =-9 oftewel 4p = 6, dus p=1'5.
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x=2t—1 H 3x=6¢—3
y=-3t+5]2 21;:——6t+10+

3x+2y=7
3x+2y=7
=-3x+7
y=-l3x+3;

Substitutie van x=4+2teny=5+ 3¢ inx — 2y =10 geeft 4 + 2r— 2(5+ 31) =10
4+2t-10—-6:=10
-4t=16
t=-4
t=-4geeftx=4—-4-2=-4eny=5-4-3=-7

Dus S(-4, -7).
2+3u=-3a+1 |4 -8+ 12u=-12a+4
{5“4u=2a 3geeft{15—l2u=6a
7T=-6a+4
6a=-3
=y

Dus A(-3 - -3+1,2-H =423 -1).

2v+g=5 |1 vt g=5
{—V—2q=2 2 geeﬂ{ﬂ
-3q= 9
qg=-3

G, Hopl:2x+5v=cgeeftc=2-3+5-4=26,dus [: 2x + 5v =26,

3.4 opk,,;x=at—3Any=>bt+1geeftar —3 =3 oftewelar=6enbr+ 1 =4
oftewel br =3,

Dus at =2bt ofiewel a = 2b.

Kies bijvoorbeeld » = 1, dan is @ = 2.

Ditgeeft krx=2t -3 Av=t+1.

x=2t-3 1‘ f x=2t—3
y=t+1 2| 8% p=2t+2

X —=2p==5
Omdat %75 % snijden k: x — 2y =-5 en [: 2x + 5v = 26 elkaar en vallen ze niet samen,

Dus mogelijke waarden zijn a =2, b= 1 en ¢ = 26.
x=at—3 H ecfl bx =abt—3b
bt+1 |al & ay=abr+a _
bx—av=-a—3b
k

a,

pebx —av=-a—3ben/:2x + 5y =c vallen samen als geldt §= =

b -a
Uit 575 volgt 5b=-2a

Kies bijvoorbeeld @ = 5, dan is b =-2.
-a _-a—3b

= -5 -5-3--2
S oo (57T ¢
a=5enb=-2 i:l

5 ¢

c=-1

Dus mogelijke waarden zijna =5, b=-2enc=-1.
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e . x| _{3 1
x=-t=3Ay=pt Sgeeft(v) (_8)+t (p)

-1} A (2 _.yl
()= (3) sectr=2!

(1, q) op (’;):(_2)4_ te (_21%) geeft-3—¢=1

~t=4
t=-4

t=-4 geeftq=-8—4--21=-8+10=2

Dusp=—2;-enq=2.

10.4 Vectoren en hoeken

Bladzijde 73

s

a
a A, a,) dusa= (ax) ena|=+al+a>.

¥
Kwadrateren geeft [a2=a 2+ az’.

B(b,. b,), dus b = (g) en[B|=BZT 2.
¥

Kwadrateren geeft |b|2 =52 + b

b Voor de punten A(x,, v,) en B(xz, v,) geldt d(4, B) = \/(xp—x,)* + (v5 = v,

Dus voor de punten A(a,,

a,) en B(b,, b,) geldt d(4, B) = \[(b,— a, + (b, — a,)".

De lengte van het lijnstuk 4B wordt behalve als d(4, B) ook genoteerd als 4B, dus

AB=\[(b,—a )+ (b,—a, ).
Kwadrateren geeft 48> = (b, —a,)* + (b,
- b{l I

Bladzijde 75

| a Lk, [)=180° —108,4° =71,6°

(2)'(713) 2-3+3-

b cos(£(F,, 7)) = =

2 2
2a.b,+a;+b,
-2 2 2 2 -
=a, ta, +b, +by

— ay)2
—2a,b,+ ay2
2a,b,—2a,b,

1 -3

B e

1
Dus £(r,, r,) = 105,3°.

5 B (g) (1)=2-—1+3-—6=—2—18=—20

b C- Ef’=(01) (i)=—1-z+0»4=—2+0=—

¢ ¢ 7‘:(23) (§)= 3+-3:2=6-6=0
RN 1
a cos(£(a, b))= () () _3-2+4‘1=51\?§=%

LA
Dus £(a, b)=26.6°.

4G

b cos(Z(c, d))

_4--1+-1:3_ 7

-1
Dus £(¢, d) = 125,5°.

Hoofdstuk 10
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HRY
3/ 5] 0-2+3-5 15 5

c cos(l(g,f))=(g).(2)_ 3029 3429 29

5

Dus Z(¢, f)=21,8°.
2

-5/ 2) 2:5+4-5-2 0

d cos(z(g,ﬁ))z‘(zs)‘.‘(s)‘ W =D

2

Dus Z(g. ) =90°.
)G 12wz
GlE e

Dus Z(k, 1) =36,9°.

|
0G) e
BHG) o

Dus Z(m, n) = 81,9°.

) hae

cos(Z(p, g)) = =
TR

Dus £(p, )= 71,6°.

GGl sy

R v o

a cos(Z(k, 1)) =

b cos(Z(m, n))=

Bladzijde 76

a cos(Z(k 1))=
Dus Z(k, 1)=77,5°.

b n:x=3u—-2Ay=10u+3 oftewel n: (ﬁ)=(§)+u'(130)

) (0

-1/ \10 _‘2'3-0-—1'10‘_ 4
‘(2)‘(3)‘ V50109 \f545
-1 10

Dus Z(m, n) = 80,1°.

-a-5-3)-(3)-(3)
-G
) G) el A

(1) V8-y10 (30

3

cos(Z(m, n)) =

.

ol

sl

cos(é(BA BC )=

\P
— — 72
Z(BA,BC)= 116,6°
Dus ZB=116,6°,

Alternatieve uitwerking

tan(a) =rc,; =1 geeft a = 45°
tan(f) = rcg-=-3 geeft f=-71,56..°
a—f=45°—--71,56...° = 116,56...°
Dus ZB=116,6°,
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i
.*5‘
(1) s+ gy

PR v

cos(ZL(AD, BE)) =

Z(AD, BE)=69,2°
Dus de hoek tussen de diagonalen AD en BE is 69,2°,

0 Fe=i-a=(3)-(3)=(3)

|
:BC:E—Ez(fi)*(Z‘):(ii)é(i)

[}
O Tm—
————

i
Tt
g

i =]
E

~
g

O

cos(é(BA BC )=

Z(BA, BC)=94,4°
Dus ZABC=94,4°,

a S@3,-1)en (2, 1)opk,, geeftr, = (31) - (f) = (12)

()G posea s

I

-4

Dus Z£(k, )= 10,3°,

(-1
1) \-4 _‘a'3+1'—4‘_‘3a—4‘

) T

b cos(L(k,,.1))=

-4
— ‘3x - 4‘ (80)
oer in y, = en y, = cos(80).
5xF+1

De optie snijpunt geeft x=0,936... enx=1,973..
Dusa=094va=1,97.

q

B=(F ) ( ) =pq—pg=0
b =0, dus cos(£(a, b)) =0 en hieruit volgt £(@, b)=90°.

ISEE )

il 3\ _[0)_(3
Dit is de vector (0) (2) = (_2).

Dus ?k = (_32).

Hoofdstuk 10

Een richtingsvector gaat van het punt (0, 2) naar het punt (3, 0).
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C

De vector 1, = (g) staat loodrecht op 7, = (_3;)

= (2 .
Dus n;, = (3) staat loodrecht op de lijn £.

De vector 7, = (_54

Bladzijde 78

?,‘=(3), dus f_{,‘=(_43).
k:4x_3y=‘3}c=4~2—3 -1=11

(2,-)opk
Dus &: 4x — 3y =11.

- (4 - (7
rfz(;l,), dus n,=(4).
i 7x+4y=c}c=0

(0,0)op!/
Dus I: Tx+4y =0,

Emz(_lz), dus ;mz(%).
(-3,0) op m, dus 5, = (‘03)
R -3 . 2
Dusm.(y) (0)-!-: (1)
- (4 _
nﬂu(l), dus r, 4l

(0, 0) op , dus 5, = (g).

Bladzijde 79

?I=J’k=(_25), dus EF(;).
I:5x+2y=c

=5-4+2- 1=
doorA(4,1)}c 5:4+2-1=22
Dus [:5x + 2y =22,
n Lm,dusn,= ;m=(3).

2
HEAR =gl .. o
doorB(S,—l)}c 382 »—1=13
Dus n: 3x +2y=13.

= (2) aus7=7 = (3)
A(5,2) op I, dus E,z(g).
XY (5 {3
pus :[)~[3) -1 2)
A (g
nlm,dusr,= n,=|_|
5
B(1,-3)op n, dus 5, = (_13).

oo
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+r=-1+ —3u=- —bu=-
{3 t=-1+3u ftewel{: 3u 4%geeﬂ{2r 6u=-8

3+20=5-4u° 2+ du=2 2Atdu=2
-10u=-10
u=1
u=1geeftx=-1+3=2Ay=5-4=1
Dus S(2, 1).
b m door A(-3, 5) en B3, -1), dus 7, = (31___2) - (66) A (}1).

m door A(-3, 5), dus 5, = (53)

xy (-3 1

Dus m: (v)k(S)H.(l)'

n staat loodrecht op p:-x+5v =4, dus n: 5x +v=c,

nSx+ty=c _ _

door C(-4, 2)}(,@ 5--4+-2=-22

Dus n: 5x +y=-22,

Substitutie van x=-3+feny=5—¢in Sx +y=-22 geeft 5(-3+H+5—-1=-22
154+ 5t+5—-1=-22

4r=-12
t=-3
t=-3geeftix=-3+-3=-6eny=5--3=8§
Dus 7(-6, 8).
- (4 !
c rq=(_1), dus nq=(4).
g:x+tdy=c

= + . =
6515, ) }c 5+4-3=17
Dus g: x+4y=17.

Substitutic van x=2w—4eny=w—6inx+4y=17 geeft 2w -4 +4(w—-6)=17
2w—4+4w—24=17
6w =45
w=7;—

w=Ttgeeftx=2-71-4=11eny=71-6=1}

Dus U(11, 13).

a Snijden van £ met de x-as geeft y =0
Bird=0D
r=-3
t=-3 geeftx=-2+-3-5=-17, dus A(-17, 0).

1Lk dusn,=7, (f)

I:5x+y=c . e
doer AL17, O)}C 5:--174+0=-85
Dus /: 5x + y=-85.

gx—4dy=c | _ . . 4__
door D(-4, 7)}"’ Sme =il
Dus g: x — 4y =-32,
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a rT, = (_25), dus 7, = (;)

D)6 asal
GG 7 Ve

1
Dus Z£(k, 1)~ 35,8°,

b Hm:(i],) enﬁ;:(;).
(37)'(;)‘:\3'1’“‘7‘2\: i
I

cos(Z(k, )=

cos(Z(m, n)) =

-7 2
Dus Z(m, n)= Z(n,, n,)~49,8°.

¢ tan(a)=rc, =2 geefta = 63,43...°
tan(f) = rc, = -1 geeft f =-45°
a—f=6343.°—-45°=108,43.°
Dus Z(p, g)=180—108,43..° = 71,6°.

- - (2 ~ _[pt5
a /cpfup,dusr,-{,,—ff,,—(ws)e“”@:‘(—zp)'

Li(ptSx—2py=c| _

door B(-1,-2) }"’ (p+3)+4p
Li{p+Sx—2py=c| _ _
door C(p, 4) }"’ (p+3)p =8

(pt5)y+ap=(p+Sp-8
p=5+dp=p*+5p—8p
pPP—6p+5=0
(p—Up—5)=0
p=lvp=5
p=1geeft!:(1+5x—2v=-(1+5)+4oftewel /;: 6x—2y=-2,dus /;: 3x—y=-1.
p=5Sgeeft/:(5§+5x -2 5v=-(5+5)+4 -5 oftewel /5: 10x — 10y =10, dus
lex—y=1,
b D2, p—Hopm, (p+3)x+(p—y=-12geeft (p+3) -2+ (p—D(p—-4)=-12
2p—6+p*—4p—p+4=-12

pP=Tp+10=0
(p—2)p—5)=0
p=2vp=5
p=2geeft D(-2,-2), m,: 5x+v=-12enn :(ch):(—z)w_( 9 )
sl . 2q -2 3-g
my Lny,, dusﬁmf?ﬂm, dus (?)=u‘(3gq)' Ditgeeft S=quen1=u(3—g)
1=3u—qu
1=3u—-5
3u=6
u=2

S=quenu=2 geeftq=2§.

p=5geett D(-2, 1), ms: 8x +4y=-12 oftewel ms: 2x + y=-3 en n;;: ():)—( 12)+u : (3 ﬁq)
ms L ns , dus Em_g:;ns_,,’ dus (?)zu . (3 gq) Dit geeft 2=guen 1 =u(3 - q)

1=3u—qu

1=3u-2

3u=3

u=1
2=quenu=1geeftg=2.
Dus (p=2Aq=29)v(p=5nrg=2).
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Bladzijde 80

= +
a PopBD, dusp=(52+ ?ft)

s _ = (241 _(3\_{t-1
F=p C(5+3:) (1)’(3”4)
b CPLBD,dusCP - rzp=0
) 6)-
3e+4) \3) 70
t—1+9t+12=0
10f=-11
t=-1
t=-175 geeft P(2— 155, 5+3 - ~135) = (35 11p)
¢ CP=O0P,dus ‘@F‘E’)‘
‘(t—l)_‘(2+t)
3t+4/ \5+3¢
VE= 1+ @Bt + 472 =2+ 52+ (5 + 31

kwadrateren geeft
(=1 +GBr+4P =2+ +(5+3)

P=2t+1+97+24t+16=4+ 4+ +25+ 30t + 92

-12t=12
t=-1
t=-1geeft PQ+-1,5+3--1)=P(1, 2)

a y=0geeftdx=12, dusx=3en A(3, 0).
x=0geeft 3y=12, dus y =4 en B(0, 4).

oy o
Popl,dus p= (_61 _2?;).

—m_=_—_[(6+2t) (3} _(2c+3
AF'=p “‘(1—3;) (o) (—3r—1)
B _=_ T 6+2t) (0 _ 2t+6
A=y —~a (—1—3:) (4) (—3r—5)
AP 1 BP, dus AP - BP =0
(2t+3)_(2r+6):0
=3t—1 =315
42 + 12t + 6t + 18+ 97 + 15t +3¢t+5=0
132+36:+23=0
D=362—-4-13+23=100
_-36+10_ . . _-36-10_ 1
t= 2% vt 2% 15
t=-1geeft P(6+2--1,-1-3-1)=P(4,2)
t=-145 geeft P(6+2 - -135, -1 =3 - -1{9) = P(25, 475)
b AP=BP,dus [AP|=|BP|

(2r+3):(2r+6)
-3t —1 Bl —3

V@t +3 + (31— 1) = (2t + 6)* + (-3t = 5)°
kwadrateren geeft
(26 + 32+ (3 —1)2=(2t + 6P+ (3r—5)

42+ 12t+9+92 + 61+ 1 =42+ 24t + 36 + 92 + 30t + 25

-36f=151
t=-13
t=-13 geeft P(6+2 - -133, -1 -3+ -13) = P(3%, 3D

Hoofdstuk 10
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10.5 Vectoren bij snelheid en versnelling

Bladzijde 82
1 a x(0)=0-0=0en»(0)=0—-6=-6,dus op t=0is P in het punt (0, -6).

[

b f =2 | =1 0 1 2 3 4 5 6
X 1215 0O |-3|-4|-3]|]0 5|12
y |-a|-6|-6]-alx|lo|2]a]s
y
6
L
4 /
i
X
—4/ 2 0 p) 4 6 g 10 12
-2
-4
-8 \“-.__\
\
-10

¢ De verplaatsing van P op [2, 3] is (03 ) B (—;) - (;)

Bladzijde 85
[ a Evenwijdig met de y-as, dus x(1) =0 A (1) #0
P—4=0A2-2%0
P=4A2t#2
(t=2vi=-2)At#1
t=2vi=-2
x(2)=3-22-4-2=-5reny(2)=22-2-2=0
x(-2)=3 (-2 -4--2=57en¥(-2)=(-2)*-2--2=8
Dus (-53, 0) en (53, 8).
b Door de oorsprong, dus x()=0 A (1) =0
M -M=0AL-2t=0
U= 12)=0AHt—2)=0
t=0ve=12)A(t=0vi=2)
t=0

Stel I: ax+ by =0,

(Bl 3 (3 Ghowi(
r (y;(o) 0_2 ) = 1 ,dusnf A

Dus i x—2y=0.
¢ Naar links bewegen betekent x'(f) <0 en omhoog bewegen betekent )(¢) > 0,

dus X (1) <O A¥()>0endit geeft # —4<0A2t—2>0.
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d A-4<0A2t—2>0
P<4A2t>2
“2<t<2at>1
1<t<2

a x()=7£-2geeftx(1)=2¢
Wy=0 —4t geeft y (1) =34 -4
Evenwijdig met de x-as, dus y(1}=0 Ax(1}# 0
3P —4=0A2t#0
3 =4At£0
P=3At#0
4

= §=§ 3\/t=—% 3
xG\3)=3-2=-FenyG\3)=G3P -4 -3\3=53-33=-133
2 By=g—2=-2a y B =P -4 3 B=-5B +5B=1L8
Dus de punten zijn (-3, -131/3) en (-3, 13,/3).

b v(-1) = J&DP + D)7 = 27+ ()P =5

¢ X(H>0Ay(H)<0geeft2t>0A32—-4<0
t>0A3°<4
t>0A2<}
t>0/\*\/§<t<\/§

t>0A-3/3<t<33

0<r<%/3
d x(f)=2geeftrr—2=2
£=4
(=2vie=-2

W2)=2"—-4-2=0eny(-2)=(-2’—4--2=0.
t =2 geeft het punt (2, 0) en ¢ =-2 geeft het punt (2, 0), dus de baan snijdt zichzelf in het punt (2, 0).

@-{1i)-(e)~ )
=)= 2 (5)
o) ()l poieaa

R
Dus ¢ = 53,1°.

a x(f)=0geeft2t—+£=0
H(12-72)=0
(=0vi=12
t=0vi=23vi=-2\3
t=0 geett (0, 0)
W23 =5-12-2-2\3=3-4/3,dus B(0,3 - 4/3) en
Y243) =5 12-2 - -2\/3=3+ 43, dus A0, 3 + 4,/3).
d(4,B)=3+43-(3-43)=8,3
b x()=2—-3feny(H)=5t-2
Evenwijdig met de x-as, dus y(1}=0 Ax(1} £ 0
$t=2=0A2-3£#0
Tt=2 A3 #2
[=4nr#4
t=4At#£2At£-2
t=4
x(@)=2-4—; - B=-22enyd)=;-4#-2-4=-4,dus (-2}, -4).
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Evenwijdig met de y-as, dus x(1)=0 Ay (6)#0
2-35P=0A3t=2#0
(t=2vi=-2)At#4
t=2vi=-2
x(2)=2+2-¢ 2P =2eny(2)=;"22-2-2=-3
X(-2)=2--2-¢ (2P=-23eny(-2)=; (-2)?—2--2=5
Dus (23, -3) en (-23, 5).
¢ Bij de oorsprong hoort 7 =0.
v(0) = x(0)P + 010) = 22 + (-2 =\8=2\2
d v = V&P + W) =y@ - 527 +Gi -2y
Voer in v, =2 — L) + (b — 2)2.
De optie minimum geeft x=2,109... en v =0,971....
Dus de minimale baansnelheid is ongeveer 0,97 voor = 2,11,

Bladzijde 86
V(o) = (ﬁz_tz) geeft a() = (3212)

ﬁ(t)'E(t)Z(t:«{tz) ‘(2 )=4t+3t5—6t2=3t5—6t2+4t

37
V()| =P —aP+47 +4
. 35— 682+ 4t
Dit geett a(f) = :
goett a(t) JEe—4r+4r+4
Bladzijde 87
| a Snijden met de x-as, dus y(r) =0 geeft £ —3r=0
(*-3)=0
t=0vi=3

r=0vr:\ﬁvr:*\/§

De baan passeert D twee keer, dat is dus op t=-+/3 ent=+/3. Dusop t=01is P in C.

Snijden met de y-as, dus x(1) =0 geeft £ —4=0

=4

t=2vit=-2
W2)=23-3-2=2, dus de baan passcert Aopr=2en B op r=-2.
Dus de punten worden in de volgorde B, D, C, D, A doorlopen,

- _[f—4 - [ 2
b r(H)= (t3 _ 3E) geeft v(r) = (3r2 _ 3) en
W) =J@RD2+ (B2 -3 =42+ 9/ - 187 + 9= 9 — 14 + 9.
1 18 —14¢
=V()l=——— (36 — 28) = ————
0=V =, Batazse O T matraeve

¢ v2)=9-2"-14-22+9=/97
.93 .
a)-—18 2142 116 b gy

Vo 2P -14-22+9 97
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d a(f)=0geeft 184 — 141=0
26(9F —=7)=0
t=0veE=1
r=0vt=\/gvt:f %
r=0vt=§ 7\,{:,;\/7
wW0)=,0+9=3
WD =9 Gr-14-T+9=\E=112
Vel =9 GR-14-T+9-132
e Voeriny, =./9x— 14x* +9.
De optie minimum geeft v = 1,8856... voor x =-0,8819... en x ~ 0,8819...
Dus de minimale baansnelheid is ongeveer 1,886 voor =~ -0,882 en voor ¢ ~ 0,882.
f v(0)=2 geeft J9*—14F+9=2
kwadrateren geeft
9t — 14 +9=4
9 — 142 +5=0
Stel £ =u.
9u?— ldu+5=0
D=(-14f-4-9-5=16
- 14+4=1v 14—4=§
18 18 %
P=1ve=%

t=1vt=—1vt=\/§vt=—\/§
t=1vt=-lvi=1/5vi=-3/5
g 1=3geeftx=(y32-4=-leny=0
t=-\3 geeftx=(-3)*—4=-1leny=0
Dus de baan snijdt zichzelf in D(-1, 0).

563" v - 2F).

2\5.-2\/5)‘
N i e
N
6 6
Dus ¢ =60°.
Bladzijde 88
a  Snijden met de x-as, dus y(£) =0 geeft 12— 2¢=0
t-49H=0
t=0vi=4

(=0 geeft (-2, 0), dus =0 hoort bij 4 en =4 hoort bij B,
Dus de punten worden in de volgorde C, 4, D, B doorlopen,

12
- -2 - t
b r(t)=(ft2_2t) geeftv(t)=(r_2) en W)=+ (t—2P2=\E+2—-4dt+4=20 -4+ 4,
2
2.2 —4i+ 4 J2r—41+4

c Tz'(r)=([_r 2) geeft E(z)=(i)

V(1) La(r) geeft v(r) - a(n)=0
[ 25)(1)=o
=2/ 1)
t+t—2=0
2=2
t=1

x(1)=3-2=-1} eny(1)=5-2=-1} dusin (-13,-1}).

56 Hoofdstuk 10 @ Moordhoff Uitgevers bv



d a(f)=0geeft2t—2=0
2t=2
t=1
W) =+2-4+4=2
Dus de minimale baansnelheid is /2 voor = 1.
e Bij ¢=4 hoort B, dus de baansnelheid in B is v(4) = /42 + (4 — 2)? = /20 =2,/5.
Snijden met de y-as, dus x(r) = 0 geeft 32 —2 =0
1r=2
=
t=2vi=-2
Bij t =-2 hoort dus C en dit geeft v(-2) = \/(-:2P + (-2 - 2)* = \/ﬁ = 2\/§ ;

Dus de baansnelheden in B en C zijn gelijk.

—Llp () . il
H=ip-2 Lp—2=-1d
t ECLL 2L invullening " 3 fi {2 2

O=Lp-2 8 lp-2=2l
2t-2=-4
Vi
=1

?,f—b’(l):(_é)geeftﬁﬁ(i)
ki3x—v=c —1._ql_Al__
door(l£,2é)}c_3 I
Dus k:3x—y=-7.

Q en R op een verticale lijn, dus x, = xp.
Dit geeft 51,7 — 2 =317 — 2, dus t,= 1.

G L. 2 iy =
Vr _J”Q_4 geeft 54,7 — 24, (:!tQ2 2tQ) 4}%[‘,3 —ZIR—;—IRz—ZtR=4
~4t,=4

=]

=1y

Dus 75,=1.
Ay=z=2=-lz e y-1)=3~2~25.
Dus Q(-13,-13) en R(-13, 25).

e 25t = 25
a r(‘)*(—5ﬁ+15:+ 3) geeft vig) (10r+15)

w0) =252+ 152~ 29,2 m/s

b Een richtingsvector van een horizontale lijn is (é)
- [25
o=

()
15/ o/l _[25-1+15-0 25

oEe) ‘(25) , ‘(1)‘ 850 850
15 0
Dus ¢ =~ 31°.
¢ y(6)=-57+15t+3 geeft y(f)=-10t + 15
Y(H)=0 geeft-10c +15=0
-10t=-15
t=15
wW1,5)=-5-15*+15-1,5+3=14,25
Dus de maximale hoogte is 14,25 meter.
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d y(0)=0 geeft -5 +15t+3=0
D=15*—-4--5-3=285

_-15+ 285 -15—+/285

70 YT o
t=1,5-0,1y/285 v =1,5+0,1,/285

vold. niet
x(1,5+0,14/285)=25(1,5+0,1,/285)="79,70...
Dus de speer komt 77,7 meter achter de afworplijn neer.
- 25 -~ [0
e v(H= (—IOH- 15) geeft a(f) (_10)

De versnellingsvector is de valversnelling van -10 m/s.

Bladzijde 89

a Snijden met de x-as, dus y(f) =0 geeft > —4=0
£=4
t=2vit=-2

13 _
31

)= ( 5 j’) geeft V(1) = (12 5 4)

v(2)= (g) en v(-2) = (_3).

De snelheidsvectoren in 4 en B zijn verticaal, dus de raaklijnen aan de baan in 4 en B zijn verticaal.

b y()=5geeftr—4=5
7=9
t=3vi=-3
x(3)=4%-3%-4-3=-3, dus =3 hoort bij C.

2
()= (r 2{4) geeft v(H) = J(Z — 4P+ 202 = /P - 82+ 16+ 42 = A - 42 + 16

a(t) = V’(t) — ; . (463 — 8) :ﬁ
2JF—4f+16 JA—a2+16
De baansnelheid in C'is v(3)= /3 —4 - 32+ 16 = /61.

i ABv=d ¢
De baanversnelling in C'is a(3) = 2k el SN =2 /61.

3-4-32+16 61 °
¢ (1) =63 geeft ' — 42 +16= 63

kwadrateren geeft
=4 +16=42;
A—4P-265=0
Stel # =u.
u2—4u—26}7:0
D=(-4)-4-1-265=121
S0 | ST s L

2 Z 2
P=TivE=-31

_3%

X300 =5+ 77 7y30 4 V30 = 1330 - 230 =-3/30 en yy30) = 73 4 =33,
X(-5/30) =5+ 75 - -5y30 — 4 - -3/30 =-15,/30 + 2,/30 = /30 en 3(-54/30) =74 —4 =35,

Dus de punten zijn (-34/30, 33) en (330, 33).
2x3 — 4x

Voeriny, = m

De optie minimum geeft x=0,8510... en v =-0,5882....
Dus de baanversnelling heeft voor = 0,851 een minimum van ongeveer —0,588.
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e Snijden met de y-as, dus x(z) = 0 geeft 177 — 4 =0
(= 12)=0
t=0v=12
t=0vit=23vi=-2.3
Y2\3)=12-4=8eny(-2\3)=12-4=8.
Dus de baan snijdt zichzelf in S(0, 8).

v(2{3)= ( 435) en v(-2+/3) = (* 43/5).

(4%)(48\/5) _[8-8+43--43] 16

COS(“’):‘(43§)_(48\/§)‘ (/64 + 48)? 112

Dus ¢ = 82°,

~ -

Diagnostische toets

Bladzijde 92

o 23 e= ()2 (3)-()+(5)-(5)

s o (-G
«5eri-2)+- (-0
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b
0
k -
a
22
k
0
b
b
b
.
O C
k =
a
2z
k
o
B
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In AOAB is OA =4 en ZO=45°,

Dus OB=i=2ﬁ.

)

Ook OC=2/2, dus de lengte van beide componenten is 2\/5..

M is het midden van zijde 48.
c=b+BC= b+MA end =b+A4D =b +BC
MG (4+8), 2(0 + 6)) = M(6, 3)

w57 ()-(Shom )
(20
-0

Dus C(5, 8) en D(1, 2),

FLed
d c—a —-a+tc+d
a7

b—¢c) \b—c+d
e L c—d 2d d
DH_h_d—(b*c+d)_(a+c+d)—(a+b*2(:)_2'(%a*k%bgc)

lat+ib—c d
(2 _2d )L:(1a+lb—c)’dUSCMJ_DHenDHZZ'CM‘

+
(9]
9
+
: Sl
Il
s
QO
+
s

:=(4)ena.v_g_ )_(1)=(5) ’“@:(:)”'(152)

gt

2 2
¢ Stel eerst een vectorvoorstelling op van de lijn # door 4 en C.

2595225_‘(23 681

8 12

Ql
f"__~.
oo
R

(]

=

Sl

ﬁl

|
|
= —
to—
N ——
|
——
o
e
|
-~
= 2]

Dus een vectorvoorstelling van het lijnstuk AC is (i) = (6) +t ( ) ) A-1<1<0.

8 12
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Bladzijde 93

Substitutie vanx=-2+2ften y=3 —tin 2x — 3y =22 geeft 2(-2+21)—3(3—1) =22
“4+4t—-9+3t=22

Tt=35
=5

t=5geeftx=-2+5-2=8ceny=3-5=-2 dus 58, -2).

kix=1+3tAny=2+4¢
x =1 geeft 3t —y = 6 oftewel y =37 —6.

o -3 ]

x:4—2Wﬂ f3r=12-6
y=6+3¢2 8¢ 2y=12+461

I+ 2y =24
Dus m: 3x +2y =24,
2+t=2pgeeftt=2p—-2
3_%=3_p}3—2Qp—m=3—p

T2 3 gpra=3-p
-3p=-4
p=13

Dus A(2 - 13,3 — 15) = 4(23, 13)

3-2i=6

-2t=3

t=-13

+ =

?=i§l}q=2%

(003
1/ \-5 _‘6’*7-5-1'*5‘ 47

oy

Fkr?fz(_;- ), dus E,f(g).
ki 3x+y=el| 5. A
dsst(3, 4) }c—?’ 3+5-4=29
Dus k: 3x + 5y =29,

(1, 1) op m, dus Em = (i)
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c plr dusﬁp:?‘,:(i).

pdx—v=

C
door (-5, 3)}(:—4 -2-3=-11
Dus p: 4x —y=-11.

Neem x =37 bij k, danis y=1-3r+3=7+3.
Dus een parametervoorstelling van kis k: x=3t Av=1+3.

A (f) il 7= (_13) geeft 7+ 7= (i’) ; (_13) =3-3=0

Dus Z(k, [)=90°.

a x(f)=4t— 7 geeftx(1)=4-2t
wn= §r3 — 2 geefty () =24 -2t
xX(6)>0geeft4—-2:>0

-2t>-4
<2
V(6)>0 geeft 272 —2:>0
2(r—1)>0
y
) t

22 -2t>0geeftr<0vi>1
F<2A(<0vi>])geeftr<OvI<r<2
Dus voor £ <0 en voor 1 <¢ <2 beweegt P zowel naar rechts als omhoog.
b »(6)=0geeft r=0v =1 (zic a) met de bijbehorende punten (0, 0) en (3, -5).
x'(#) = 0 geeft 1 = 2 (zie a) met het bijbehorende punt (4, 13).
Dus evenwijdig met de x-as in (0, 0) en (3, —;—) en evenwijdig met de y-as in (4, 1;—).
¢ W(H=0geeftzf—£=0
£Et—1)=0
t=0v3t=1
t=0 v (=13
vold. niet

A { 4-2-13 ) {1
yapl - pr-2-1) 41

Bij de x-as hoort richtingsvector ((1) .

(i) lo
e D, ]
cos(p) = =
1 1 3L
‘(1%) ‘(0)‘ V3
Dus ¢ = 56,3°.
d v =&+ 0y =Jé-20"+2F -2y
1=\ - 32 + @45 - 3P =1 +25=\3i=}T3
e Voerin y, = /(4 —2x)2 + (2x2 — 2x).
De optie minimum geeft x = 1,317... en y = 1,600...
Dus de minimale baansnelheid van P is ongeveer 1,60 voor ¢ = 1,32,

3(1%)=(
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- x”t =2
boen= ”8)=(4z—2)
a(f) is evenwijdig met de x-as geeft v/(1)=0
4—-2=0
4t=2
(=}
x(3)=4-1-@P=13eny@) =5 & -G’ =-;
Dus in het punt (1%, -,
g v()=\J{@E 202+ (22 -20P= 16— 16t + 42+ 4 - 8P + 42 = \JAr* — 8~ + 82 — 16t + 16
i 1 . 5 A R 8 —12£+8t—8§
v e v 7 T T A SN v o T rEa T

a(3)——2l6-108+24-8 124 124 »
J324-216+72-48+16 /148 237

37
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11 Integraalrekening

Voorkennis Differentiaalrekening

Bladzijde 98
1 1 8Iln(x)—3
a f(x)= 41n2(x) — 31In(x) geeft f(x)= 81n(x) i - —= :
= Fpgeft FlE)=— 73« 11(3) = 10+ 3

b = 1n(3) _]n(3)
¢ f(x)=x*-2x—1 geeft , ,

2 2x(x—-1)+x 5% -2x

Fx)=2x2x—1+x% - To— \fzx—1+\/2x_l— N ~

& +3 . , 3 g 3 ¢=3
d f(x)zw:%e%e geeft () =je' it I = e =T

In (3)

a f(x)=xIn(x)—x geeft f(x)=1 -1n(x)+x'%—l=1n(x)+ 1 —1=In(x)

b f(x)=x\4x—3 geeft
b et - ) 1 A 2y _4x—-3+2x  6x—3
flo)=1"J4x—3+x 72@ 4=/4x—

\/4x 3 4x-3 \/4x—3

15 _e"+15
23 2™

¢ f0-S52-

d f(x)=x?1In*(x) — x*In(x) geeft

= T2+ Dl ——zx nfid)—a l=zx1112(x)+zx1n(x) 2% In(x) — x
=2xIn’*(x) — x

e f(x)=6x*x*+1 geeft
1 6x° IZJC(x2 + [y+6a? 18x3 +12x
) =12x x>+ 1 +6x* - 2x=12x\x*+1+
fe) : * 2\x*+1 . sj+1 a2+ 1 a1

5.2 & -1__5 .
f f(x)zln(Z) o @ 2T m 2

f6)= 1(2) 2% In(2) — &+ ¢ —1=5-2x_(er+$)=5.2x_

1 5o 1 § - 1
g & — 2™ popfef =g — 8 Pr-F=gef+

e* +e™ geeft

e+ 1
e.\’

@ 0= g~ Il o) = (16 = In(l + ) geot

. EPCIIS SR A A
Ot~y e el o Tie
_(l+eP-ef-ef(lte) 1+2ef+eX-ef-ef - 1]
- (1 +e%)? - (1+e) (1 +ev2
b f(x)=sin(x) — 1sin’(x) geeft
S(x) = cos(x) — sin’(x) * cos(x) = cos(x) — (1 — cos?(x)) * cos(x) = cos(x) — cos(x) + cos’(x)
= cos’(x)

¢ flixy=x+2 —%—41n(x+2):3.:-5-2—4(35-5-2)‘l —4ln(x + 2) geeft
1 4 4

2, — 2 s _
f)=1+4(x+2)y-—4- P +(x+2)2 g
(42 +4-4(x+2) FtAvt+4+4-40-8 0 X
(x +2)? (x+ 2P C(x+2)?
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d F(0)=(02x—04x+ 1,2)\2x + 3 geeft
1
()= (0,4x —0,4) - J2x + 3+ (0,23 — 0,4x + 1,2) » ——=-2
S1x)=(0,4x ) ( x ) NTTE
020~ 04r+12 _(O4x—04)(2r+3) 02— 04r+12

= (0,4x — 0,4)/2x =
OOy 3 s 3 V2+3

_08x2+12x-08x—12+022-04x+12  x?

J2x+3  2x+3

11.1 Primitieven enintegralen

Bladzijde 99
g(x)=x*+ ¢ geeft g'(x) = 3x% en dit is f(x).
g2(2)=15 geeft 2’ + c =15 oftewel 8 + ¢ =15, dus ¢ = 7.

Bladzijde 100
a F(x)=5(3x+4) geeft F(x)=+3x+4)? - 3=(3x +4)?

Dus F(x) =f{(x) oftewel F is een primitieve van f.

_ s o jo b _wrd—1 x+¥l
b Flx)=x-In(x+2)geeft F(x)=1 Py gy T
Dus F(x) =f{(x) oftewel F is een primitieve van f.
-1 5 §

L S + £ 2 4+ Dy =
¢ Flx)= 2@+ 1) 2(Jc 1) geeft F'(x) = 2(*{ 1)? - 2x

Dus F(x)=f(x) oftewel F is een primitieve van f,

X
(@ + 1

a Fx)=(2+ 16+ 1 geeft F/(x) = 6(x2+ 1) - 2x = 12x(x2 + 1)’
Dus F(x)=f(x) oftewel F is een primitieve van f.

b Gx)=Gr-DeX-2geeft G(x)=1 e+ ¢x—D e 2=(¢+x-1) e =xe®
Dus G'(x) = g(x) oftewel G is een primiticve van g,

1 1 2In(x)+2
¢ H(x)=In(x) + 2In(x) + 3 geeft H(x)=2In(x) - —+2 —=— ——
Dus H'(x) = h(x) oftewel H is een primitieve van 4.

30
d s =SS0 =he - St -4 el J(x) = he -2~ Se -l e -
Dus J(x) = j(x) oftewel J is een primitieve van j.
e K(x)=sin(x) geeft K'(x) =3 sin’(x) - cos(x) = 3(1 — cos?(x)) * cos(x) = 3 cos(x) — 3 cos’*(x)
Dus K'(x) = k(x) oftewel K is een primiticve van k.

e +5
g

F(x)=In(x + /x> — 1) geeft

Filx)=

1 1 1 P 1 Vxi—1+x
+\/m'(”z\/m’2")=x+\/m'(”Jﬂ):H 21 21
\/ﬁﬂ 1 1
_x+\/x2—1 ‘ \/x2—1=\/x2—1
Dus F'(x) = f (x) oftewel F is een primitieve van f.

a  F(x)=tx5 geeft F/(x)=x*
Dus F(x)= 5x is een primitieve van f(x) = x".
b G(x) — _e4x+l geeft £ (x) _— Ze4)r+—l 4= e4,\:-%- 1

Dus G(x) = JT 41 g een primitieve van g(x) =lrtl

-3 geeft H(x) = 3% In(3) = 3

1
e o= ln(3) 1n(3)
Dus Hix) = 3 (3)
d Kx)= 2qm(zx) geeft K'(x) =3+ cos(2x) - 2 =cos(2x)

In(3) (3)

is een prlmmeve van A(x) = 3%,

Dus K(x) = 5sm(2x) is een primitieve van k(x) = cos(2x).
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Bladzijde 101

1
— i +1 L/ = e— n — H
Fx)=a n+1x" +cgeeft Fx)=a e (n+ Dx"=ax
Dus F(x)=a - = lx"“ + ¢ zijn de primitieven van f{x) = ax".
g 1 1 .
F(x)= te=—=-g'tegeeft F(x)=7—="2" In(g)=g"

Dus F(x)= % + ¢ zijn de primitieven van f(x)=g"*.
F(x)=¢"+c geeft F(x)=¢"
Dus F(x) =¢"+ ¢ zijn de primitieven van f(x)=e¢",

1
;VOO]’X >0
geeft F'(x) = {

o | =lvoorx <0
X X

In(x) + cvoorx >0

Fe) =Infx| + = {ln(—x) + cvoorx <0

Dus F(x)= ln‘ X ‘ + ¢ zijn de primitieven van f(x) = %
F(x)=xIn(x)—x+c geeft F(x)=1-In{x)+x - %— 1 =In(x)

Dus F(x) =xIn(x) —x + ¢ zijn de primitieven van f{x) = In(x).

Flx)= lnzg) (xIn(x) —x) + ¢ geeft
W= (1 @ +x = 1) = ) =) _ g
Flix)= @ 1 In(x)+x T U @ n(x) = @ =Z%log(x)

Dus F(x)= @(x In(x) —x) + ¢ zijn de primitieven van f{x)=£log(x).

F(x) =-cos(x) + ¢ geeft F(x)=sin(x)

Dus F(x) =-cos(x) + ¢ zijn de primitieven van f(x) = sin(x).
F(x)=sin(x) + ¢ geeft F'(x) = cos(x)

Dus F(x) = sin(x) + ¢ zijn de primitieven van f{x) = cos(x).

Bladzijde 102
a f(x)=ax"' geeft F(x)=a -

1 1
~1+1 i . =—
X + ¢ kan niet kloppen, want 1+1°0

-1+1
bestaat niet en x° =1 voor x # 0.

b f(x)=x'= % geeft F(x)=In|x|+¢
€ gx)=a-Fx)geeftg(x)=a- - F(x)=a- f(x)

Dus als F een primitieve is van f, dan is a * F een primitieve van a - f,

a f(x)=6x2 geeft F(x)=6-3x3+c=2x3+¢
b f(x)=2x3+5x* geeft Flx)=2 - jx*+5 - tx+c=ix*+x5+¢

c f(x):xaz;gx=%x—x'2geeftF(x):£x2+x"+c:%x2+%+c
e __ 10
d f(x)=10" geeft F(x) ]n(10)+c

— . X — . 2X :5‘2):
e f(x)=5"2%geeft F(x)=5 ln(2)+c In(2)
£ f(x)=x+sin(x) geeft F(x)=5x° —cos(x) + ¢
¥X*+2 1 K B 2
f@)==703 =;+2.x“gflzeftF(x)=ln\x‘+2-—%-x3+c=1n‘x‘_3?+c
J() = xx = 2 cos(x) = x'z — 2 cos(x) geeft

F(x) =21_1x2%— 2sin(x) + = 5x* - x = 2sinx) + ¢
2

+c
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a f(x)=x—3xgeeft Flx)=ix'— 13x+c¢
b f(x)=5e"geefi Fx)=5e"+¢

¢ 0= :

=1x—3x73 geeft Fx) =322 +3x 2-0-¢c=-.7c2-0-ﬁ+c

d f(x)=3"+x geeft F(x) = @+ Ixt+e
e f(x)=2In(x) geeft F{x})=2(xIn(x) —x) +c=2xIn{x) - 2x + ¢
f f(x)=In(2x) =1n(2) + In(x) geeft F(x) =In(2) - x + xIn(x) —x + c=xIn(2) + xIn(x) —x + ¢

a f(x)—ex“=e”-e=e-exgeeftF(x)=e-e'+c= &

b f(x)———sxsgeeftF(x) 8- jx—z_’_c_fi_’_c
‘ foc):%%x-ﬂ=_fz+2353+3x’4 geeft
Flx)= xl_xz—x’3+C*l_%_%+c:¥+c

X X X X
d /(x)=In(xyx) = In(x"5) = 1} In(x) geeft F(x) = 13 (xIn(x) —x) + ¢ = 3xIn(x) - 1ix +¢

e f(x)= 2log(£) = 2og(x 1) = -2log(x) geeft

1 xIn(x) —x
F(x)= T (2)(xln(x) x)+c——W+c
f f(x)=5"log(2x)=5 - log(2) + 5 - log(x) geeft
AR x4+ 5 o (2] =)+ = S0l )0
Flx)=5-log(2) - x (i) n(10) * (xIn(x) —x) + ¢ =5xlog(2) In(10) c

Fx)~Bx+ @)xy/x = 3x% + gx'* geeft F e~ i+ g =Tixx+ 1igy/x

Dit moet gelijk zijn aan f;(x) = p\/x + 2px\/x, dus 2p =T en p= 11g
p=3teng=tp=}- =2}

Dus voor p=33en g =21

a f(x)=2x—3 geeft F(x)=x*—-3x+c¢
b F(l)=2geeftl —3+c=2,dusc=4.
Dus F(x)=x>—3x+4.
¢ De grafiek van F(x) =x*— 3x + ¢ raakt de x-as, dus

D=0 }
9—4c=0
= (22 — . .
D=(3P-4-1-¢f , T
r:=2}—1
Dus F(x)=x2—3x + 2;.

FEx)=(2— 12 =x*—2x2+1 geeft Fx)=1x’ 33 +x+¢

F(l)—7geeft§—=+1+c—7 dusc:6g.
Dus F(x)=%x ——x3+x+()G

F(x) = (ax* + bx + c)e* geeft

F(x)=2ax+b) - e+ (ax®* + bx +¢) * ¥ - 2= (2ax* + 2a + 2b)x + b + 2c) ¥
Dit moet gelijk zijn aan f(x)=x?¢™, dus 2a=1A2a+2b=0Ab+2c=0.
2a=1geefta=5

2a+2b=0ena=j geeft 1 +2b=0,dus b=-3.
b+2=0enb=-5geeft 5 +2c=0,dusc=1.

=1p5=_1 -
Dusa=3b=-;enc=gz.
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Bladzijde 103
a A(p)=O(rechthoek) + O(drichoek)=p - b+3p - (ap+b—b)=bp+ip - ap=3Lap*+bp
b A(p)=ap+b

Dus A(p) =1(p).

Bladzijde 105

a f(x)=0geeft3x*—x=0
¥*3-x)=0
x=0vx=3

3
Oy =3 ~x)dv =¥ ~ ;] =33~ - 3~ 0=27-20;= 63
0
b ¥

[ -2l =3¢
pP-ipt-0=3;
P -ipt=3;

Voer in y, =x3— 1x* en y, = 33,
De optie snijpunt geeft x ~ 1,84.
Dus p = 1,84,

OW)=307) _

[ sin(o)ydr =5+ [sin()d

in 0

[fcos(x)]if,[ = %[fcos(x)]g

-cos(p) + cos(%ar) = l5(—cos(n) + cos(0))
~cos(p) +3=3(1 +1)

~cos(p) T 5=
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Wi

- [ae= (o)~ BeyF]
0

Wo

x=4

|| e
>

x=p

O(W,) = O(W)

0

[y

BN N

W WK

Il =

—_ =
-

T o

2%
9L

¢
Bladzijde 106
L a O(V)=5
P
[erdx=5
0

I

T ~Ta~ M~ e~
)

[e]5=35
el —e=5
e’—1=5
ef=6
p=1n(6)

70 Hoofdstuk 11

AJE-0=1pp-3 4
pVp=2"% 44

12
o =

2+124/12-0=8,12=16,3
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v

xX=p x=2p

owWy=2-0(V)
2p P
Jerdv=2]cdx
p 0

2p P
e, =2[eT;
e —ef =2(e? — ")
¥ —gf=2¢"—2
(eP¥*—3e?+2=0
Stel e? =u.
w—=3u+2=0
(u—D(u—-2)=0
u=lvu=2
e!=1ver=2
p=0 v p=In(2)
vold. niet
Dus p =In(2).

-—-'—‘
(@]

a O(V)zjln(x)dx: [xln(x)*x]?z=ezln(ez)fezf(ln(l)f =2-e*+1=e*+1
1
b O(V)=10
P

jln(x)dx: 10
1

[x In(x) — Jc]ﬁ]J =10
pln(p)—p—(n(1)—-1)=10
phn(p)—p+1=10
pln(p)—p=9

Voer in y, =xIn(x)—x eny,=9.
De optic snijpunt geeft x = 8,174.
Dus p = §,174.
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72

a F(x)= Lpcosi(x) — pcos(x) geeft
F,[(x) = pcos*(x) - -sin(x) — p * -sin(x) = -p cos*(x) sin(x) + psin(x)
= psin(x)(-cos?(x) + 1) = psin(x) - sin’(x) = psin’(x)
Dus F(x) = % pcos’(x) — peos(x) is een primitieve van f,(x) = psin’(x).
b f,(x)=0geeft psin’(x) =0

sin{x)=0
x=0+k'x
xin [0, ] geeftx=0vx=n
y
£
VP
0 b *

T

o, = j £ dx = [fpcos’(x) — peos(v)];
0

=32 (1P —p-1=Gp  P-p: D=-p+p—3p+p=13p
O(V,) =4 geeft 15p=4
p=3

11.2 Oppervlakten

Bladzijde 108
a Fx)=aB3x+1)°+cgeeft F(x)=a-6(3x+1)° - 3=18a3x+1)
b F'(x)=18a(3x + 1)’ moet gelijk zijn aan f(x) = (3x + 1)°, dus

18a = 1en dit geeft a =1k,

Bladzijde 109

[%F(ax+b)+c]’=%‘f(ax+b) 1 = a5

Dus éF (ax + b) + ¢ zijn de primitieven van f{ax + b).

a f(x)=(ax+b)" geeftF(x)=é-n1Tl(ax+b)n+1+c

gﬂxﬂb
b /()= g™ geeft Flvy= oot

1 1
c f(x)=ax+bgeeftF(x)=Eln‘ax+b‘+c

d /() =In(ax+ b) geeft F(x)= é((ax + ByinlaE-E) - e+ Bt

e f(x)=Hoglax+b) geeft Fix) = % - @((&x + B == By = (ax .57 .6

f f(x)=cos(ax+b) geett F(x)= é sinfax +b)+ ¢

a f(x)=(2x—1)° geeft Fix)=5 -+ (2x— 1) +c=1(2x— 1) +¢

| 1
b f(x)=(3x+4)3:(3x+4)'3 geeftF(x):§‘*%(3x+4)‘2+c:fm+
¢ f(x)=43-2x=4(3 - 2xp geeft Fx)=4 -1 - 23 -2x)i+c=-13(3 - 2x)\/3—2x +¢
d () =—2—=2(1 - x)* geeft Fx) =2 - -2(L —xf+c=—4T—x+c

1=x
e f(x)=sin(2x + i) geeft F(x) =-1 cos(2x+1in) + ¢

e

f  f(x)=3cos(tx—¢m) geeft F(x)=3 - 2sin(yx — tn) + ¢ = 6sin(3x — tm) + ¢

Hoofdstuk 11
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a f(x)=ﬁgeeftF(x)=ln‘x—l|+c
b f(x)=(2x+ 1)y2x+ 1 = (2x + 1)'= geeft
F@=} 3@+ 1P +te=3@x+ 1P -2+ 1+c
¢ flx)=e* ! geeft Fx)=je* ' +c
d f(x)=In(dx—1) geeft
F(x)=1((4x— DIn(dx — 1)~ (@dx— ) +e=(x—Phn{dx— 1) - (x—H + ¢

e f(x)=2x3_5geeftF(x)=3‘%ln‘Zx—5‘+c=1§ln‘2x—5‘+c
i fE=% sl M =bs 2 sopm i
& 3 n(2) 31n(2)
32—5x 32—5x

g f()=3""geoft Fv)=-5  mrte=—g A te

h  f(x)="log(5x + 3) geeft
_ (8 B In(8x+ 35+ 3)

1
FO0)=5 iy (Gx+3)In(x+3) = (Sx+3) = 5In(2) T

a f(v)= (2xi F 3@ 1)* geeft F(x)=3 -5+ -5(2x ~ 1)6w=—ﬁ+c

b f(x)=(dx+3)\/Ax + 3= (dx + 3)!% geeft F(x) =1 Z(dx+3)+c=1-(4x+37 - JAx T3 +¢
¢ f(x)=2sin(3x +3m) geeft F(x) =2 * -cos(3x +3m) +c =-3cos(3x +in) + ¢
d f(x)=x>—In(3x+ 1) geeft

Fx)=53=2Gx+ DInGx+ D) - Gx+ 1) +ec=13—(x+2)InEx+ 1) +x+2+c

e f(x)=3x6+1geeftF(x)=6-ﬁ‘]n‘3x+1‘+c=2]n‘3x+l‘+c

f f(x)ze“"“—4a*geeftF(x)=}Te4x+l—l- o logen_ 4

e In(4) ¢ 7° eln(4)
g f(x)=5"log(3x +2) geeft
: 5((3x +2) In(3x +2) — 3x +2))
Fix)=5+3" ((Bx+2)In(3x+2) - (Bx+2) +c=

In(10) 31n(10)
h f(x)=3x—cos(3x + 1) geeft F{x)= lé-x2 — %sin(3x +1)+c

e

o [(@sin(x—{m)dv=[2cos(x—gm)];" =-2cos(tm) +2cos(0) = /3 +2

=13

P

T

(2x + cos(3))dx = [+ 2sin(sx) [, = Gn)2 + 2sin(gm) — (0 +0) = 5m2 +2 - j=gn2 + |

-3
=l S,
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Ffx)=0 geeft 1 +2cos(%x—%:rt):0
2cos(sx —im)=-1
Co8(zx ~§m) =3

%x—%n:_g—,n-ﬁ-k-2nv%x—%n:*§n+k-2n
Ix=lin+k-2nvix=tn+k-2n
x=3n+k-4nvx:%ﬂ+k-47r

xin [0, 4n] geeft x=3nvx=3n

3n

O(V)=J.(1+2cos(%x—§ﬂ))dx [x+4q1n(2x—gft)l —31c+4sm(31|:) (3n+4sm(——1t))

_37”'4 2\/_ (375"'4 ’5\/_) 3:'r+2\/_—31r+2\/_ 2:rr+4\/_

Bladzijde 110

F(x) =0 geeft 1n(; -1)=0
2x —-1=1

;x =2

x=4

m w 5

o) 4

x=B6x=p
fx)= ln(%x —1) geeft F(x) =2(Gx— DInGzx—1)— Gx— 1) =(x—2)In(3x— 1) —x+2

o) = jf(x)dx [(x—2)InGGx - 1)—x+2]j=41n(2) —6+2—(2In(1)—4+2)=4In(2)-2
4

ow)= jf(x)dx [(c=2)InGx— 1) ~x+2] = (p~2)InGp— 1)~ p+2~ (4In(2) — 4)

—(p 2)ln(2p— 1)—p+6—4In(2)
Voerin vy, =4In(2) -2 eny,=(x —2) ln('ix —1)—x+6—4In(2).
De optie snijpunt geeft x =2,119... en x = 6,960...
Dus p = 6,96.

74 Hoofdstuk 11 @ Moordhoff Uitgevers bv



\

N
S

o}

x=-p xX=p

O(V) = 20(W)

f

[2 -3 ’sx]

)
2e! “itdx = j —rdx
0

2[2--3¢ 3“‘]0

[-6e-#]" #2[ 6e! 5]

-6e! +6e‘+apf2( 6el " + 6e!)
~6e+6¢ - eP=-12¢ e3P+ 12¢
“1+eP=-2¢#+2

Stel e” = u.

K.
U

—utut=-2+2u
wW—=3u+2=0
(u—Du—-2)=0
u=lvu=2

e =1vel=2
=0V 5p=1In(2)
p=0 v p=3In(2)
vold. niet

Dus p=3In(2).

De regel gaat over functies van de vorm f(ax + b) en g is van de vorm f(ax* + b).
G(x) = a(4x? — 1)': geeft G/(x) = 13a(4x> — 1)} - 8x = 12ax\/4x* — 1
Er bestaat geen waarde van a waarvoor G(x) = \/4x* — 1.

Stel 4 1s het gebi%d begrensd door de x-as, de lijnen x = @ enx = b en de grafick van f.

Dit geeft O(4) = j F(x)dx.

Stel B is het gebi%d begrensd door de x-as, de lijnen x = a en x = b en de grafiek van g,

Dit geeft O(B) = j g(x)dx.

¢ b b
Dus O(V) = 0(4) — O(B) = j f(x)dx — [ o(x)d.

b

O(V)=[fx)dx~ jg(x)dx [F], - [GE], = F(b) - F(@) = (G(b) ~ Gla))

= F(b) — F(a) — G(b) + G(a) = F(b) — G(b) — F(a) + G(a)
= F(b) = G(b) = (F(a) - G(a))

b
O(V) = F(b) ~ G(b) ~ (F(@) ~ Gl@) = [Fv) = G|, = [(£(x) ~ g()dv
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Bladzijde 112
Verschuif de grafieken van f'en g ¢ omhoog waarbij ¢ voldoende groot is om V geheel
boven de x-as te krijgen, De beeldgrafieken zijn dan y =f(x) + ceny = g(x) + c.

b b b
Dus O(F) = [(f(x) + ¢ = (g(0) + ) dr = [(/(x) + ¢ —g(x) — e)dx = [(f(x) — g(x)) v,

a a

a OV)= jsin(x)dx = [-cos(x)] = -cos(m) + cos(0) = 1 + 1 =2

1]
2n

O() = sin(x)dv = [reos)]2" = [cos()]" = cos(2m) — cos(m) = L —-1 =2

T
2n

b j sin(x)dx = [—cos(x)]zn =-cos(2m} +cos(0)=-1+1=0
0

2 T 2
j sin(x)dx = jsin(x)dx + j sin(x)dv = O(V) +-0(W)=2-2=0
0 0 T

Bladzijde 113

Slx) = g(x) geeft sin(x) = cos(2x)
cos x—'git):cos(Zx)
x—;—?r=2x+k'21tvx—'5n=—2x+k.2n
x=in+k-2nv3x=in+k-2n
p=dnkamvx=tnc ko in

. | 5
xmn[0, ] geeftx=;nvx=;m

¥
™
.
ol 1in \\/ Sp T
O(F)= [ (1)~ g(w)) v = J5in) ~ cos(20)dx = [-cos()~ Lsin2]”

=-cos(3x) — 5 sin(13m) — (-eos@tm) — 3sinGT) =53 — 3 ~3\B3 - 5V3 -3 5/3)

VRSN NN RN

la X*=2x
x=0vxt=2
x=0vx=\2vx=-\2
V2 5
o) =[ (@x-x)de =[] =2~ 4-0=1
0
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P
b j(2x—x3)dx:%met0<p<\/§
0

g 1 ]le
[x PR P

pPipt=0=3
4pr—pt=2
p-4pr+2=0
Stel p* = u.
w—4u+2=0
u—22—4+2=0
(u—27=2

u—2=\2vu-2=-\2

u=2+ﬁvu=2—\ﬁ

P=2+\2vpr=2-2

vold. niet  p=\2-\2vp=-\2—-.2
vold, nict

Dus p= Z—ﬁ_

Sx)=1geeftx*—5x2+6x+1=1
=5 +6x=0
x(x*—35x+6)=0
x(x—2)x—-3)=0
x=0vx=2vx=3

X
7 2 3

(= 532 + 6x)dr = [L — 123 + 347

— 1o

2!

O(r) = [(f(x) ~ 1)dr=
0
i

22-0=2

w <

.24_1%.23_._

(RIS}

3
(1— (3 —5x2+6x + 1))dx=j(1 -3 +5x2—6x— 1)dx

2

—_—

ow) = |(1—f(x)) dx =

b —

(20 + 532 — 6x)dr = [ ht + 1242 - 3]

[

=_i.34+1%.33_3.32_(_41.24+1%.23_3.22)=%

2
o) :2_5_3 12 _32

oW) l5_273 R

Dus O(V) is 63 keer zo groot als O(W).
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F(x) = g(x) geeft x — 2\/x =x
2x=2.x
x=yx
kwadrateren geeft
xX*=x
x=0vx=1

‘ "

g

1

Or) = [(gx) = f(x))dv = j(x (x—2x)dx = j(2x+2\f)dx j(2x+2x)dx
0
=425 7]0—[ 2+13xﬂ0—‘12+1§ N 0=‘1+1§—§

F(x)=0 geeft x —2\/x=0
x=2¢§
kwadrateren geeft
x*=dx

x=0vx=4

/‘

(@] 4

X

4 4
O(W) =~ f(x)dx = I(x e e e N
0
=Ll 4\/1 0——8+10— 22
8-0(V)=8"3=25=0(W)
a fe)=-thgeen ZEIEL_ 1
x2+x+1=*15x
2+2Ix+1=0
(x+Hx+2)=0

x———vx=—2
e dus W) WO LoV gee f(vs Lot
o) = {( . 12>dx _j;(x+1+x+12>dx _J;(x+x+22)dx

:[—x2+1n\x\+2—x] =3+InE) - -2 +IQ)-5)=¢+In(3) - 1;-2-In(2)+5

= lg + ln(g) —In(2)= 1§ T ln(Z)
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b OW)= deeftf(;ﬂ (x+1))dx:
1

y
1 —~( 1) Jdx=
{x+ + x+ )

jl
X
1
[in|x | =2
In|p|—In(1)=2
In(p)=2
p=e
Bladzijde 114
flx)=9 geett 3*=9
x=2
¥
f
y=9
Vv

//

@] 2

Xx=a

P ¥ 7 9 1) 8
O(V)_g( *3)‘1’“[ ln(3)]018H1n(3)g(041n(3)>18%111(3)

Co » 1 3¢ 1)\ 1-34
0(W)=£(9~3)dx—[9x—m(3)]O~9a—ln(3)—(o—]n(3))—9a+ )

1—=3% . %
Losop9a+l(3)—9 n3)

Voer1n11—9x+

4
In (3) In(3)

De optie snijpunt geeft x =0,716... en x =2,875...
Dus a=0,72.

en12A9*
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flx) =8 geeft :;2: 8

x> =

x=1lvx=-1
vold. niet
'8 ¢ 81" 8 8
O(V)=1~8+j;dx=8+j8x’2dx=8+[—8x"]?=8+[—*] ~f~grr=14
1

1

8+ |8x2dx=10
ISx’zdeZ
1
-
X1,
8,8_,
a 1
8
a
-6a=-8
a=1§
Bladzijde 115
¥y
I y=x
1 f
|
y : )
i / 2

De snijpunten van de grafick f'en de grafick van /™ liggen op de lijn v =x.

flx)=xgeeft 3 PN
3x+2)—4=x(x+2)
3x+6—4=x>+2
a3 =0
x+1)(x—2)=0
x=-lvx=2

X

2 2 4
or)=2"[(fx)-x)dv=2" j(s —m—x)dx=2‘ [3v—4ln[x +2|- 12"
il =1

=2(6—4In(4) —2—2(-3—4In(1) - 1) =8 — 8In(4) + 7= 15 — 8 In(4)
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) Pp,26%%)

Orechthoek =p° 2e

02p

O(V)y=O0(W)
1
O( W) =3 Orechthoek

p
J.Q 02y dx=p - %

4]

[IOe‘m] =p-e'¥
10602’)*10 =p- el

Voerin y, =10¢

02x 10 en },2 =x- eU.Zx

De optie snijpunt geeft x = 7,968...

Dus p=7.97.
F(x)=-2pyT—x geeft F,/(x) = 2p - —— -1 = P
’ . 21— 1=
P
Dus F (x) =-2p+/1 —x is een primitieve van [ (x
o) =-2py P fx)= e

8J1—-g=20
JT=g-14
1-g=6;
q=-5;
Bladzijde 116
a y
/f’._

C

0

0, = [0~ = j( = F) f( : )dx
=[BT =-8yT+8/T—¢q=-8+8{1—¢

O(V,) =12 geeft -8 +8\/1 —g=12

?

4 .
o/ |

& x=242 x= 4.2

4.2

o) zj In(x)dx = [xIn(x) —x]z\ﬁ =42 In(4\2) — 42 - (22 - In(24/2) - 2\/2)
ZVE

=42 - 23In(2) - 442 - 22 - 13In(2) + 242 =102 - In(2) — 24/2 - 312 - In(2)
—7\/5 In(2) — 22 =2+ (71n(2) - 2)

4.5 4. 4.5 2
j\/1+(f(x))'dx jv 1+ Lae= j\/ aem |

=[W—ln(£)] - - (‘/}"_ )—(ﬁ—m(%))

—9—ln(4\/_) ( (zID 6 — In(3\/5) + In(/2) = 6+]n(2\/\/__> 6+ In(3\/10)
4[5 - 22+ 1n(4\/5) + 6 + In(3,/10) + In(2/2) = 15,581...

Dus de omtrek van W is ongeveer 15,58,
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1++/x2+1

G(x):wfxzﬁ-l—ln(f) geeft
1
P 2x— (L + 2+ 1)+ 1
1 5 1 ! o | ( D
22 +1 1+ X +1 x

X

_ = X ( 1 1+\/x2+1>_ X i =gl L=
7 SO ey WYy SR Iy s O 2oy (AN ey
5 X *1—\fx2+1_ X . 1 _x2+1 _\fxz"'l

7\/x2+1 I gfifd 1 Pyl 7\/x2+1 x\/x2+17x\/x2+17 X

Dus G'(x) = g(x) oftewel G is een primitieve van g.

G'(x) =

11.3 Inhouden

Bladzijde 118
a Het groene lichaam is te benaderen door de cilinder met straal f(x) en hoogte 4.

Dus de inhoud is ongeveer &t * ( f(x))* - A. .
b B(0)= ,}ig;B(x - ’2 ~HH lim ™ & (,f)) il lim 1+ (/) = - ()

Dus B(x) is een primitieve van 7 * ( f(x))*.

Bladzijde 119
fx)=xgeeft2—x=x
2. —x= \/;
kewadrateren geeft
4—4x+x*=x

x> —5x+4=0

x—Dix—4=0

x=1lvx=4
vold.niet

F(x)=0 geeft 2 — \/x =0, oftewel x = 4.
1 4
KK)=n[xdv+2f(2 = P dv=n[t], + nfax - Sxfx + 2]
0 1
=ln—-0+n@d-4-%-4- 241 #-@-1-3-1- 1+ - 12)=in+in=1in

g(x)=2x geeft 3 — \x=2x

“2x+3=1/x

kewadrateren geett

42— 12x+9=x

45— 13x+9=0
D=(-13>-4-4-9=25

s 138+5 =2:—1Vx= 138 5 =1
vold. niet

g(xy=0geeft3— \/;= 0, oftewel x =9,
1 9 1 9
I(L) =nj(2x)2dx % nj(3 - \/E)de=nj4x2dx+nj(9 —6yx +x)dx
0 1 0 1
=x[tx] + [0 — dr o + 1] =mE - 13- 0) + n(81 - 108 + 401 — (9 — 4 +1))

- =gl
=3n+8n=93xn
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Bladzijde 120
1 1
a 1(K)=n[(e) dv=nfede=nlie] =n(ie> 1)
0] 0
2 2

I(Ly) = (e dv =n[e2dv=nl}e]; = n(te’ ~ e?)
1 1

L, n(3et —1¢?) 2arcez(e2 - 1)

1K) Tf(ze _5) 2“(‘3 - 1)

Dus I(L,) is e* keer zo groot als /(K).

2

£ p
b /(L) =r[(e)dc=n[edv=m;e>]) = n(te¥ ~ }e?)
1 1
[(Lp) _ Tf(% 32‘9 - %62) _ B ][(32.0 — ez) elp _ e2
I(K) ﬂ(%ez—%) 2n(e -1) Coer-1
[(L ) ezp 32
1K) =10 geeft " 10
ez” -e2=10e*—- 10
e?=11e-10
2p=In(11e* - 10)

p=sIn(11¢>—10)=2,1333...

Dus p =~ 2,133,

@ gw=>

b (M= ﬂj(%)zdx = ﬂf9x'2dx = TE[*9JC_1]? = :rc[* %]? = 1:( g 9) 6m

Wentelen van J" om de lijn ¥ = 2 levert hetzelfde lichaam als wentelen van W om de
x-as omdat ¥ en de lijn y =2 beide 2 omlaag zijn geschoven.

5
a O)= jf(x)dx j( 2x4_1>dx=[3x+4-%ln‘2x—1‘]7=[3x+21n|2x—1|]?

= 15 +2In(9) — (3 +2In(1)) =12 + 21In(9)
b De grafiek van fwentelen om de lijn y = 3 komt neer op het wentelen van de grafick

van g(x)=f(x)—3= % wentelen om de x-as.

5

5 5
1K) = j(g(x))zdx ;rcj( ) nj( 1)2dx=nj16(2x—1)’2dx
1 1 1

8 7
=a{16- L -2x-1)'] =1c[ = 1] =n(-5+8)="Tsn
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Bladzijde 121

8 8
KLy + Ly) = m[(\x =2 dv = x| (c = 2)dv = nf$x = 20, = w(32 ~ 16) (2 ~ 4) = 18z
2 2

KL) =% 18n geeft n|(\/x —2)*dx=9x

Dus a=2 + 34/2.

T|(x—2)dx=9n

|
I

Jq(x—Z)dx=9

2
b =249
(za*—2a)—(2-4)=9
la2-2a+2=9
a*—4a—14=0
(@a—2y-4-14=0
(@a—2y=18
a-2=.18va-2=-\/18
a=2+32va=2-32
vold. niet

P
a O(V,)=2e geeft Ieé‘”‘ dx=2e
0

[2 e‘;,ﬁ l]-g =2

2ewtl—2el =2e
2¢ - e =4e
g =2
3p=In(2)
p=21n(2)

P

b /(L,)=9me” geeft ch(e%” 2 dx = 9ne?

3

1
1.3
n[lzx

0

»
Jerr2dr=9¢

0
[e’f”]ﬁ =0e?

ePTi—e2=9¢2
e’ e =10¢e?
e’ =10
p=In(10)

La [(L)= 8%7: - Zén = 6%11

3

3 3
b (/) ~ gw)?dv =n[(r = 3x)dv =[G de = w5t dv =
1 1

1

3
]1=1t(%'33—11—2' 13)=2én

3

1

3 3 3
T () = (@) dx = a2 = Ga) de = (@ = ) dv = [ de =
1 1 1

wfi]) =nG - P -5 1)=6}n

Dus Irma heett gelijk.
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Bladzijde 122

fx)=g(x) geeft \x=5x
kwadrateren geeft
x=5x2
dx =x?
x=0vx=4

KL)= nj((f(x>)2 (g(x))) dx = nj(x—4x2)dx a3~ '] = a(8 - 5p =23

Bladzijde 123
f(x) = g(x) geeft e2¥ =2e — &2*
2e=2¢
1
sx=1
x=2

2 2 2

KL)= nj((z ¢ — e — (e7))dx = atj(4e2 —2-2eF+ef—¢Ydr= ﬂj(462 — 47 ) dx
0 0 0

= n[4e2x — 871 ]2 = m(8e? — 8e? — (0 — 8¢)) = 8me

10
=10 geeft —==10

a f(x) g =
xyx=1

x=1

_4 10 _4 _ il _ _ el E
O(V)—j(lo——) —!(10 10x 15 dr=[10x = 10 - 23] [10x+ ]l

O Ve

=4o+1o—(1o+20):2o
5 5 100 5
b KL)= nj(m (f()P)dx = nj(mo——)dx nj(mo—loox ydx
1

4
= [ 100x + 50x2] = n[loox + i—?] (400 +2%_ripp 50)) 2534m
1

a Voor fgeldt y = 3\/x, dus voor ™™ geldt x = 3/y
=% metx=0
y= %xz metx >0
Dus fi™(x) = £x* met x > 0.
y

O

6
I(L)== ;—1x4dx=n[4(l,5x ] 'Jl'(405 -0)= 19%TE
0

De gebruikte grenzen zijn 0 en 6.

b y=3x

v =09x
1

X ="

2=l

¢ Jasmijn moet de grenzen 0 en 6 gebruiken, want y loopt van 0 tot 6.
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6
d /(L) =n[5;x*dx is hetzelfde als bij onderdeel a.
0

Bladzijde 125
a Gebruik ‘buitenste’ inhoud min ‘binnenste’ inhoud.
2 2
Je krijgt dan /(L) == [(4* —x*)dv=x[(16 =) dy =x[ 16y — L] =32 -2)=252n.
0 0

b Voor fgeldt y = \/x, dus voor f™ geldt x = \/»
y=x*metx>0
Dus f™(x) =x*> metx > 0.
y

iy

O 2

2 2
L) =] (@ = (/™)) de=x[(16 - ) dx =nf 16x — 1] = (32 - B) = 25¢n
0

0

a ¥ y=\2x—4
3 : y=3
|
v :
I
|
I
!
(8] 2 5% .
y=y2x—4 geeft y’=2x—4
2x—4=)7
2x=)?+4
x=142+2
xzz(%yz_,_z)z
R=hA+27+4
3 3 5
(1) =nfdy=n[Gy* + 27 + Hdv =nl550° + 37 + 4] =G5 - 3 +3 3 +4-3-0)
0 0

=n(125+ 18+ 12)=425x

b y=3geeft 2x—4=3

2x—4=9
2x=13
x:()%

1
63 '

64 !
I(M) = I(cilinder) — nj (V2x—4)dv=m- 3% 61 —nj (2x — 4)dx =584 — n[x? —4x]gj
2 2

=581n— (652 —4 - 65— (22— 4+ 2)) = 5831w — 2057 = 385%
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4 4
a I(L)= nsz dy = ?tjy dy = :rc[%yz]; =n(8 —0)=28xn
0 0
b P(p, q) ligt op de parabool, dus g = p>.
P q
I(L,)=1(M,) geeft ﬂjyz dx = :rrjx2 dy

0
2

O —

P
x4dx=Iydy
0

P »*
2] =271,
7 =0=3p'-0
2p° =5pt
pr=0v2p=5

- —

p=0vp= 2%
p =0 voldoet nict en p=21 geeft g =65
Dus voor p = 2% eng = 6};.

a f(x)=0geeft2x+6=0
2x=-6
x=-3

y

Pl

-3 (@]

0 0
L) znj(\/2x+ 6)2dx = nj(2x+ 6)dx =[x + 6x]?3 =m(0—(9—18))=9x
3 -3

b /(0)=1/6
y=+2x+6 geeft »=2x+6
x+6=)>
2x=1>—6
x=3P-3

= (7 -3y
x2=iy4—3y2+9

6

\6
1) =32 dy = x byt = 32 +9)dy =l — 2+ 0]

6
0

0 0
= (a5 (6)° = (V6) +9 - V6 - 0) = m(35 - 3616 ~ 66 +9/6) = 43m/6
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y=4
W /

y

-3 o)
x=-3
y= T8
1 translatie (3, 0)
y=42(x—3)+6
oftewel y = \/2x
y=/2x geeft y2=2x

I(N)y= thx2 dy = njﬁy" dv= rr[zl—oy5]z =n(z5 - 45— 0)=5lzn

0 0
Bladzijde 126

4
a (L) =r[e+de=nlsr + 4]’ =n & + 16— -5 - 16) = 745n
-4
4
b OV)= J.\/xz +4dx en van \/x* + 4 is geen primitieve te vinden met de regels
-4
die tot nu toe zijn geweest.

Voer in y, = x* + 4,
4

De optic integraal geeft O(V) = j V2 4 dx = 23,66.

-4

Voer in v, = /sin(x) en y, = %x.
De optie snijpunt geeft x =0 enx =2,427...

2,427...

De optie integraal geeft j (y/sin(x) — %x)dx =1,019...en J\fsin(x) dv=2,396...
0 0

1,019... is niet gelijk aan de helft van 2,396..., dus de lijn v = %x verdeelt het vliakdeel 1
niet in twee delen met gelijke oppervlakte.

Bladzijde 127

a f(x)=0geeft 2In(x) — In*(x)=0
In(x)(2 — In(x))=0
In(x)=0v In(x)=2
x=lvx=¢e?

Dus de nulpunten zijn 1 en €.

Hoofdstuk 11
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2 1 2-2In(x)
b f(x)=2In(x) ~ In*(x) geeft fx) = =~ 2In(x) == —————
F1(x)=0 geeft 2 — 2In(x) =0
In(x) = 1
x=e
fe)=2-1-12=1, dus de top is (e, 1).
€ F(x)=4xIn(x) — xIn*(x) — 4x geeft
F(x)=4 - In(x) + 4x - %— (1 - In2(x) + x * 2In(x) - %) —4=4In(x) + 4 - In’(x) - 2In(x) — 4

= 2In(x) - In’(x)
Dus F(x) = 4x1In{x) — x In?(x) — 4x is een primitieve van f(x) = 21In(x) — In?(x).

eZ

d O)= j (2 In(x) — In?(x)) dx = [4xIn(x) — x In?(x) — 4x]‘f
1
=4¢? - In(e?) — &? - (1n(e2))2—4e-—(41n(1) (In(1)? —4)=8e? —4e? —4e>— (0 - 0—4)=4

e De optic integraal geeft j (2 In(x) — In*(x))*dx = 9,7780...
1
Dus /(L) =9,778.

11.4 Toepassingen van integralen

Bladzijde 129

Iha=2 " x[y?dx=2x[ (? ~ ) dv = 2nfr2 ~ 1] = 2007 ~ 3~ O) =2 - 3 =S
4] 0

Bladzijde 130

a ()= j(r —x)dx= Tt[rx—*x3]

tr

=nGr =5 — i +wmr) = e

i

=n(7 33 G’ == )

=

1D _iw™ _u _ 12
(S Zos ® 7
Dus de inhoud van bolschijf T'is 15 keer zo groot als de inhoud van bolschijf S.
b [,=24ngeefiy n-G 62 6-5-m Gpl-p=24n
32-5p3=24

Bladzijde 131
Il’zdx :rc'[(r2 x)dx= ;rc[rx—3x ] —;rc(r —1PA -2 i1 G

=TE(I’3—% —51’3"‘513):%7[?’3
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P P

KS,) =z [ dr=n[(36 — ) dv =x[36v— 1| =n(36p —}p* — (36 - -3 -1+ (3P) =n(B6p — 1p* + 99)
=3 =3

Ly=3mr=% m-6°=288n

I(S,) =% - 288 geeft 36p —$p° +99 = 144
36p —5p° =45

Voer in y, = 36x — 113 en y, = 45.
De optie snijpunt geeft x = 1,268... en x =9,699....
Dus p=1,27.

4-0 4

ICOA:3_0*3

kL OA,dusre, " rey,=-1 4_
ro. =4 Tck'iz‘l
A 3 rck:,z
3
y=-zx+bl 5, + b=
doorA(3,4)} 413 b=4
—2z+b=4
b= 63

Dus k:y =-3x+ 67.
k snijden met de x-as geeft —%x +65=0
*j-x: *6&

1
x=83

o0

|
T

L) =nf (3x+652dv—n .

3

@5 - dv=a[-4- 1 (Bx+ 6] - n[250 - 127

W —

3

=al-5Cae 6]y w250 -]
=n(-5-3- F+6)° +5(-5 3T 60")—w(25-5-5-5-(25-3-3-3%)
=5 0°+5 - 4)-n(125-5 5~ (75-5 PN =n(0+} - 64) ~n(835 - 66) =15

L =5m/s.

+
a De gemiddelde snelheid gedurende de eerste zes seconden is g >

Er wordt 5 - 6 = 30 m afgelegd gedurende deze zes seconden.
b De afgelegde afstand is een primitieve van de snelheid. Dus de afstand gedurende de
6 6
eerste zes seconden is jv(t) dr. Ook is O(AOAB) = jv(f) dr.
0 0
Dus de oppervlakte van drichock OAB geeft de afgelegde afstand gedurende de eerste
zes seconden.
¢ De afgelegde afstand op het interval [0, 15] is O(gehele driehoek) :é— <15 10=75m.

Bladzijde 133
Stel 5(0) = c. Dan geldt s(7) =152 + 252 + 41 + ¢ en dit geeft 5(10) = 2065 + ¢ meter.

In de cerste 10 seconden wordt dan afgelegd s(10) — s(0) = 206:2; +te—c= 206% meter,
Je krijgt dus hetzelfde antwoord.
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Stel a(7) = mt + n.
_a(20)~a(0) _5-0_
o 20-0 20

a(t) =5t +nen a(0) = 0 geeft a(t) = ;1.

-

a(f)=1ten v(0)=1 geeft V() =11+ 1
W) =12+ 1 ens(0)=0 geeft s(t) =57 +1
De afgelegde afstand gedurende deze 20 seconden is 5(20) = 2]—4 20°+20= 353% meter.

a a(f)=-£+ 6t en v(0) = 0 geeft v() = -1 + 37
W6)=-%63+3 - 62=36
Dus de snelheid op 7= 6 is 36 m/s.
b v(r)=-1£+3Fens(0) =0 geeft s(t)=-1"+ 7
De afgelegde afstand gedurende deze 6 seconden is s(6) = 71'—2 - 64+ 6% = 108 meter.
¢ s5(6)=108en v(6) =36 geett s(10)=108 +4 - 36 =252
Dus op £ =10 is in totaal 252 meter afgelegd.
d 500-108=392
392 meter met een snelheid van 36 m/s duurt % = 10;i seconden.
Dus op £ =6+ 105 = 163 is in totaal 500 meter afgelegd.

a 54 kmfuur = 15 m/s

De constante versnelling is a.

v(f)=at+ben v(0)=15 geeft v({) =ar + 15,

v(t) = at + 15 en s(0) = 0 geeft s(f) =1 ar* + 151.

Noem de remtijd ¢, dan geldt v(z.) =0 en s(¢,) = 0,75.

v(t) =0 geeftar, +15=0

at,=-15

s(t)=0,75 geeft Sar? + 15¢,= 0,75 oftewel sar, - t.+ 15, =0,75.

Substitutic van af,=-15 in at. - t.+ 15t,= 0,75 geeft 7,51+ 15t = 0,75
7,5t.=0,75
t=0,1

De botsing duurt 0,1 seconde.

Alternatieve uitwerking

Het rekenwerk wordt eenvoudiger als het probleem ‘achterstevoren” wordt aangepakt,

Noem de remtijd ¢, en neem v(0) =0, s(0) =0, v(¢) =15 en s(¢,) = 0,75.

Dit geeft v(t) = ar en s(t) = %arz. Dan geldt

at.= 15 _
a2 =075 oftewel Lar, - 1,=075f 2 ¢ s

De botsing duurt 0,1 seconde.

d ?t;zt)lls}a‘o,l—IS
=01 =150

De versnelling is -150 m/s?.
Dit is 15 keer zo groot als de versnelling van de zwaartekracht.
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Bladzijde 134
a v(t)=-027+ 4t en 5(0) = 0 geeft 5(f) = -5 1> + 212
s(10)=-%-10°+2 - 102=1334
() = 0,87 — 241 + 180 geeft s(f) == £ — 1272 + 180 + ¢
s(10) = 1334 geeft 15 - 10°— 12 - 102+ 180 * 10 + ¢ = 1331
8663 + ¢ = 1334
c=-7331
Dus s(7) = =2 — 1272 + 1801 — 733L.
s(15) =7 -153—12 - 152+ 180 - 15 — 7331 = 1663

De totale afstand die de auto gedurende deze 15 seconden aflegt is 166% meter.
: D

6_
i 53 =113 m/s

Voer in y, =-0,232 + 4x, v, = 0,8x? — 24x + 180 en y, = 113.

De optie snijpunt met y, en v, geeft x =3,333...

De optie snijpunt met y, en y, geeftx =11,273...

Dus op ¢ = 3,33 en £ = 11,27 is de snelheid gelijk aan de gemiddelde snelheid,
¢ Voerin y,=-%x*+2x% en ys = 100.

De optie snijpunt met v, en y, geeft x = 8,317...

Dus na ongeveer 8,3 seconde heeft de auto 100 meter atgelegd.

b gemiddelde snelheid =

a a(r)=-4e"
W(£) = 40e01 + c} 40e03 +c=132
W(3)=32 29.632...+c=32
c=27367..
W) =40e01+2 367...
w(0)=40+2,367...= 42,367...
De snelheid is 42,4 m/s.
b () =40 +2,367...
s(f)=-400e %1 +2,367...t + ¢ 400 +0+c=0
s(0)=0 ¢ =400

Dus s(7) =-400e™*!" + 2,367...1 + 400.

Voer in y; =-400¢ ¥ +2,367.. x + 400 en y, = §00.

De optie snijpunt geeft x = 168,970...

v(168,970...) = 2,367...

De snelheid waarmee de parachutiste op de grond komt is ongeveer 2,4 my/s.

Bladzijde 135
a a(f)=5e"01 geeft

w(f) = 416301 + c}

2 =
¥(0) =0 4165+c=0

c=-4163
Dus w(f) = 4163¢"01% — 4163
v(t) = 416312 — 4163 geeft

s()=347225%01% — 41651+ c}

2 =
5(0)=0 347225+¢=0

c=-34722;
Dus s(f) = 3472230012 — 41631 — 347223,
V(170) = 41632012170 — 4162 = 2787,7... m/s ~ 10036 km/uur

5(170) = 3472222012170 — 4162 - 170 — 347222 = 161479,4...m = 161 km
Dus de snelheid na 170 seconden is 10036 km/uur en de Apollo heeft dan 161 km
afgelegd.
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b a(t) — 460.0045(1—170) geeft

v(t) = 888;160.0045(:— 170) 4 c} )
_ 8885 +c=27877...
v(170) = 2787,7... i ey

Dus () = 8885¢00045¢~170) 1 1 898 8. .
V(f) = 8885 0.0045(-170) 1 1898 8 geeft

3(f) =197530,8...000430170) + 8GR 8.4+ c}

5(170) = 161479,4.. 197530,8... + 1898,8... - 170+ c=161479.4...

5203379...+tc=1614794...
c=-3588584..
Dus s(7) = 197530,8....e%0045¢~170) 4 1898 8...t — 358 858 4...

1(560) = 88835 0045660-170) 1+ 1898 8 =7039,7...m/s = 25342 km/uur

5(560) = 197530,8...cH0043(360~170) - 1898 8. .. - 560 — 358 858,4...=1846915,3...m = 1847km
Dus op ¢ = 560 is de snelheid 25342 km/uur en de afgelegde afstand 1847 km.

Diagnostische toets

Bladzijde 138
a Flx)=x’¢" geeft F(x)=3x" e"+x* ¢"= (' +3x%)e"
Dus F'(x) = f(x) oftewel F is een primitieve van f.

1, .o 1 -Dx+1)+2
b Gx)=3x"—x+2ZIn(x+ 1) geeft G'(x)=x—1+2 P o

Dus G'(x) = g(x) oftewel G is een primitieve van g,

2x+6
52

=2- %+6Jc'2 geeftF(x)=21n‘x‘ —6x7! +c=2[n‘x‘ —%-&-c

a flx)=

b f(x)=3-ngeeftF(x)=m?—2)-2x+c
¢ f(x)=6¢ +x2 geeft F(x)=6¢"+3x° + ¢
d f(x)=In(x%) =51In(x) geeft F(x) = 5(xIn(x) —x) + ¢ = S5xIn(x) — Sx + ¢

e f(x)=log(dx) geeft F(x) =1 - ﬁ@xlnmx) PRI SO CN T R

In(2)
f  f(x)=3sin(x) + 2 cos(x) geeft F(x) =-3cos(x)+ Zsin(x) + ¢

S(x)=4x —In(x) geeft F(x)=2x>—(xIn(x) —x) +c=2x> +x —xIn(x) + ¢

F()=T7geeft2- 12+1-1-In(l)+c=7
2+1-0+c=7
c=4
Dus F(x)=2x*+x —xIn{x) + 4.
2
_r 2
o o=,

P
b j 2 dr=[2Inx + 1|]) = 2In(p+ 1)~ 2In(1) =2In(p + 1)

dv=[21n]x+ 1] =21n(3) — 2In(1) = 2 In(3)

0
P
[—yde=30) geeft 2In(p + 1) = In(3)
0 In(p+1)=5In(3)

In(p + 1) = In(+/3)
prl=13

p=-1+43
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10
(3x—1)?

a f(x)=Q2x+6)y+ =(2x+6)° + 10(3x — 1)? geeft

Fig=4 4 6F 10 < 5Gr~ e~ F0nt f-gn e
b f(x)=(5x+2) \/5x+2=(5x+2)" geeft
Fx)=t-3(5x+2)%+c=%(5x+2) sx+2+¢
¢ f(x)=4e¥"I geeft F(x)=4-3e¥ 3 +c=2e"3+¢
d f(x)=8-2"!geeft F(x)=8 3" oy 2 e P e

e f(x)=In(2x+3) geeft

F(x)=3((2x+3)In2x +3)— (2x +3)) tc=(x + 1) In2x +3) - (x + 1D + ¢

f f(x)=2x(is geeft F(x)=6 % In|2x+ 5[+ c=31n|2x+ 5|+ ¢

*+4
5
x+4=-x2+9x
22 -9x+4=0
D=(-9P—4:2-4=49
=9+7 9—="1 1

X T=4VX=T=2

a f(x)=g(x) geeft == t:G

<
0(V)=f(—x+9 —x2:4>dx=j(—x+9—x—%)dx=j}(—2x+9 —%)dx

=[-x2+9x- 4ln|x|]: =-16+36—4In(4) — (-5 + 45— 4In(3)) = 20 — 4In(4) — 4} + 41n(3)
=152-8In(2) — 4In(2) =153 — 121n(2)
b %

[C] R EP R S

x=1 x=p

Br 2 P
ow) = j(x ;4 —x>dx =| %dx = [4Inx[}| =4In(p) — 0=4In(p)
1 1

O(W)=3 geeft 41In(p)=3
In(p)=3

p=ci={}

el
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Bladzijde 139

F(x)=0 geeft 2x+ 1){2Zx+1=0
(2x+1)5=0
2x+1=0

0
-1
7

0
KKy =x[@2x+ 1P de=xl; - §2x+ 1], =nG - 0)=gn

P
L,)= nj(zx + 1P de=nf5- @+ DY =nGQp+ D —5 - 1D =5n(@p+1)* - 1)
0
K(L,) =624 - I(K)=624 - ym="T8n geeft gn((2p + 1)* — 1) ="T8x
2p+1)¢—1=624
(2p+1)* =625
2p+1=5v2p+1=-5

p=4v2p=-6
p=2vp=-3
vold. niet
Dus p=2.
f(0)=(-6)*=36
%
\ i
36
v
X
o 3
y=(2x—6)en0<x<3 geeft 2x—6=-\/y
2x=-/y+6
x=-5\y+3
¥ =3\ +3)
P=iy-3y+9
36 36 . .
K== dy=x[Gy—3i+9)dy=a[pp?— 3 - Db+ o] =alp? - 20y + 9,
0 0

=m(162—-432+324—-0)=54n
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I

o
x=1
fxy=¢
| translatie (0, —e)
=g-—e

Wentelen om de lijn y = ¢ geeft dezelfde inhoud als het vlakdeel ingesloten door de y-as, de

liilnx =1, de lijn y =-c en de grafick van y = ¢* — ¢ wentelen om de x-as.
1 1
KL)= ;rcj(( e)? — ("~ eP)dx =u[(e? — (e~ 2e + & + e?)) dx =m[(-e> +2¢ - &) dx
0 0 0
=a[-te+2e - o] =w(-3e? + 262 — (-1 + 2e)) = (11e? — 20 + Hr = 19,31

J(x)=0 geeft x*sin(x) =0
x?=0vsin(x)=0
x=0vx=k-'x
x=0vx=nx

(@} T

o) = sz sin(x) dx
0
De optie integraal geeft szsin(x)dx =5,8696...
0

Dus O(V)=5,870.

OA: y=2x
1 5 NG

(L) = w20 dx +x[ (5~ x> dx = nj 4 dv+xf (5 - x%)dv= a3, +a5x — b V®
0 1

1
=nz - 1P=3-0)+a(5\5- (()3—(5 1-1- 1) =1n+n5\5-1-55-43
=n(13+35/5-49) =2(31/5- 3D =31n(/5 - 1) = 12,94
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a Stela(®)=mt+nmetm="00_40) _68-8_,
el & } a(fy=1+8
a(0)=8
a(f)=t+ 8 en v(0) =0 geeft v(t) =37 + 8¢
v(f) = 32 + 8t en 5(0) = 0 geeft s(r) = £ £ + 472
5(60) =L+ 60° + 4 - 60> = 50400
Dus de raket bereikt in deze 60 seconden een hoogte van 50,4 km.
b Vanaf =60 is a(r) = -10, dus v(f) = - 10z + c.
w(60) = 2280 geeft -600 + ¢, = 2280, dus ¢, = 2880 en v(£) =-10¢ + 2880.
s(f) = -5¢ + 2880t + c,
5(60) = 50400 geeft -5 - 60% + 2880 + 60 + ¢, = 50400
-18000 + 172800 + ¢, = 50400
¢, =-104400
Dus 5(f) = -5£2 + 2880t — 104 400.
5(288) = -5 + 2882 + 2880 - 288 — 104400 = 310320
Dus de maximale hoogte is 310,32 km.
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12 Goniometrische formules

Voorkennis Goniometrische formules herleiden

Bladzijde 143

sin(a + 57) =y = x, = cos(a) oftewel sin(4 +37) = cos(4).
cos(a + %n) =x,=-v,=-sin(a) oftewel cos(4 + %n) =-sin(4).
b sin(4) =-cos(4 +37m) = cos(4 + Ix+ 1) = cos(4 + 13%) = cos(4 + 137 — 2m) = cos(4 — 3)

(2] a y

y=sin(a —37) =y, =-x, =-cos(a), dus y =-cos(a).
b y=cos(a—5m)=x,=v,=sin(a), dus v =sin(a).

y=sin(a + 137) = vz =-x, =-cos(a), dus y =-cos(a).
d y=cos(a+ I%n) =x, =y, =sin(a), dus y = sin(«).

e y

y=sin(n — ) =y, =x, = cos(a), dus y = cos(a).
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f yv= cos(%n —a)=x,=y,=sin(a), dus y =sin(a).

y= sin(l%n — )=y, =-x,=-cos(a), dus y =-cos(a).
h y=cos(13m — a) = x5 =-v, = -sin(a), dus y = -sin(a).

Bladzijde 144
y=sin(2x — +7m) = cos(2x — 57 — 17) = cos(2x — 27m)
y=-sin(3x — %n) = gin(3x — fﬂr + 1) =sin(3x + %s'r) =cos(3x + %:rc - %n) =cos(3x + %n)

y= cos(%x + };n) = sin(;—x + :-lﬂ + %n) = sin(%x + %n)
y=-cos(2(x — £ 7)) = cos(2x — 37 + 1) = cos(2x + 27) = sin(2x + 21 + 37) = sin(2x + 11 7)

B

12.1 Goniometrische formules bij vergelijkingen en herleidingen

Bladzijde 145

a sin(2x) + sin(x) =0
sin(2x) = -sin(x)
sin(2x) = sin{x + 1)

b 2sin’(x) = 3cos(x)
2(1 — cos*(x)) = 3cos(x)
2 —2cos*(x) = 3 cos(x)
2cos*(x) +3cos(x)—2=0

Bladzijde 147

sin(2x — 37) = —cos(x + 370)

cos(h—%n):cos(x+ 1;—7:)
x-Im=x+lin+k-2nv2x-in=-x—l3n+k-2n
x=2fn+k-2nvix=-sn+k 2m

x=2m+k 2nvx=-intk-in

xin [0, 2] geeftx=%nvx=%nvx= 1%nvx= 1%7:

a sin(x+%ﬂ):cos(2x)
cos(x) = cos(2x)
x=2x+k-2nvx=-2x+k'2xn
x=k-2nv3ix=k-2n
x=k- vax:k‘%n
xin[0,2n] geeftx=0vx=3nvx=1invx=2z
b sin(3x)=-cos(x)
cos(3x —17) = cos(x + )
x—sm=x+m+k-2nvix—gn=—(x+n)+k-2x
2x=lzm+k 2nvix—tn=-x-n+k-2n
x=%n+k-nv4x=—%n+k~2n

_3 . =1 ok
x=gntk-mvx=-gntk-;m

- 3 3 3 i 3 7
xin [0,2x] geeftx=3nvx=1iavx=gnvx=gnvx=I1lgnvx=I1gn
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¢ sin?(x) +5cos(x) =1
1 - cos*(x) +3cos(x) — 1 =0
~cos(x) + cos(x) =0
~cos(x)(cos(x) —3) =0
cos(x) =0 v cos(x) =1
xZ%:rH-k‘nvxZ%n+k‘2ﬂvx=*;n+k‘2n
xin [0, 2] geeftlerﬂ vX= l%n vx:§n vX= lf;n
d sin(x)++3 - cos(:x)=0
sin(%x) = 7\5 g cos(;—x)

sin(zx) )
cos('ix) - \/5
tan(;x) = -3

Lo L :
;x=-3nthk'm

x =—§7r +k-2n
xin [0, 27| geeftx = 1%1:

a cos(2nf) = sin(3nr)
cos(2nr) = cos(% = %n)
mt=imt—in+k-2mv2nt=-Gnt—in)+ k- 2n
l%ﬂf:*éﬂ+k'ZTCVZGTI:*;—TCI'F]ETE'F]C‘27[
15t=-3+k-2v2imt=3n+k-2n
t=-t+k-1iv2it=1+k-2
t=-t+k-13vi=t+k-3
tin[0,3] geeftt=1vei=2ivi=3ve=13v¢=23
b sin(inr) =—cos(mr)
cos(ém‘ = %1:) = cos(nt + 1)
ént—%n=m‘+n+k'21rvént—%n=f:rct—n+k‘27t
tt—t=t+1+k-2vit—3=-t—1+k-2
5._1l 1, 1
—zt=l3+tk-2vigt=-3+k-2
t=-13+k-2fvi=-3+k- 13
tin[0,3] geefti=23vi=3vi=13

a 2sin’(x) + cos’(x) + cos(x) =0
2(1 = cos’(x)) + cos*(x) + cos(x) =0
2 = 2¢os%(x) + cos(x) + cos(x) =0
cos?(x) —cos(x) —2=0
(cos(x) + 1){cos(x)—2)=0
cos(x)=-1v cos(x)=2
x=m+k-2n
xin [0,2x] geeft x=x

b sin(2x—1m) =-cos(;x)
cos(2x — 3T — 37) = cos(zx + T)
cos(zx—git) =cos(]5x + 1)
Zx—%n:%x-ﬁ-nﬁ-k‘ 2ﬂv2x—%n=*%x—1r+k'2n
13x=1n+k-2nv2ix=-tn+k-2x
x= 1%n+k- 1;—nvx=—%7c+k'%n

xin [0,2n] geeft x= I3nvx=1invx=lin
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¢ cos(;mr) = -sin(Zmr)
sin(3mt + 57) = sin(Gnt + 1)
Imttin=3imt+m+k-2nvint+in=n—Gu+n)+k-2n
TtAi=3t+l+k-2vit+i=1-Ge+1)+k-2
~ep=ttk-2vBi=-1+k-2
t=-2+k-Dvi=-3+k- 5
tin[0,10] geeft1=10v t=2sv=53vi=85
d cos(smx) =3 - sin(3mx)
sin(;-,nx)_ 1
cosGry) |3
tan(37x) = 14/3
%nx=é1t+k‘:rc
%x=é+k’1
x=3+k"3

xin[0,10] geeftx=5vx=31vx=61vx=91

a 2sin(x)=sin(x)
sin(x)=0

b sin(2x) = sin(x)
x=x+k - 2nv2x=n—x+k 2n

c —

d -

e sin(2x)=sin(x + %:rc)
A=x+3m+k-2nv2x=n—(x+in)+k-2x

f -
Bladzijde 148
a ¥

b f(x)=-12 geeft sin(x) =-1,/2
x=-yn+k-2nvx=n—-tn+k-2n
x=-in+k-2nvx=1in+k-2x

xin [0,27] geeft x= I3n v x =137

C g(x)z%geeft fcos(Zx):%

cos(2x) =-3
x=3g+k-2nvox=-3n+k-2z

x=%ﬂ+k'nvx=—%n+k'ﬂ

xin[0,2n] geeftx=5nvx=Ilinvx=3nvx=13x
d f(x)=g(x) geeft sin(x) =-cos(2x)
cos(x — é—n) =cos(2x + m)

x—%:rc=2x+;rc+k'2;rcvx—%7t=*(2x+:rc)+k‘2?r
*x:1%?1"*’/(‘2?1’\/)6—;‘7[:*2)6—7[‘?'](‘2?1'
x=-1in+k-2nv3x=-yn+k-2n
x=-lym+k-2nvx=-fn+k-in

xin[0,2n] geeftx=3nvx=1tnvx=1in

f(¥) <glx) geeftx=1nv lin<x<1in
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fx) = g(x) geeft sin(2x — %:rc) =-cos(x — é;rc)
cos(2x — 2m) = cos(x + 27)
x—ig=x+im+k-2nv2x—In=-x—2n+k-2n
x=%ﬂ+k'2nv3x=k‘ 2n
x=1%;rc+k- QTIVX:!C‘%TC
xin[0,2n] geeftx=13nvx=0vx=3gvx=linvx=n

O = | (f(x) ~ g()) dx = [ (sin(2x — ) + cos(x — gm) dv = [-Foos(2y —§m) + sin(r — 4],

0 0
=-3cos(r) +sin(m) — (-zcos(-57) + sin(-gm) =3+ 1 = (-3-3) =25

Ism 13n 2
owy=| (f(x)— g(x))dx= [ (sin(2x — $m) + cos(x — £ m)) dx = [~ cos(2x — §m) + sin(x — tm)] }”
lin Iim
=-1cos(3n) + sin(137) — (-3cos(23m) +sin(lzm) =3 — 1 —(-5—3) =
2L
De oppervlakte van V'is 1—4 =9 keer zo groot als de oppervlakte van W,
a

f(x) =1 geeft sin(2x —3m) =1
x—sm=nt+k 2nv2x—sn=3in+k*2n
x=gm+k-2nv2x=1in+k-2n
x=:—1n+k-7tvx=%n+k'n

Het is duidelijk dat het kleinste deel het deel boven de lijn v =5 is.

7

Dus O=[ (f(x)~pdx=[ (sin(2x—fm) e = [-zeos(2x — {m) ]

_ 1 5 7 1 1 1 _ 1 1 7 L1 1
=3€08(5T) — 3y~ (~3€08(gM) —gMW) =3 7y3 T ;M7 33 FET

=1 1 _ Bl 5 1
=gv3taV3—mEn=zy3—gm

Er geldta = (COS(“)), b= (COS('B)) en £(a@,b)=a—p.

sin{a) sin{f?)
cos(a)\ [cos(f)
- a-b (sin(a)) (sin(ﬁ)) . .
cos(a— py=cos(L(a, b)) = \E\ . |3| = 1 = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(ff)

Bladzijde 149

a cos(t —u)=cos(f) cos(u) + sin(f) sin(u)
u vervangen door -u geeft
cos(t + u) = cos(r) cos(-u) + sin(7) sin(-u)
cos(t + u) = cos(r) cos(u) + sin(r) - -sin(u)
cos(t + u) = cos(f) cos(u) — sin(f) sin(u)

b cos(t+ u) = cos(f) cos(u) — sin(f) sin(u)
u vervangen door u — %Jt geeft
cos(t+u-— %n) = cos(t)cos(u — %n) — sin(r) sin{u — %n)
sin(? + u) = cos(f) sin(u) — sin(¢) * —cos(u)
sin(f + 1) = cos()sin(u) + sin(r) cos(u)
sin(f + u) = sin(f) cos(u) + cos(f) sin(u)

¢ sin(z + u) = sin(t) cos(u) + cos(?) sin(u)
u vervangen door -u geeft
sin(f — u) = sin(f) cos(-u) + cos(s) sin(-u)
sin(f — u) = sin(f) cos(u) + cos(t) * —sin(u)
sin(r — u) = sin(f) cos(u) — cos(r) sin(u)
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Bladzijde 150

B N T B

sin(t + u) = sin() cos(u) + cos(r) sin(u)
t=Aenu=A geeft

sin(4 + A4) = sin(4) cos(4) + cos(4)sin(4)
sin(24) =2 sin(4) cos(4)

cos(l + 1) = cos(f) cos(u) — sin(¢) sin(u)
t=Aenu=A geeft

cos(4 + A} =cos(4)cos(4) — sin(4)sin(4)
c08(24) = cos*(A) — sin*(4)

c08(24) = cos*(4) — sin*(4)

cos(24) = cos*(4) — (1 — cos*(4))

c08(24) = cos*(A) — 1 + cos?(4)

cos(24) =2cos*(4)— 1

cos(24) = cos*(4) — sin*(4)
cos(24) = 1 — sin’(4) — sin’(4)
c0s(24) =1 — 2sin*(4)

cos(24)=2cos*(4) — 1
2¢08%(A) =1+ cos(24)
cos?(4) = % + ;—cos(ZA)
cos(24)=1—2sin*(4)
2sin’(4) =1 — cos(24)
sin?(4) = 5 — 3cos(24)

sin(x — 37) = sin(x) cos(3 ) — cos(x)sin(3) = sin(x) + $,/2 — cos(x) - 5/2 = /2(sin(x) — cos(x))
sin(z) = sin(x — ;7) = sinGm) cos(3m) — cos(3msin(m) =333 12 -1 - 12

=16 - 1V2=1(/6 - V2)
sin(x + iﬂ) = sin(x) COS(%?T) + cos(x) sin(}Tn) = sgin(x) 5\/5 + cos(x) - % = %ﬁ(sin(x) + cos(x))
sin(f5m) = sin(37 + ;) = sin(3m) cos(Gm) + cosGm) sinGGm) =53 332 +5 - 542

=6 T 12=3(/6+2)

cos(i57) = cos(3m — §7) = cos(3 ) cos(3 ) + sin(3m)sin(Gw) =5 - 32 +33 542 =5/6 + 32

: 1 1 1 1 1 L,1 1 1
$in(s) =3~ 3€08(GT) =33 3V2 =37 3y2

$inzm) = 3~ 7v/2 v sinGgm) =—\3— 3v2

vold. niet, want sin(;;:rr) is positief

cos(4x) cos(x) + sin(4x) sin(x) = cos(4x — x) = cos(3x)

sin(15x) cos(x) — cos(13.x) sin(x) = sin(13x — x) = sin(3x)
cos(%x) cos(lix) = sin(%x) sin(lﬁx) = cos(%x +1 }Tx) = cos(2x)
sin(15x) cos(13x) + cos(13x)sin(15x) = sin(13x + 13x) = sin(3x)

sin(x) (sin(4x) — sin(2x)) + cos(x) (cos(4x) + cos(2x)) =

sin(x) sin{4x) — sin(x) sin(2x) + cos(x) cos(4x) + cos(x) cos(2x) =
c0s(4x) cos(x) + sin(4x) sin(x) + cos(x) cos(2x) — sin(x) sin(2x) =
cos(4x — x) + cos(x + 2x) = cos(3x) + cos(3x) = 2 cos(3x)

@ Moordhoff Uitgevers bv

2sin(x)cos(x) =sin(x — 1)

sin(2x) =sin{x — 1)
xx=x—1+k-2nv2x=a—(x— 1)tk 2n
x=-1+k2rnv2x=n—x+1+k'2n
x=-1+k ' 2nv3x=n~+1+k-2n
x=-1+k-2nvx=in+i+k -3z
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Gebruik cos?(4) = 5 + 1 cos(24).
cos?(2x) = cos(4x) + 3
L+ 1cos(dx) = cos(4x) + 1

% cos(4x) = cos(4x)

cos(4x)=0

dx=gym+k-m

= l;:rr +k- }T;rc

Gebruik sin?(4) =1 — 1 cos(24).
sinz(%x) =cos(x)+ 1;—

1 — 3 cos(x) = cos(x) + 13

- 1% cos(x) = %

cos(x) =-1

x=%:rc+k‘ 2:rcvx:*§7c+k‘21:
(sin(x) + cos(x))* = 15

sin?(x) + 2 sin(x) cos(x) + cos?(x) = 11
sin?(x) + cos?(x) + sin(2x) = 15

1 +sin(2x) = 1

sin(2x) =1
x=im+k-2mv2x=n—in+k-2n
x=%n+k‘ﬂv2x=%n+k'2n

1 5
x=pntk - nvx=yprntk-n

y = sin(x) + cos(2x)

1 L X
OL T 21

-1

]

ok 2
De periode is 7, dus ¢ = ?ﬂ =2,

Een hoogste punt is(0, 1), dus y = '5 + %cos(2x).
Gebruik sin*(4) =1 —1cos(24).
v=sin*(x) + cos(2x)
= % = %cos(?_x) + cos(2x)
=5 +5c08(2x)

sin(3x) = sin(2x + x)

= sin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x)

=2 sin(x) cos(x) cos(x) + (1 — 2sin’(x)) - sin(x)
= 2 sin(x) cos?(x) + sin(x) — 2 sin’(x)
=2sin(x)(1 — sin’(x)) + sin(x) — 2 sin’(x)

= 2 ginfx) — 2 sin?(x) + sin(x) — 2 sin?(x)

= 3sin(x) — 4sin’(x)

Hoofdstuk 12
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Bladzijde 151
a Gebruik sin?(4) =1 —1 cos(24).
y=1—cos(x) — sin’(3x)
=1-cos(x) — (5 — scos(x))
=1-cos(x)— % + %cos(x)
=35~ 3cos(x)
b cos(3x) =cos(2x +x)
= cos(2x)cos(x) — sin(2x) sin(x)
= (2cos(x) — 1) * cos(x) — 2 sin(x) cos(x) sin(x)
= 2 cos?(x) — cos(x) — 2 sin*(x) cos(x)
=2cos’(x) — cos(x) — 2(1 — cos*(x)) * cos(x)
=2 cos*(x) — cos(x) — 2 cos(x) + 2 cos?(x)
=4cos’(x) — 3 cos(x)

-cos(4) =cos(4 + r)

sin(4) = cos(4 — 1m)

cos(24) = 1 — 2sin*(4) oftewel sin?(4) = 3 — Fcos(24)
cos(24) = 2 cos?(4) — | oftewel cos2(4) = 5 + 1 cos(24)
cos(4) =sin(4 + 17)

n AaMN OB

12.2 Goniometrische formules bij symmetrie en primitiveren

Bladzijde 153
XpT X e Y=V,
X=X 00 Ve =Yy

Bladzijde 155

a Invoorbeeld a worden twee functiewaarden apart berekend die achteraf gelijk blijken
te zijn.
In voorbeeld b wordt in één keer de som van twee functiewaarden berekend. Bij die
berekening vallen verschillende termen tegen elkaar weg.

b fGr—p)+/Gutp) =
$in(;m — p) — cos(Gm — p) + 13+ sin(Gm + p) — cos(zm + p) + 13 =
COS(3 T + p) —Sinzm+ p) + 13 +sin(3m + p) — cos(Gm+p) + 15 =3
Er geldt f(i:rc —p)t+f (JT +p)=2y,, dus de grafiek van f'is symmetrisch in het punt A(JT’JI, 1%).

a f(p) T f(p)=-pcos(-p)+pcos(p)=-pcos(p) + pcos(p) =0

Er geldt f(-p) + f(p) =2 - 0, dus de grafiek van f'is symmetrisch in de oorsprong.
b g(-p)=-psin(-p) = psin(p)

g(p) = psin(p)

Er geldt g(-p) = g(p), dusde gratiek van g is symmetrisch in de y-as.

Bladzijde 156

a f(-p) +f(p) = cos’(-p)sin(-p) + cos*( p)sin(p) = cos*(p) * ~sin(p) + cos’(p)sin(p) =0
Er geldt f(-p) + f(p) =2 - 0, dus de grafiek van f is symmetrisch in O.

b /G- p)=cos’Gr—p)sinGm —p)
= (cos(3m)cos(p) + sin(sm)sin(p))? (sin(3) cos(p) — cos(3m)sin( p))
= (0 cos(p) + 1 * sin(p)* (1 - cos(p) — 0  sin(p)) = sin’(p) cos(p)
SGT+p)=cosGu+ p)sin(m + p)
= (cos(3m) cos(p) — sin(zm)sin(p))’ (sin(3m) cos(p) + cos(3 ) sin(p))
= (0 cos(p) — 1 - sin(p)*(1 - cos(p) + 0 - sin(p)) = sin*(p) cos(p)
Er geldt fi (l:?t -p)= f(%n + p), dus de grafiek van fis symmetrisch in de lijn x = l:n.
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a f(};?r -p)= cos(fﬂr -+ sin(};:rc -py+1
= cos(§m) cos(p) + sin(3m) sin p) + sin(3 1) cos(p) — cos(3m)sin(p) + 1
=12 c0s(p) + 3:/2sin( p) + 3+/2 cos(p) — 3+/2sin(p) + 1 = \[2cos(p) + 1
f(fﬂr +p)= cos(};n +p)+ sin(in +p)+1
= cos(fqrr) cos(p) — sin(};n) sin(p) + sin(};:rc) cos(p) + cos(fq:rc) sin(p) + 1
=12 cos(p) — 3/2sin(p) + 12 cos(p) + 52 sin(p) + 1 = \2cos(p) + 1
Er geldt f(};:rc —p)=f (qut + p), dus de grafick van f'is symmetrisch in de lijn x = f;:rc.
b fGr—p)+/Gr+p)=cosGn—p)+sinGn—p)+ 1+ cosm+p)+sinGm+p)+ 1
= cos(3m)cos(p) + sin(3w)sin(p) + sin(31) cos(p) — cos(3 ) sin(p) + 1
+ cos(i—ar) cos(p) — sin(%;rc) sin(p) + sin(%ft) cos(p) + cos(%;rc) sin(p) + 1
= 2cos(3m) cos(p) + 2sinGw)cos(p) +2=2 - -1 /2cos(p) + 2+ 1\2cos(p) +2=2
Er geldt f(%n —p)+f (%:rc + p) =2v,, dus de grafiek van fis symmetrisch in het punt A(%n, 1).

SGm—p)=sinGr—p)+3 - cosGGn—p)
= sin(é:rt) cos(p) — cos(%:rc) sin(p) + \/5 . cos(%at) cos(p) + \/3 . sin(%n) sin(p)
=3c08(p) ~ 3\/3sin(p) + /3 - 1/3cos(p) + /3 * 3sin(p) = 2cos(p)
fgr+p)=sinGr+p)+3 - cosgm+p)
= sin(;7) cos(p) + cos(zm)sin(p) + /3 * cos(Gm)cos(p) — \/3 - sin(zm)sin(p)
=3¢08(p) + 37/3sin(p) + /3 - 3y/3cos(p) — 3« 3sin(p) = 2 cos(p)
fGmn—p)=fGn+p)., dus de grafick van fis symmetrisch in de lijn x =1 7.

a  F(x)=1$sin’(x) geeft F'(x) = sin’(x) - cos(x) en dit is niet £(x),
dus y = 1sin’(x) is geen primitieve van f.
b cos(24)=1—2sin*(4)
2sin*(4) =1 — cos(24)
sin?(4) = § — fcos(24)
Dus sin’(x) = — 3cos(2x).

¢ f(x)=sin%(x) =1 — 1cos(2x) geeft F(x)=1x — Fsin(2x) + ¢

Bladzijde 157

a  f(x)=cos*(x) =1+ Lcos(2x) geeft F(x)=1x + Isin(2x) + ¢
b g(x)=sin?(3x) =1 — Scos(6x) geeft G(x) = 1x — 15sin(6x) + ¢
¢ hx)= sin(%x) cos(%x) = %sin(x) geeft H(x) = fé cos(x) + ¢

1

sin(2x) cos(2x)dx = j Lsin(4x) dx = [—éCOS(‘lx)]in
0

T

-]
O —

=-ge0s(Gm) +50os(0) =g 35 1= +5= 15
b j (2 — Lsin®(x)) dx = j (2— 1+ eos(2x))dx = j (13 + Tcos(2x)) dx
=[x +gsin@o)]}, = 3n+{sin@m) — (13 - fx + sinGm)

Br+0—(Gu+i 1) =1lin—=3
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@ f(x)=2sin’(x) + sin(x) — 1 geeft f"(x) = 4 sin(x) cos(x) + cos(x)

1
o| in

Lr

1

J(L)—nj (fx)Pdv= :-rj n2(2x) dx = nj (& — Leos(dx)) dx = (tx — L sin(dx)|}
0

= n(4 T — §sin(2m) — (0 — £ sin(0)) = J;
£(x) =0 geeft sin%(x) + sin(x) + =0
(sin(x) + 12 =0
sin(x) = -3
x:*én+k'2nvx: 1%7r+k'27r

xin [0, 2n] geeftx=1invx=13x

y
p
I _/V\_I/I
O’ T 1ln 12g2n
12w 12n
o) = j (sin’(x) + sin(x) +§)dx=j (t — Leos(2x) + sin(x) + Hdx
lem 1%:1:

lsi 15::
= [ (G~ Fcos(2x) + sin(x)) dr =[x — sin(2x) — cos(v)] i

='§n—};sm(3 ) — cos(l ) — (Eﬂ—;sm(z ) — cos(l )
*%E_L”z 3_5\/§ (s _:T'z\/_ 2\/_)
=gm+ S\f W3- 8n+8\f

el 3
=3m—3/3

S(x) =0 geeft 4sin(x) cos(x) + cos(x) =0

cos(x)(4sin(x) +1)=0

cos(x) =0 v sin(x) =- j;
cos(x)=0geeftx=in+k-m dusx=1mvx=1im.
fGm)=2sin?(3m) +sinGr)—1=2-12+1-1=2
f(13m) =2sin’(137) + sin(13m) — 1 =2 - (-1)*+-1-1=0
sin(x) =~} geeft fx) =2 * (-3#—5— L =-13
Dus B,= [-1§, 2].

@ Noordhoff Uitgevers bv Goniometrische formules 107



b f(x)=0 geeft 2sin’*(x) +sin(x) — 1 =0
Stel sin(x) =u

2w +u—1=0
D=12—4.2.-1=
-1+3 , -1-3
B A

sin(x) =1 v sin(x) =-1
x:é:rc+k~2nvx:%n+k-2nvx=1%ﬂ+k- 2n
xin [0, 2n] geeftx=¢snvx=32nvx=Ilin

(2 sin?(x) + sin(x) — 1) dv = J (1 —cos(2x) +sin(x) — 1)dx

L
6

¥y =

T T

Il

. EY [ Sa——,
el

(~cos(2x) + sin(x)) dx = [-3sin(2x) — coq(x)]

n

o=

n

el

=-1sin¢ ;rc) cos(g ) — (f;qm(;l,ﬂ) cos(+ 7))
:*]"*' ’2 3-(- 2 2\[ 2\[)
4 3+2\/_+4 3"'2\/__12\/_

Domein [0, 137] en p >0, dus £,(x) = psin(3x) cos(3x) > 0.
J(x) =0 geeft p sin(%x) cos(%x) =0
sin(3x) = 0 v cos(3x) =0
=k mvix=i;ntk-x
x=k'3nvx=lzn+k-3n
xin[0, 13x] geeftx=0vx=13xn
151'[ 12'—:1: lLTI
ow,) = j psin(3x) cos(3x) dx = J SpsinGx)dy = [ip - -3cos(Gx)],” =-ipeos(m) + 7pcos(0)
0 0
=i +ip=1p
O(V,) =10 geeft 13p =10
e
p=63

12.3 Eenparige cirkelbewegingen en harmonische trillingen

Bladzijde 159
P bevindt zich voor het eerst weer in (1, 0) als ¢ gelijk is aan 2.
Dus na 27 seconden.

Bladzijde 160
a De formules sin*(4) + cos(4) =1 met A=15fenmet A =1
en cos(A4 — B) = cos(A4) cos(B) + sin(A4)sin(B) met A = I%t enB=t.
b Voort=zimis PO =12 —2cos(;57) = 0,26.
¢ PO=1 geeft m=
2-2cos(30) = 1
-2cos(34) =-1
cos(br) =1
%t‘=%n+k~ 2nv%t=*%n+k~2n
t=§ﬂ+k-4ﬂvt=—%n+k'4n
tin [0, 4x] geeft IZ%TC vit= 3%31
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d Voerin y, =42 - 2cos(%x) eny,= 1%.

De optie snijpunt geeft x =3,392... en x =9,174...

y

y=y2- Ecosl_]f,x)
1;— /\

| |

. \

| I

| |

| | X
0| 3392 9,174... 4m

PO > 15 geeft 3,39 <¢<9,17

a 7=1n geeft A(cos(3m), sin(31)) = A(0, 1) en B(3cos(3m), 3sin(3m)) = B(131/2, 131/2)

AB= (13207 + (112 - 17 =4} +4}-3 2+ 1=\[l0-32

b y

AN

De kleinste afstand tussen A4 en B is 2 en die ontstaat als de draaiingshoek van 4
gelijk is aan de draaiingshoek van B.
Dit geeft 2=+ k- 2n
t=k-2n
t=0vit=2n
De grootste afstand tussen A4 en B is 4 en die ontstaat als de draaiingshoek van A4
gelijk is aan de draaiingshock van B plus 7.
Dit geeft 2t=t+n+ k- 2n
t=n+k-2n
t=m
€ AB*=(3cos(f) — cos(2t))* + (3 sin(¢) — sin(2¢))?
=9cos’(f) — 6 cos(f) cos(2f) + cos?(2f) + 9 sin*(r) — 6 sin(7) sin(27) + sin*(21)
=9+ 1—6(cos(2t) cos(f) + sin(2f) sin(¢)) = 10 — 6 ¢cos(2t — £)
=10 - 6cos(?)
Dus 4B = /10 — 6cos(z).
d /10— 6cos(r) = \/7
10— 6cos(r)=7
6cos(t)=3
cos(r) = %
t=im+k-2nvi=-in+k-2n

05t§2ngeeftt=é—.nvt=l%1r
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e Voerin y, =./10—6cos(x)eny,=3.

De optie snijpunt geeft x = 1,403... en x =4,879...
Y

y =10 — 6 cos(l)

| |
: : t
o[ 1.408... 4,879... 2n

AB<3 geeft0<r<1,40v4,88<¢<2n

Bladzijde 161
a y=1/2 geeft op de cenheidscirkel punten met richtingshock 37 en met richtingshoek 3.

Tussen deze twee punten ligt precies een kwart van de eenheidscirkel. De lengte van
de baan is dus § * 21+ 1 =37
Voor A geldt sin(27) = 3cos?(21)
sin(27) = (1 — sin®(27))
sin(2f) =3 — 3sin%(2¢)
13sin(2f) = 1 — sin(27)
sin?(2f) + 13sin(26) — 1 =0
(sin(27) — $)(sin(27) +2) =0
sin(2) =3 v sin(21) =-2
d=im+k-2mv2u=3in+k-2n
r=ll—2:rc+k-1rvt=%n+k-:rc
P(cos(zm), sin(zm)) oftewel P(3/3, 1)
O(cos(C ), sin(Cm)) oftewel O(-34/3, 3)
Voor B geldt 3sin(f) =2+ (3cos(1))
3sin(f) = 6 cos’(t)
sin(r) = 2 cos?(7)
Voer in y, = sin(x) en v, = 2 cos?(x).
De optie snijpunt geeft x=0,895... enx =2,245..,
Dus t=0,895... en t=2,245...
R(3cos(0,895...), 35in(0,895...) oftewel R(1,874; 2,342)
S(3cos(2,245...), 3sin(2,245...) oftewel S(-1,874; 2,342)

Substitutie van x =2 cos(f) en vy =2sin(f) iny =x+ 1 geeft 2sin(r) =2 cos(/) + 1.
Voer in ), =2sin(x) en y, =2 cos(x) + L.

De optie snijpunt geeft x= 1,15 en ¥y~ 1,82 en x = 3,57 en v = -0,82,
Voort=~1,151sy~182enx=y—1=0,82.
Voort=3,57isy=-0,82enx=y—1=-1,82.

Dit geett de snijpunten (0,82; 1,82) en (-1,82; -0,82).
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b x=1 geeft 2cos(r})=1
cos(t)=%
t=in+k-2nvi=-in+k-2n
y

2 1
—-\fzgﬂ

|_—t=-1n
-2

x=1

De baan ligt rechts van de lijn x = | indien 2 cos(f) > 1, dus als cos(r) > %
en dit geeft -7 <¢<3m.
De baan is de cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 2.

Wi
Dus ligt ;—ﬂ =L deel van de cirkel rechts van de lijn x=1.

De lengte van dit deel is 1 - 21 - 2 = 157
¢ P(2cos(l), 2sin(f)) en O(cos(21), sin(2r)) geeft
PQ?=(2cos(t) — cos(21))* + (2sin(7) — sin(27))?
= 4¢cos’(f) — 4 cos(f) cos(21) + cos?(2f) + 4sin’(r) — 4 sin(7) sin(2¢) + sin®(2¢)
= 4 cos?(f) + 4sin’(f) + cos*(2) + sin*(2£) — 4 cos(r) cos(2¢) — 4sin(f) sin(2¢)
=4+ 1 —4{cos(2t) cos(f) + sin(2¢) sin({))
=5—4cos(2t—1)
=5—4cos(f)
Dus PO = /5 —4cos(?).
d Voeriny, =+/5—4cos(x) eny, = 1,5.

De optie snijpunt geett x =0,812... enx =5,470...

Y
¥q
1l /_\
= ~
! ] ! |
: A X
Ol o0,812... T 5,470... 21

Dus gedurende 5,470... —0,812.., = 4,66 seconde per rondgang,
e xp=x, geeft 2cos(r) = cos(27)

Voer in y, =2 cos(x) en y, = cos(2x).

De optie snijpunt geeft x=1,9455... en x =4,3376...

Voor de getekende situatie geldt £ = 1,946.
f Voor de andere situatie geldt ¢ ~ 4,338.

Yps=X¥p = iat2
: Ve = 3 sin(znt
Vp=3 sm(%m)}- s
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Bladzijde 163

a De frequentie is % =25Hz,

b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 5 =20 cm.
Er zijn 25 trillingen per seconde, dus per kwartier zijn er 15 - 60 - 25 =22500
trillingen.
De afgelegde afstand in één kwartier is 22 500 - 20 = 450000 cm = 4,5 km,

amplitude = 10 geeft 5= 10
frequentie =3 Hz geeft c=2n - 3=6m
Dus u = 10sin(6 7).

a De omtrek van de cirkel met middelpunt P en straal 1,00 mis 2n + 1 =2n m.

De lengte van boog BC is % 2r=0,1745 m.

B A'

’

sin(5°) = AIB . dus A’B=sin(5%).

BC=2A'B=2sin(5°)=0,1743 m
¢ b=AB=sin(5°)= 0,09

2n\f\f\/ﬁ3l3

T= Zﬂ\/é =27 !m ~ 2,01 seconde, dus de klok geeft ongeveer 1 tik per seconde.

Door de figuur ecen kwartslag te draaien, zie je dat de projectie van P op de x-as op
hetzelfde neerkomt als de projectie van een eenparige cirkelbeweging op de y-as.
Dus P” voert een harmonische trilling uit.

Xpr =Xxp=bcos(ct)

b y

Door de figuur een achtste slag te draaien, zie je dat de projectie van P op de lijn y =x
op hetzelfde neerkomt als de projectie van een eenparige cirkelbeweging op de y-as,
Dus de projectie van P op de lijn y = x voert een harmonische trilling uit,
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12.4 Bewegingsvergelijkingen met goniometrische formules

Bladzijde 165
a Snijden met de x-as, dus y =0.
v =20 geett sin(4r) =0
dt=k-mn
t=k- Jﬂr
tin [0, 2n] geeft =0, r=%n,t=é—ﬂ,r:%7{,t:n, r= lll—it,r: l%n,t: 1%1{ ent=2m
Het punt P gaat door de oorsprong voor 1 =0, f=ment=2xn
en snijdt de x-as in (-1, 0) voor = 13m en in (1,0) voor ¢ =3
t= J—ln ent= %n geven x = sin(iﬂ) = sin(%:rc) :% 2, dusx, = % \/5
t=1imen ¢=13x geven x =sin(137) = sin(13m) =-1./2, dus x, = -1 /2.
b Ciseentop, dusy=1,
v =1 geett sin(47) = 1
4t=in+k-2n
t=gn+k-in
t =37 geeft x =sin(zm) = 0,3826..., dus x = 0,383,

Bladzijde 166
a x=sin(2¢) en y = sin(¢) substitueren in y =-x + 1 geeft sin(¢) =-sin(2¢) + 1,
Voer in v, = sin(x) en y, = -sin(2x) + 1.
De optie snijpunt geeft x = 0,3552... enx = 1,5707...
t=1,5707... geeft sin(2¢) = 0 en sin(£) = 1, dus het punt (0, 1),
t=0,3552... geeft sin(2¢) = 0,6521... en sin(r) = 0,3478..., dus het punt S(0,652; 0,348).

b De baansnelheid in O is W(0) = \/(2 cos(0))? + (cos(0))? = /(2 - )2+ [2=/5.

« 50~(310) -y~
tan(p) = ;—, dus ¢ = 26,6°.

Bladzijde 167
a y=j;geeftsin(r)=1
t=tn+k-2nvi=in+k-2zn
tin [0, 2n] geeftt=tn v t=>:n
x(3m) =sin(31) =3./3, dus xp = 3./3.
x(%:rt) = sin(l%rr) - *% 3, dusx.= *%\/5
CD:XD_XC=%\/§__%\/§= \/g
b De baansnelheid in D is
w(km) = (2eosGm) + (cosGmy = (2 )P + GVBR =1 +3= Vi=1 V7.

- G Iy = 1
st {)-|e ol

(%36)'((1))_|1-1+% 3:00

cos(a) = (L\lﬁ)‘ ) ‘((1))‘ B W 1 _Ti—
2

Dus a = 40,9°,
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d x(r)=0 geeftsin(2r)=0
2t=k-m
t=k-in
(1) =0 geeft sin(r)=0
t=k'm
Dus de baan gaat in [0, 27] door de oorsprong voor t=0, f=ment = 2.

0-(10)-C2280) - v~ 22220
GG el e
cos(h)= ‘(2) _ ‘(2)‘ NEAPVZACIE 55

1)1\t
Dus § = 53.1°.

[

a y=1 geeftsin(3r)=1
=im+k-2n
t=tz+k-in
=21 geeft A(sin(13 1), sin(21 7)) = A(-3/3. 1)
x =-1 geeft sin(27) =-1
2=1in+k 2
t=n+k-m
t =37 geeft B(sin(137), sin(23 7)) = B(-1, 5+/2)
b x()=sin(2¢) en ¥(¢) = sin(3¢) substitueren in v = x geeft
sin(37) =sin(27)
3t=2t+k-2mv3t=n—-2t+k 2n
t=k:2rv5t=n+k'2n
t=k-2mvi=in+k-in
rin[O,Zn]geeﬁt:Ovt‘:%nvt‘:%nvr:nvr:l%nvt‘:lg-ﬂvt:Zﬂ
Bij de corsprong horen =0, f=ment=2mn.
Bij de andere punten horen 1=1x, t=32m, (= 13mwen = 1%x.
C x(t‘):%geeft sin(Zr):%
2t=%n+k-2nv2t=§n+k-2n
r=%n+k‘ﬂvt=f—2n+k'n
tin [0,2n] geeftr=Snvi=15avi=Snvi=13n
(1) =52 geeft sin(37) =32
3t=qn+k-2nv3t=3n+k-2n
r=f—2n+k‘%ﬂvt=iﬂ+k'%n

: 3 5 7
tin[0,2x] geeft t=pnvie=invi=lgnvi=invi=pgravi=1sn

Dus voor ¢ = 157 en £ = 1537 passeert P het punt (3, 31/2),
dus de baan snijdt zichzelf in C(3, 3/2).
d x(7) =sin(27) geeft x'(1) = 2 cos(20)
(1) = sin(37) geeft v(£) = 3 cos(37)
P is voor het eerst in C op £ =157
De baansnelheid in C is dan

Wism) = (2 cosCm)? + BeosGmP =2 - 13 + (3 L\2r =3+ 4l =71 =1 /30.
+ 0-{(2)- - G- ()- )
R R
cos(p) ‘(2)‘(2) 2323 (13-y13 13

3 -3
Dus ¢ =~ 67°.
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a x=1 geeftsin(r— ‘]g:rc) =1
t—gm=3in+k-2n
t=3m+k-2n
tin [0, 27] geeft 1=3=
x(31) =sin(Gw) = | en y(37) = sin(137) = -5+/3, dus A(1,-3+/3).
b x=3geeftsin(t—zm)=3%
t—tn=in+k-2nvi—in=3 n+k-2n
t=§—n+k'2nvt=n+k-2:rc
tin[0,2n] geeft r=imvi=n
yGm) =sin(Gm) =33 geeft B, 313)
¥(m) = sin(2m) = 0 geeft C(3, 0)
Dus BC=1./3.
¢ x(f)=sin(t— ]gTE) en y(t) = sin(2¢) substitueren in y = x geeft
sin(2f) = sin(¢ — é—n)
A=t—tn+k-2nv2=n—(t—itm)+k2n
t=-in+k - 2nv2U=n—t+in+k-2n
t=-tn+k-2nv3t=1in+k-2n
t=-in+k-2nvi=fntk-in
tin[0,2n] geeftt=Envi=favi=lgnvi=I1an
d x()=0 geeft sin(r — é:rc) =0
t—gn=k-m
t=gn+k
Dus de baan snijdt zichzelf voor =t en voor £ = 1z in (0, 11/3).
x(£) = sin(t — £ 1) geeft x'(£) = cos(t — £ 1)
W1 = sin(2r) geeft y(f) = 2 cos(2r)

-0~ GED)- G-

(}) : (711) =0, dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt is 90°,

e De baansnelheid op 7= 37 is

vGm) = VcosmP + 2eosGm)P = JGyBP + 2 -9 =i+ 1=\i=1V7.

Bladzijde 168

a x=0geeftsin2)=0
2t=k'm
t=k-im

tin [0, 27] geeftt:Ovt=%nvt=nvr: l%nvt=2ﬂ
#0)=sin(3m) =353

yam) =sinGm) =3

y(m) =sin(137) =-3,/3

W1ix) =sin(12m) = -1

¥(2m) =sin(2im) =33

Dus A4(0, $,/3), B0, 1), C(0, -3) en D(0, -1,/3).
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x=f%geeft sin(2r)=f%

U=-gn+k 2mv2=n+in+k-2n

t:*112ﬂ+k‘nvt:%:rr+k‘n
tin [0, 2n] geeft t=Lmvi=puvi=lgnvi=14x
WEm) = sin(;37m) = 0,26
Y(izm)=sin(l3m) =72
W(15m) =sin(157) =-0,26
W13 = sin(25m) = 312
Dus E(-3, 1/2) en H(-3,-3/2) en dit geeft EH =32 —-1,/2= /2.
x(f) = sin(2¢) geeft x'(¢) = 2 cos(2¢)
w(f) = sin(t + 37) geeft y(£) = cos(t +17)

7l
1 x(gﬂ)):(ZCOS(n)):( -2 ) > :(O)
o i et R e B
L3)-0)

1

SR - Y
(250 Vearrenar-t Vard
-3/l 1
Dus ¢ =67°.
De baansnelheid in £ is

(1) = (2 cos(32m) + (cos@im)2 = \/4 - G 3P+ 321 = 3 +1=1/14

cos(p) = ‘

x(@) = sin(2a) en y(a) = sin(a + +7), dus T(sin(2a), sin(a + 37)).

x(a + 1) = sin(2(a + 1)) = sin(2a + 2x) = sin(2a) en y(a + ) = sin{a +  + +7) = sin(a + 137),
dus U(sin(2a), sin(a + 131)).

TU= ‘yr—yU| = | sin(a + %;rc) —sin(a + 1%11) | = | sin{a + ;—:rc) —-sin(a + %n) | = ‘ 2sin{a + %n) |
|2sin(a +3m)| =1

2sin(a +3m) =1 v 2sin(a +1m) =-1

sin(a +3m) =1 v sin(a + §m) =-1
a+§ﬂ:én+k‘2nva+%n:%n+k'2nva+%n:*é:rc+k-2nva+%n:1én+k'2n
a=-—in+k 2mva=in+k - 2mva=-in+k-2nva=3in+k 2z

05a§2nen0§a+n§27toftewelOSaSngcefta:%nva=§m

t am %?r lin
X 1 |0 |-1
v I |21 [ 1

=px? +
y=px Q}p,02+q_1

door (0, -1) ]

= 2

y=px —1} 1o
prle=1=1

door (1, 1) p=2

Dusp=2eng=-1.
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Bladzijde 170

Substitutie van x = sin(r — $7) en y = sin(27) in y = -2x> + 1 geeft
sin(27) = -2sin?(z — t7) + 1

sin(2£) = 1 — 2 sin%(t — 1)

sin(27) = cos(2(t — 3 1))

sin(2f) = cos(2t — 17m)

sin(27) = sin(27 — %1: + %n)

sin(2f) = sin(2/)

Dit klopt voor elke ¢.

x=sin(r— %:rc) Bij de parametervoorstelling hoort de formule y =-2x* + 1 met-1 <x< 1,
-1 <sin(t—im) <1

a -2<2sin()<2,dus-2<5x<2.
-l <sin2r—-in) <1, dus-1<y< 1.
Dus de keerpunten zijn (-2, 1) en (2, 1).
b Stel K:yv=ax’+bh.
x=0geeftr=0eny(0)= sin(fé—:rc) =-1, dus door (0,—1).

y=ax’+b 2+ b=
door(O,—l)}g=(31+b !

}/:wfz_l} 2 —
a-2'—-1=1
door (2, 1) Py

1

a=L
Vermoedelijk hof)rt bij K de formule y =3x* — | met 2 <x <2,
Substitutie van x = 2sin(f) en y =sin(2¢ — 7 in y=1x? — 1 geeft
sin(2r — 3m) = 1(2sin(r))* — 1
cos(2t—in—1m) =1 4sinX()— 1
cos(2t — ) =2sin*() — 1
cos(2t + ) =-1+2sin’()
-c0s(20) =—(1 — 2sin’(1))
cos(21) = cos(21)
Dit klopt voor elke #, dus bij K hoort de formule y =2x> — | met -2 <x <2,

Substitutie van x = sin(f) en y = sin(2) in y* = 4x? — 4x* geeft

sin’(2r) = 4 sin*(r) — 4 sin*(?)

(2 sin() cos(£))> = 4sin(£) (1 — sin(1))

4sin’(f) cos’(f) = 4sin’(£) cos’(f)

Dit klopt voor elke .

x = sin(?) Bij de baan van P hoort de formule 1? =4x> —4x* met -1 <x < 1.
-1 <sin() < 1

a -1<sin(f)<1,dus-1<x<1,
-1<sin(3) <1, dus—1<y<1,
Dus de keerpunten van Kzijn (-1, 1) en (1,-1).

b Substitutie van x = sin(f) en y = sin(37) in y = 3x — 4x? geeft
sin(3¢) = 3 sin(r) — 4 sin*()
sin(z + 2¢) = 3 sin(r) — 4sin*(¢)
sin(7) cos(2¢) + cos() sin(2¢) = 3 sin(f) — 4 sin’(7)
sin() (1 — 2sin%(#)) + cos(7) - 2sin(¢) cos(f) = 3sin(t) — 4sin’(7)
sin(r) — 2 sin’(¢) + 2 sin(7) cos*(r) = 3sin(f) — 4 sin’(7)
sin(?) — 2sin(f) + 2 sin(f) - (1 — sin?()) = 3sin(r) — 4 sin*(f)
sin(r) — 2 sin’(7) + 2 sin(7) — 2 sin’(¢) = 3sin(r) — 4 sin’(¢)
3sin(f) — 4sin®(7) = 3sin(fr) — 4sin’(7)
Dit klopt voor elke ¢, dus alle punten van K liggen op de grafiek van y = 3x — 4x°.
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-2<2cos(f)<2,dus-2<x<2enditgeeftc=-2end=2.
-1<cos(3N<1,dus-1<y<1.

Dus de keerpunten zijn (-2, -1) en (2, 1),

x(3m)=2cos(3m) =2 - £ =1 en y(37) = cos(n) = -1, dus door (1, -1).
y=ax3+bx}

door (2, 1)
y=ax’+ bx
door (1, -1)

a-2+b-2=1
8a+2b=1
}a'13+b-1=—1
@b =im]
8a+2b=1‘1‘ a+2b= 1
{a+b—1 2 geeﬂ{2a+2b— 2
ba =3

1
a=sy 1
+h=-
at+b=- 1} b=-1
b=-13

Vermoedelijk hoort bij de baan van P de formule y =1x* — 13x met 2 <x <2,
Substitutic van x =2 cos(f) en y = cos(3¢) in y = 3x° — 13x geeft

cos(3t) =1(2 cos(r))3 — 13 - 2cos(?)

cos(2t + 1) =5 - 8cos’(£) — 3 cos(r)

cos(21) cos(t) — sin(2¢) sin(f) = 4 cos’(¢) — 3 cos(7)

(2 cos?(r) — 1) cos(?) — 2 sin(?) cos(?} sin(?) = 4 cos’(f) — 3 cos(r)

2cos’(f) — cos(f) — 2 sin’(¢) cos(r) = 4 cos*(f) — 3 cos(r)

2¢cos’(f) — cos(r) — 2(1 — cos?(£)) cos() = 4 cos’ (1) — 3 cos(?)

2cos’(f) — cos(r) — 2 cos(r) + 2 cos’(£) = 4 cos*(1) — 3 cos(r)

4¢cos’ () — 3 cos(r) = 4 cos* () — 3 cos(f)

Dit klopt voor elke 7, dus bij de baan van P hoort de formule y =% — 13x met -2 <x <2,

Noem M het midden van OP.
Er geldt MS L OP en MS = OM =}OP

Duss=m +MS = 2p+mL ZP +;—EL.

Bladzijde 172

> 1= 1= _ 1 2sin(f) | | 1(2sin(20)) _ [sin(¢) + sin(21)

[=3P +1Pr= 5(2 sin(Zr)) +2 (—2 sin(f)) - (sin(2t‘) - sin(r))
xp(f) = sin(f) + sin(2¢)

i {v;(r) = sin(27) — sin(7)

+40 =a +14P +14P,

* 5—5=(§§L‘}‘2‘3))-(3%(25251’32?5)

Q)

=

N
v
Il

2sin(2¢) )
- 2 sin{¢)

(2) (2 sin(f) — 2) L ( 2sin(2r) ) B (2 +sin(f)— 1 + sin(2t)) _ (sin(2t‘) + sin(f) + 1)
0 2sin(2f) 212 -2sin()) \ sin@2)+ 1—sin(®) | \sin(27) —sin(r) + 1

{xQ(t) = sin(27) + sin(7) + 1
V() =sin(2¢) — sin(7) + 1

’-Ql
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S T S 2sin(2¢ 2 + 2sin(2¢
b r_a+AR_a+APR_(O)+(2—Zs(in()t))_(Z—ZSirf(t)))
v=1geeft2-2sin(H)=1
-2sin(f) =-1
sin(f) =1

t=tm+k-2nvi=3in+k 2z
tin {0, m) geeftt=tnvr=3x
x(zm)=2+2sinGn)=2+2-1/3=2+.3
xGm)=2+2sin(l3m)=2+2-33=2-3
Dus de snijpunten zijn (2 + /3, 1) en (2 — /3, 1).

!

—_

PQ

+
—
=a —

-]
<

=p+PA,

- (3) B (z sizn?rng n)) - (; s_inz(? iil(%?c))

PA, = (zélSi—ngs;n‘]T(g))

- ( 2sin(?) ) 5 (2 sin(z — in)) _ ( 2sin(r) + 2sin(t — +m) )

C\2sin(t—z7w))  \4—2sin(r) ) \2sin(z—jm) + 4 — 2sin(7)

= 1 + 1 ik,
Dus {xQ(t‘) = 2sin(?) 12 sin(t — 37)
() = 2sin(t — zm) — 2sin(f) + 4

N
)

b Voerin y, =2sin(x — ;1) — 2sin(x) + 4.
De optie minimum geeft x =0,392... en y =2,469...
Het maximum van y,(f) =2 sin(z — JTTE) is 2,
Dus het laagste punt van de baan van Q ligt hoger dan het hoogste punt van de baan
van P.

Bladzijde 173
a s=a+AS=a+34P +314P,

777~ comio) )~ o s (i)
N ( 4—4cos(r))

§2
4) 21 (4 cos(r) — 4) &l ( 6sin(7) ) B (4 +2cos(f)—2+3 sin(t)) _ (2 + 3sin(f) + 2 cos(?)
0/ 2\ 6sin(r) 3sin(f) + 2 — 2 cos(f) 2 + 3sin(f) — 2 cos(t)
xg(£)=2 + 3sin(r) + 2 cos(?)
PHis { yZ(t) =2 + 3sin(f) — 2cos(f)

2

b Substitueren van x =4 cos(f) en y = 6 sin(f) in 9x* + 4% = 144 geeft

9 - (4dcos())> +4 - (6sin())’> =144

9 - 16cos’(f) +4 - 36sin*(r) =144

144 cos?(r) + 144 sin’(r) = 144

cos*(f) + sin’(f) = L.

Dit klopt voor elke 7, dus bij de baan van P hoort de formule 9x* + 4% = 144,
€ x=2+3sin(r) +2cos(r) en y =2+ 3sin(r) — 2 cos(7) substitueren in 9x? + 4y? = 144 geeft

9(2 + 3sin(f) + 2 cos(f))* + 4(2 + 3sin(r) — 2 cos(2))* = 144.

Voer in y, = 9(2 + 3sin(x) + 2 cos(x))* + 4(2 + 3 sin(x) — 2 cos(x))* en y, = 144,

De optie snijpunt geeft x=2,583..,

t=2,583... geeftx=2 +3sin(2,583...) + 2¢c0s(2,5683..)~ 1,8% en

y=2+3sin(2,583...) — 2 c0s(2,583...) = 5,29.

Dus B(1,89; 5,29).

N

by
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-

_1= 1> _1f 2sin(2) 1(2sin(z + JTTI) _ {sin(27) + sin(z + J—gt)
9=2P TP (2 sin(z + in)) 2( -2sin(21) ) - (sin(r +1my- Sin(zt))
— gin(2) + sin(t +1
Do (b
x = sin(2f) + sin(t + :Trr) eny=sin{f + fqn) —sin(2¢) substitueren in v = —x geeft
sin(z + ,%;'r) — sin(27) = -sin(2¢) — sin(z + i:rc)
2sin(t+1m)=0
sin(z+3m) =0
t+ ,';s'r =k'm
t=-im+k-m
In<t<limgeeftr=3n
t =7 geeft x = sin(137) + sin(x) = -1
Dus A(-1, 1).

x=2sin(27) en y = 2sin(z + ;1) substitueren in y = -x geeft
2sin(t + m) = -2sin(27)

sin(z + 1) = -sin(27)

sin(f + Jﬂr) = sin(2¢ + 1)
(+im=2t+n+k-2nvitin=n—Q2t+n)+k:2n
~t=3m+k-2nvi+im=n—2t—-mn+k-2xm

2tk 2nv3t=-;ntk-2n
—%n+k~2nvt=—%n+k'§n

Il

t
t
In<t< 1im geeft t:%n vi=lin

xp(izm) =2sin(lzm) =2 - -3 =-1 en yp(5m) =2sin(Gm) =2 - =1
Dus het punt A(-1, 1) ligt op beide banen.

xp(f) = 28in(2r) geeft x,(f) = 4 cos(2f)

vp(f) = 2sin(t + ;) geeft v, (f) = 2 cos(t + ;)

e (xp'(ﬂ—zn)) ~ (4cos(1gn)) . (4 . -g\/z) - (—2\/3)
K N e Y A R N A B

xXo(f) = sin(27) + sin(t + §) geeft x,(£) = 2 cos(21) + cos(t +3m)
volf) = sin(t + 37) — sin(2f) geeft v, (1) = cos(t + 5m) — 2 cos(2)
~ 5 o (xGm\ _(2cos(lzm)+cos(m)) (2 0+-1) (-1
velam) = (yg’(%n)) B (cos(:rc) - Zcos(lén)) - (—1 -2 O) B (—1)
(%5 ‘
1

Diagnostische toets

Bladzijde 176

a sin(3x—377c):cos(2x)
cos(3x—%1r):cos(2x)
3x—3m=2x+k 2nvix—3n=-2x+k 21
x=%7t+k‘2:rtv5x:%:rc+k‘ 2n
x=%ﬂ+k-2ﬂvx=;—0n+k'§ﬂ

. 3 3 11 19
xm [0, 7] geeft x =T VX=5TVX=5TVX=5;T

Hoofdstuk 12
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b 2cos?(2x) +sin(2x) =1
2(1 — sin?(2x)) + sin(2x) = 1
2 —2sin?(2x) +sin(2x) = 1
2sin?(2x) — sin(2x) — 1 =0
Stel sin(2x) = u.

2 —u—1=0

D=(-12—-4-2-1=9

13 1-3
4 4 2

sin(2x) =1 v sin(2x) =-1

x=gm+k-2nv2x=-tu+tk-2nv2x=lin+k-2x

x=imtk mvi=-gr+tk nvi=Lsn+k-=m

xin[0, 2x] geeftx=f;1cvx= linvx:%nvx: l%ﬂvx=%n vle%n
C cos(%m)=fsin(fl-;m)

cos(3nt) = sin(zmt + )

cos(%m):cos('gmﬂ-%n)

Smt=gmt+ym+ k- 2nvint=-int—in+k- 2%

%Rt:%ﬂ+k‘ ZﬂV%m:fénﬁ-k'Zn

r=25+k-8ivi=-E+k 35

tin [0, 10] geeft =25 v =20 vi=63v =91

sin(%x) cos( I%x) + cos(;—x) sin(1 %x) = Sin(;—x + I%x) = sin(2x)
sin(3x)sin(5x) + cos(3x)cos(5x) = cos(3x — 5x) = cos(-2x) = cos(2x)
2sin(3x) cos(3x) = sin(2 - 3x) = sin(6x)

2 ¢os?(5x) — 1 =cos(2 * 5x) = cos(10x)

[~ I — o -]

a sin(x+§ﬂ):25in(2x) cos(2x)
sin(x + $7) = sin(4x)
x+im=4x+k-2nvx+in=n—dx+k-2n
“3x=-3ntk-2nvSx=in+k-2n
x=gn+k-invx=3%n+k-in

b sin?(2x) + ;= cos(4x)
sin?(2x) + 5= 1 — 2s5in?(2x)
3sin®(2x) =3
sin?(2x) = §
sin(2x) = § v sin(2x) = -1
x=in+k-2nvox=3in+k-2nv2x=-fn+k-2nv2x=1lin+k-2x

1 5 1 7
x=prtk-mvi=pgrtk-nvi=-prtk-mvi=prntk-m

v =sin?(2x) + 2 cos?(2x) + 3 cos(4x) = sin*(2x) + cos*(2x) + cos>(2x) + 3(2 cos*(2x) — 1)
= 1 +cos?(2x) + 6cos2(2x) — 3 = -2 + T cos?(2x) = -2 + T cos?(x) — 35 + 31
=13+ 35(2cos2(x) — 1) = 13+ 31cos(4x)

a f(lin—p)+f(1in+p)=sin(3n - 2p) + cos(13m — p) + sin(3x + 2p) + cos(13 7w + p)
= sin(3m) cos(2p) — cos(3m) sin(2p) + cos(117) cos(p) + sin(15) sin( p)
+ sin(3m)cos(2p) + cos(3n) sin(2p) + cos(l%n) cos(p) — sin( 1'51r) sin(p)
=2sin(3n)cos(2p) + Zcos(lézrc) cos(p)=2-0-cos(2p)+2-0-cos(p)=0
Er geldt /(13— p) + f(13% + p) =0.
Dus de grafiek van fis symmetrisch in het punt (13, 0).
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f(n— p)=2sin*(1 — p)cos(n — p) = 2sin*(p) - —cos(p) = -2 sin’(p) cos(p)
f(m+ p)=2sin’*(x + p) cos(n + p) = 2(~sin( p))* * —cos( p) = -2 sin’( p) cos(p)
Er geldt f(m—p)=/(n + p), dus de grafick van fis symmetrisch in de lijn x =7,

f(x)=0 geetft 2sin(x) =0
sin(x)=0

x=k'm
T

L= ;rcj(2 sin(x))*dx = ‘JTI4 sin’(x)dx = :'tj:?. (1 —cos(2x))dx= njf(Z —2cos(2x))dx
0 0 0

= n[2x = sin(2¥)]; = n(2m — 0 - 0) =2

f(x) =0 geeft 1 —2cos’(x) —cos(x) =0
Stel cos(x) =u.
1-2u—u=0
2t +u—1=0
D=1’-4-2--1=9
-1+3 1 “1=3
= bvu= T

4
cos(x) =1 v cos(x) =-1
x=im+k-2nvx=-in+k-2nvx=mn+k-2x

u

xin [0, 7] geeftx:;-:rc VX=T

y
N
@] ;—r.: n x
o= j (1 —2cos?*(x) — cos(x))dx = J (-cos(2x) — cos(x))dx
= [f %sin(lx) = sin(x)]r._[Jr = fé sin(2m) — sin(w) — (- %sin(% ) — sin(% 7))

~0-0+4 1B+ HB-3
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Bladzijde 177

a Het punt 4 doorloopt de cirkel met middelpunt O en straal 2.
Het punt B doorloopt de cirkel met middelpunt O en straal 3.
De minimale afstand is 3 — 2 = | voor 5¢=2¢+k - 2n

—1%t=k - 2m
t=k- 15n
Dus de afstand is minimaal voor t=0, r= 137, 1 =231 en £ = 4.
De maximale afstand is 3 +2 = 5 voor 51 =2+ +k - 21
—1%t=n+k ‘21
t=-3n+k-13n
Dus de afstand is maximaal voor £ =37, #=2x en =33
b AB*=(3cos(2f) — 2cos(3 1)) + (3sin(2f) — 2 sin(31))
=9cos2(21) — 12 cos(2f) cos(3 1) + 4 cos*(5 1) + 9sin%(2¢) — 12 sin(2r) sin(3 £) + 4sin’(3 1)
=9+ 4 — 12(cos(2) cos(3 £) + sin(2¢) sin(3 1))
=13 - 12cos(2t — 30)
=13 — 12 cos(157)
DusA4B = /13 — 12cos(131).
¢ AB=.[7 geeft /13— 12cos(130) = /7
13— 12cos(136) =7
12cos(136) = 6
cos(130) =%
I%t‘:%nﬁ-k‘}mv I%t:*%n-ﬁ-k‘}m
t=3z+k-l3uvi=-in+k- lin

tin [0, 4n] geeft t:énvt: lgﬂvt=2§nvr= 1%nvt=2§nvt:3§n

a u=bsin(2xft)
b= amplitude = 5
f=4Hz
Dus u = 5sin(8xr).
b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 5 =20dm =2 m.
Er zijn 4 trillingen per seconde, dus per uur zijn er 3600 * 4 = 14400 trillingen.
Dus in een uur is de afgelegde afstand 14400 - 2 m =28 800 m = 28,8 km.

a y=-13 geeft cos(2¢ — 1) =13
2t—§n:%n+k‘2nv2t—%n=*27{+k‘2n
A=lgn+k 2mv2U=-in+k-2x
t:%iﬁ-k'nvt:*;nﬁ-k‘n
tin [0, 157] geeft t=1mv =3
x(H ) =sin(13m) =-1,2
x(3m) =sin23m) =512
Dus AB=12--1\2= 2.
b -l<sin(3N<Il,dus-1<x<1.
-1 <cos(2t—sm)<1,dus-1 <y <1,
Dus de keerpunten zijn (-1, 1) en (1, 1).
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¢ x=0geeftsin(37)=0
di=k'm
t=k- _l—,ft
xin [0, 13m] geeftt=0vi=invi=3invi=nvi=I3x
70) = cos(-3m) =3
¥5m)=coszm) =3
¥(3m) = cos(m) =-1
¥(m) = cos(I5m) = %
W(137) = cos(25m) =
x(f) = sin(3¢) geeft x'(¢) = 3 cos(3¢)
(1) = cos(2t — $7) geeft y'(£) =-2sin(2 — 1)

v@m=(iiié:i)=(_i:?§§2))=(_§ bl

@)~ 2smatel L2133

( 33) ( ) 19-3] &
2

cos(p) = ‘( )‘ ‘( ) 3P 3R+ (B \/E(?Jﬁ_l

Dus ¢ =60°.
d vGm = G) + (G = (B eos@m)’ + (2sin(m)’ = (3 - 1)+ (-2 0
= T =3

Dus de baansnelheid is 3.

= AR L PR T LT — Sil’l(3[) ) (_COS(ZI - ;—’ﬂ,’)) _ (Sin(?)l) — COS(2[ — %TE))
Tamemrenn (COS(Zf =307\ sinG3n ) leos@r— )+ sinG3n)

el
2

Dus Q(t) sin(3¢) — cos(zt— )
o(1) = cos(2t — 3:'r) + sin(37)
y =0 geeft cos(2t — 51‘() + sin(37)=0
cos(2t — 1) = -sin(37)
cos(2f — tm) =-cos(3t — 1m)
cos(2t — %ﬂ) =cos(37+ %ﬂ.’)
2[—%n=3r+;—n+k~2nv2t—%n=—3t—%n+k'2n
~t=3m+k-2nv5t=-tn+k-2x
l=—%1t+k'21t\/l=—31—0’ﬂ'+k'%ﬁ
tin [0, 157m] geeft 1= lznvi=gpnvi=sn
xp(lgm)=-2
X (5m) = 0,618
XM = 1,618
Dus voor ¢ = 2.
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K Voortgezette integraalrekening

Voorkennis Afgeleiden en primitieven

Bladzijde 181
_ oy — 1 e &
L a flx)=.6x+ 1 geeft f(x) 2\/6x—+1 6 \/m
__ 4 _ —1Y: ) = — —1yl5. 4
b f(x) \/ﬁ 4(2x — 1) = geeft f(x)=-2(2x—1) (2o l)m
¢ f(x)=1In(x*+2x) geeft [(x)= 2-01-2x (2x+2)= 22x++2i

d f(x)=2%" geeft f(x)=2% " In(2) - 4 =41In(2) - 2%
e f(x)=sin(x?—x) geeft f(x)=cos(x* —x) + (2x — 1)=(2x — 1) cos(x* — x)

1 4
f x) = tan(4x — +1) geeft f(x) = 4=
J&) (Gx=5) geolL.S ) cos(4x —1m) cos*(4x —1m)

2] @ f(x)=e'sin(2x) geeft /(x) = e*sin(2x) + e* - 2 cos(2x) = (sin(2x) + 2 cos(2x)) &*

1
() L @D @) W 2y gping
b f(x)= 2+1geeftf(x)_ (x2+1)2 - x(x2+1)2
¢ f(x)=ix2In(x) geeft f7(x)=x - In(x) +5x% - l_xln(x)+2x
2+1 . . 1 InQ2)
d f(x)=—F—=1+2%geeft f(x)=2%-In(2) -1 =-In(2) 5 =- z-r
, 1
e f(x)=2xtan(x) geeft /° (x)=2-tan(x)+2x-Cosz (x) an(x) + 0052 )
_ A2 22x+1) N
f f(x)u\/Zx—t-l N VL geelt S0 =2 =T T
Bladzijde 182

3] @ f(x) = +sin(x) geeft F(x) = Lx’ — cos(x) + ¢

2 _
b fix == 32=1 5 geeftF(x)=ln‘x‘+x'2+c=ln‘x‘+xl—2+c
. 3 3”
¢ f(x)=4"-3"geeft F(x)=4 - ]n(3) 1(3)

d f(x)= ]n(%) = In(2) - In(x?) = In(2) — L n(x) geeft

F(x)=xIn(2) — 3 (xIn(x) — x) + ¢ =xIn(2) — ixIn(x) + sx + ¢

oo 6x(In(3x) — 1)
e f(1)=6"log(3x) geeft F(x)=6 -3+ 1 g (3xIn(3x) —3n) +c=— Fo—+c
=L R L |
f f()-— 2= 1427 geeft FO) = ooy =¥~ oy T €= oy ™ * " 2y T
4] @ flx)=e"! geeft F(x)=2e ' +¢
b f(x) =57 geelt Fx)=3 - 3In[2x — 1|+ e=13In[2v - 1|+ ¢
) 1 4 cos(mx)
¢ f(x)=4sin(nx) geeft F(x)=4-;-—cos(nx)+c=— c
4x+1 ]
d = N 4x + 1) geeft
Jx) 2\/4—+ =3(4x+ 1)7 gee
F)=t-1 - 2@x+1)+e=5@x+ D)+ 1+c
e f(x)= (>3 geeft Fx)=1- @ 3+c=2 il +c=(%)2r_2+c
’ PG In() In(3)

£ f(x)=4In(x— 1) geeft F(x)=4((x— Din(x— 1)~ (x— 1) +c=4(x— Din(x - 1) —4x— 1) +¢
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-

T
. _[.1 o 2 1 1 v_ 1. 1.1 1_1
Sm(ZX)dx*[*zCOS(Zx)]EL;*zCOS(iﬂ)+5008(§ﬂ)**5 gty

T

=

4
szﬁ_ldx:[ﬁ.;_m\gx-1|]j‘:31n(7)—31n(1)=31n(7)
1

e2 o2 2

j 10 In(4fx) dx = j 10In(x) dx = j 25 In(x) dv = [23(x In(x) —x)]f
=235(*In(e?) —e? — (eIn(e) —€)) = 25(e? - 2 — e — (e * 1 —e)) =25¢
4
[6e5-3dx = [6 - 2053 = 1267 ~ 1267 = o L
c c

0

[{.1 De substitutiemethode

Bladzijde 183
a f(x)=sin(x? +x) geeft /(x) = cos(x* +x) * (2x + 1) = (2x + 1) cos(x* + x)
b G'(x)=(2x+ 1)cos(x* + x), dus G(x) = sin(x* + x) + 3 is een primitieve van
2(x) = (2x + 1) cos(x? +x).
Bladzijde 184
dix*+1) i ;
a Omdat o> 2x en 6x =3 - 2x lukt het primitiveren van f(x) wel op deze manier.
dx*+1) .
Omdat T 3x? en 6x niet geschreven kan worden als het product van een
constante en 3x? lukt het primitiveren van A(x) niet op deze manier,
dex*+7) | o .
b Omdat —dr = 4x? en 10x* =23 - 4x7 lukt het primitiveren van g(x) wel op deze manier.
d(x*+x) i
Omdat & 4x3 + 1 en 10x° niet geschreven kan worden als het product van
een constante en 4x* +1 lukt het primitiveren van k(x) niet op deze manier.
dit +=) .
=4x3 +
C o 4y’ +1
10x° + a = 21 (4x? + 2a) moet gelijk zijn aan 22 (4x* + 1), dus 3a = 1 en dit geeft a = 21.
a 3x7de=d(*+5)
b Sxidy=d(’—3)
¢ cos(2x)dx = d(3sin(2x) + )
d %dx = dlIn(x)
e (5-2x)dx=d(5x—x*+3)
f  2cos(4x)dx = disin(4x)
@ F(o) =203+ 4P de = [(2+4)  2vde = [(P+4Pd(3+4) = [wdu=fu' +c
=12 +4)+c
b G(x)= [6xy®+ Tdv=[3+ 1 2xdv =3+ 1d(+ 1)=j3u%du=%ul‘s+c
2
=2u\fu+tec=2(02+1)F+1+c
¢ Hx) = [6x( — Didx = [26° - D 3dv = [2(7 — Ddee — 1) = [2utdu=3u" +c
=i -1)+c
d Jx)= j3x2 sin(x* — 1)dx = jsin(x3 —1)-3x%dx = jsin S-DdEE - 1) = jsin(u)du

=-cos(u) + c=-cos(x* — 1)+ ¢

Hoofdstuk K
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Bladzijde 185

@ A0 =[x(32 -4 de=[g3x2 - 4) - 6xdv= [5(3x ~ 4P d(3x* —4) = [gud du=gut + ¢
=532 -4 +c

b F)=[2x¥ = 3dv= ¥ -3d(?-3) = Nudu=3u+c=3(?-3)\¥ ~3+c

1 1
c F(x):js,xf’_i2dx=j3x21+2 - 6xdx=j3x2+2d(3x2+2)=j;du=1n\u\+c=1n|3x2+2\+c=1n(3x2+2)+c

d Fx)= jxln(xz +Ddr= j%ln(xZ +1) - 2xdx = jg—ln(xz + 12+ 1) = j%ln(u) du

=3(uln(@)—uw) +c=3((2+ DIn(2+ D= (2 + 1) +¢

. 1 1
e Fx)= j@dp jln(x) =g jln(x)dln(x) = ju du =112+ c=L1n2(x) + ¢
b G(x)= jx e dx= j*é—e‘f +2xdx= j-%e“’zd(fxz) = J-%e“du =-le'tc=-1e"+c

¢ HE)=[x5-Fdr=[-3/5 -5 2xdr=[-3/5 ~d(S ~ ) = [~ du
=-1- ﬁu‘%+c=—;—,u u+tc=-3(5-x)5-x2+c

2

X 1 1 1
d J(x)zj\/mdxzj;-- 2+1-hdxzjzﬁd(x2+1)=jmdu=\/§+c=\/x2+l+c

X

X=p

[erEipde= [y “3%* @ Pde= g~ dede~[5; e = [fr-wdu=gprmiip &
P

IL,) = [(£(0)ydv = nlz5e>Ti=nlr5 - €%~ 75 - 1) =qg(e¥’ = 1)

0
KL,)=37%m geeft gom(e — 1) =35

e’ — 1 =440
¢ =441

2p7 =In(441)
p*=31n(441)
P*=In(\/441)
P2 =In(21)
p=+/In21)
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sin(x)

a f(x)=tan(x)= e m- sin(x)
b jtan(x)dx—j%dxzjm(x) -sin(x)de = [— (x)dcos(x)
Bladziide 186

a jdn(zx)dx |-1n]cos(2x)|[;” = -1 in|cos(3w)| + 1 1n|cos(0)| = - 1n(d) + L in(1)
’ L@@y + 1 0=1In)

b jq1n3(x)dx jsmz(x) sin(x) dx = j'f(l—cosz(x)) - -sin{x)dx j (1 — cos*(x))d cos(x)
- creddum e bel]  =-b G- (I 2R
He :
= tutn2-m2=m+ 52
L in x=tin 13 3
sin(x) i 1 _VS_L K
c Ojcos3 (x)dx—oj = sm(x)dx—J; 6053(x)dcos(x)—lj quu—lj w>du
TSI o W S U B R W
*[Euz]l *[Zuz]l ‘2.% 2.1 3 2 6
Bladzijde 187
cos(x) 1 B 1 el e 1
Jsinz(x) —J‘sinz(x).co (x)dx—J 2(x)dsm(x)—j 2du—“-uzdu— wl+c= u+c
N sin(x)
f{x)=rcos(x )—%geeﬂ F(x)=sin(x) + nl(x)+c

b Gx)= j sin’(x) dx = j—51n4(x) < ~sin(x)dr = j—(sinl(x))2 < —sin(x)dx = j ~(1 — cos?(x))* d cos(x)
=j—(l —u?du= I—(l =2’ +utydu = J(—l +28 —udu=-u+3P -t +c

=-tuS + 213 —u+ ¢ = -1cos3(x) + 3cos}(x) — cos(x) + ¢

In(2)

Z x=2
X n
a lj » —lj n(x) - —dr = jl n2(x) d In(x) = ! wdu = [$]0 " =1n2)
b j : dx=fL * e j: ln(x)=fldu=[lnu]2=ln(2)—ln(1)=ln(2)
xIn(x) (x) x d 1u 1
c sz d,x=jl—l'ez"“‘‘—(szcl,x:J'l §re>d 2x3—j:2—Le“du=[—13“]_2=—L32+1e°
Oezf’ 0 6 R 6 : 6 6 lp 6 6

a x=0geettu=,0+4=2
3

x=5geeftu=.5+4=
b x+d=u

kwadrateren geeft
x+4=u’
x=u*—4

Omdat x =1? — 4en/x + 4 = u krijg je Jx\/x+4dx= j(u2—4) cud(? - 4).
j(u2—4) cud(u? - 4)= j(u2—4) cu 2udu= j(2u4— 8u?) du

(2]
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5 3
d [xrddv=[@ut-s)du=[3u -5, =} 3 -5 -3 254523
0 2
=97t—72-12%+211 =331
x+1=
kwadrateren geett
xt+1=
x=u*—1
3 u=2 2 2 5
jx\/x+ldx=J- (uz—l)-ud(u2—1)=j(u2—1)-u-2udu=j(2u4—2u2)du=[§u5—§u3]l
0 u=1 1 1
=523 2 -G P53 1)=125-55-5+3=T
b Jx+9=
kwadrateren geeft
x+9=u’
x=u*—9
5 “4 52 -9 15w -9 1
[=—=dx- “9) 42 —9) = j( )2udu=f(10u2—90)du=[%Ou3—90u]:
0 x+9 u=3 3 3
=D.4-90-4-(1-3-90-3)=2131-360-90+270=33%
In(x)
flx)= Ogeeft
2+111(x)=0
1n(x)=—2
x=¢2
ln( ) e x=e 1
o) = j j2+1n(x)) L. j (2 + In(x))dIn(x) = j(2+u)du
e? e? x=e? -2
=[2u+b] =2+ (-4+2)=4
£22+1In 2 xp In(p) i
b | (x) =J(2+ln(x))';dx=J @ +In@)din() = | @ +uydu=[2u+42];"
1 1 x=1 0
=2In(p) +510%(p)
P
[ /ey dr =6 geeft 21n(p) + S 1n’(p) = 6
1 In*(p)+4In(p)—12=0
(In(p) = 2)(In(p) + 6)=0
In(p)=2viIn(p)=-6
p=¢evp=¢h
vold. niet
Dus p=e?,
Bladzijde 188
2(x) 1
S(9) = g(x) geeft =5
41n2(x):1
In’(x)=1

In(x)=1v In(x)=-3
X = eé’ VX= 67%

1
x=hjevx=—Ffr

Je
f(JC)Sg,'(x)g,n:e’ft\;E <x<\fe

@ Noordhoff Uitgevers bv Voortgezette integraalrekening 129



130

Ve Ve Ve
(1 41n2(x))dx=j(l AT %dx

b O()= J(g(x) ~fx))dx = j =

1
1

- j (1 —41n*(x))dIn(x) = ,[( —4dydu=[u-5uf,

3x® , (24 e E B ide—Od I3k
¢ S@=grgeet/ = o + 4 R A s
f(x)=0 geeft -3x*+24x=0
-3x(x*—8)=0
x=0vx'=3§
x=0vx=2
X+4=0
xX=-4
x=3/-4
min. is f(0) =0
max. is f(2) = 1
f{x) = p heeft drie oplossingen voor 0 <p <1,
x=p 74 :
b (j)x3+4 j S 3x2dx=xj0 3+4d(x3+4)# J %du = [nfu|]” " = In(p* + 4) - In(4)
»

jf(x)dx 2 geeft In(p? +4) — In(4) =2

3
P +4)_
ln( 1 =2

p3+4

[{.2 Partieel integreren

Bladzijde 190
a k{x)=(2x+ 3)sin(x) differentiren met de productregel geeft
k'(x) = 2sin(x) + (2x + 3) cos(x). Dus is k geen primitieve van A.
b Integreren van het linker- en rechterlid van de vergelijking
(2x + 3) cos(x) = k'(x) — 2 sin(x) geeft

j (2x + 3) cos(x) dx = j(k'(x) — 2 sin(x))dx
j (2x + 3) cos(x) dx = (2x + 3)sin(x) — j 2sin(x)dx.
¢ Hx)= _[(Zx + 3)cos(x) dx = (2x + 3)sin(x) — I2 sin(x)dx = (2x + 3)sin(x) + 2 cos(x) + ¢

Bladzijde 192

j =T j In(x) - x *dx = jln(x) d2\x=1In(x) - 2/x - jz\/i dlIn(x)
Jx

=2 In(x) - jz\/" L e 2/x - In(x) — jzx
=2\x - In(x) — 4x* + ¢ =2\/x(In(x) - 2) + ¢
b Ix sin(x)dx = Jsin(x) d%x2 = %xz sin(x) — J%xz cos(x)dx=...

Het wordt op deze manier alleen maar ingewikkelder, dus het lukt zo niet.

¢ Fx)= jln(x)dx=x1n(x) - jxdln(x) = xIn(x) - jx : %dx=xln(x) - jl dr=xIn(x)—x+c
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a Flx)= jxezxdx = jxd%ezx =x3e¥— J‘%ezxdx =ixeX-teX+o
b Fx)= ijcos(x) dx = jzxdsin(x) = 2xsin(x) - j sin(x) d2x = 2xsin(x) — jz sin(x) dx
= 2xsin{x) + 2 cos(x) + ¢

¢ F)= [xIn()dr= [In(x)d5x* =52 In(x) - [37dIn(x) = 55 In(x) - jxl-l

dx
x
) L T ) _ 129
= 5x” In(x) jixdx¥§x In(x)—3x*+¢c

a4 [ In@)de= [In(e) dbet = Lt in(x) — L dIngx) = () — [t %dx
=)~ [P de =t ()~ ¢ + e

Dus f(x) = x*In(x) + 3 geeft F(x) = ;x*In(x) — =x* + 3x + ¢

| a j o= BriieF 1 =D — | L Br= Zn P~ [0F5 Dicho= 2P —LeF g

ije"“dx [2vert! = 2¢v1]) =262 - 262 — (0 - 2¢) = 2¢

T(?yx + 1)sin(x)dy = I (3x + )dcos(x) =-(3x + 1) * cos(x) — Ifcos(x) d(3x+1)
=-(3x + 1)cos(x) + j 3 cos(x) dx = -(3x + 1) cos(x) + 3sin(x) + ¢

j (3x + Dsin(x) dv = [-(3x + 1) cos(x) + 3sin(x) ]
0 =-(3xn + 1)cos(m) + 3sin(m) — (-cos(0) + 3sin(0)) =3a+1+1=3x+2

@ f(x)=x*In(x) geeft f(x)=2x - In(x) +x** %z 2xIn(x) +x

S1x)=0 geeft 2xIn(x) +x=0
x(2ln(x)+1)=0
x=0vZln(x)+1=
x=0v In(x)=-1
x=0 v x=¢?
vold. niet

A= () —g=-5¢"
Dus A(e ,—ge = A(\/_ 2e>

b [ In(x)dr=[In(x)d5x’ =5 In(x) — [5x3dIn(x) = 5 In(x) — [5¢° - %dx

=1x3n(x) - J}xz dr=123In(x) —3x3 +c¢

0(V)=jx21n(x)dx [5°In(x) = 55°] =5’ In(e) —5¢* — GIn(1) —H)=5¢> +35
1

Bladzijde 193

1
() ‘;‘ln(x)'?-"_x—len(x)_1—21n(x)

x? x* E

a flx)=
fx)=0 geeft 1-2In(x)=0
In(x) =3
x=¢
x= e
Zie de figuur hiernaast. y
1

max. is f(y/e) = (f—e)z =

1 1
=% £}> ————— ri-\f
| I *
En

a |rl=

Dus B,= <<—
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[ h;(f L s [1n() - x2dv = [In()d(-x 1) = ¥ In(x) — [-x'dIn(x) = —%m(x) - j% : %dx

1 1 1 +1
X X X

o _eln(x)dx_[ ln(x)+l]e_ 141 0+1_2
()_! v o x 1 e 1 e

a szexdx=Ix2de*=xze‘—je‘dx2=xze‘—jex-Zxdx=xzex—J'2xexdx

b sze*dx:erx—Je‘de:er*—Je‘-de:2x6x—26”+c

c szexdx=xze’(—J.lxexdx=xze‘—(2xe‘—26x+c)=xze‘—erx+23x+c=(x2—2x+2)c‘+c
Dus de primitieven van fzijn F(x) = (x? —2x +2)e" + ¢

Bladzijde 194

a F(x)=(ax’+bx+c)e" geeft
F(x)=(Qax +b)e* +(ax* + bx +c)e* = (ax* + 2a+ h)x + b+ ¢)e*

Dit moet gelijk zijn aan f(x) = (ax* + px + g) €*.
Dit geeft p=2a+beng=»b+c.

b f(x)=(4x’-5x+6)c¢", dusa=4,p=-5eng=06,
a=4en2a+b=-5geeft8+bh=-5dus b=-13.
b=-13enb+c=0geeft-13+c=06,dusc=19.

Dus de primitieven van f(x) = (4x* — 5x+ 6)e" zijn F(x) = (4x* — 13x + 19)e" +c.
a jex sin(x)dx = jsin(x) de*=e"sin(x) — Ie‘d sin(x) = e"sin(x) — jexcos(x) dx
= ¢"sin(x) — jcos(x) de'=e'sin(x) — (e*cos(x) — je”dcos(x))
= e"sin(x) — e*cos(x) — Je‘ sin(x)dx
Uit [ e*sin(x) dx = ¢*sin(x) — o*cos(x) — [e*sin(x) dx volgt 2 [e*sin(x) dr = e*sin(x) — ¢*cos(x)
dus [e"sin(x) dx = Fe*sin(x) ~ fe*cos(x).
De primitieven zijn G(x) = %e‘(sin(x) —cos(x)) +c.

b F(x)=-x"cos(x) + 2xsin(x) + 2 cos(x) + ¢ geeft
F'(x)=-2x - cos(x) — x? * ~sin(x) + 2 - sin(x) + 2x - cos(x) — 2 sin(x) = x* sin(x)

a Fx)= j Ix?cos(x)dx = j Ix2dsin(x) = a2 sin(x) — j sin(x) d§x? = Ix?sin(x) — j;-xsin(x)dx

= Lx2gin(x) + J%xdcos(x) =L sin(x) + Ly cos(x) - j cos(x)dix
= x2sin(x) + sx cos(x) — j%cos(x) dx = ;x2sin(x) + 1 x cos(x) — 3sin(x) + ¢
b je“ cos(x)dx = j—cos(x) de*=-cos(x)c™+ Ie’"‘dcos(x) =-e*cos(x) — je”‘ sin(x) dx
=-¢”cos(x) + Isin(x) de™=-e™ cos(x) + e sin(x) — je‘xdsin(x)
=-¢¥cos(x) + e *sin(x) — je"“cos(x)dx
Uit je"”cos(x)dx =-g~cos(x) + e *sin(x) — J‘e’x cos(x)dx volgt 2j ercos(x)dx=-e*cos(x) + e~sin(x)
dus Ie‘x cos(x)dx = $e™(sin(x) — cos(x)).

De primitieven zijn G(x) = 3¢ *(sin(x) — cos(x)) + c.
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c Iezx sin(x)dx = Jez‘ d(-cos(x)) =-e*cos(x) + Jcos(x) de™ =-e*cos(x) + Icos(x) < 2e¥dx
=-¢¥cos(x) + jz e**dsin(x) =-e¢**cos(x) + 2 ¢*sin(x) — J'sin(x) d2ex
=-g?cos(x) + 2 e*sin(x) — J4 e?*sin(x) dx
=-e*cos(x) + 2e*sin(x) — 4‘[ e**sin(x) dx
Uit [ sin(x) dv =-¢* cos(x) + 2 > sin(x) — 4[> sin(x) dx volgt § [¢> sin(x) dr =-c>cos(x) + 2 ¢*'sin(x)
dus Jel‘ sin(x) dv = -+ e cos(x) + £ e*'sin(x).
De primitieven zijn H(x) = 2¢* sin(x) — $¢> cos(x) + ¢ = $e*(2 sin(x) — cos(x)) + c.
d Kix)= jlnz(x) dr = xIn?(x) - j xdIn(x) = xIn%(x) — j x  21n(x) - idx = xIn¥(x) — j 21In(x)dx
= xIn2(x) - 2(x In(x) — x) + ¢ = x In?(x) — 2x In(x) + 2x + ¢
Bladzijde 195
o [(@-perde=[(?-x)de'=(?~x)e" ~ [e'd(’ ~x) = (@~ x)e'~ [(2r— )e'dx
% —x)er—[(zx— Dder=(2—x)e"— (2x— l)e’f+je’fd(2x— 1
=(2-x)er— (2x— 1)e~‘+IZexdx:(x2—x)e‘—(2x— Det+2ef+c
=x?-3x+3)e"+c
(2 —x)erdr = [(32 - 3x+ 3)ex]f =(9-9+3)3—(1-3+3)!' =3e3—¢

—_——

b [xin’(r)dr = [In(x)d3x® = §27 In’(x) — [527 A In’(x) = §27 In’(x) — 57 - 2Inx) - %dx
=12 1n(x) - jx In(x) dx = L x2In?(x) — j In(x)dix?

=322 10%(x) — 527 In(x) + [32° dIn(x) = 32 In*(x) = 527 In() + [3° -

dx

e

= 1x%1n%(x) — 1x?In(x) + j%xdx =122 In2(x) — 22 In(x) + ;X% + ¢
jxlnz(x) dr = [5x2 In%(x) — 227 In(x) + 322
1

e
1

=@ (e) ~ ;& lii(e) +het — Glit(ry —3hi(l) + =3~}

a f(x)= (22 +x— et geeft fx)=([@dx+ 1) ¢*+ (2% +x— 1) - ¢" = (2% + 5x) "
f(x)=0 geeft (2x*> + 5x)e*=0
2x*+5x=0
x(2x+5)=0
x=0vx=-2%

max. is f(-25)= (2 - 6} =25~ e =

min, is f(0)=-1
b f(x)=0geeft(2x*+x—1)e*=0

9

e?\Je

2% +x—1=0

D=12-4-2--1=9

e N
4 2 4

@@ +x-Detde= @ +x - Dde' =2 +x - )e' - [erd@2¢ +x - 1)
= (2 +x—1)e"~ [(4x+ Ievde=(2¢ +x~ Do~ [(4x + 1)de*
= (22 +x—1)ef— (4x + 1)c’f+je’fd(4x+ 1)
=22 +x—1)e"— (dx + l)cx+j4e’fdx
={2x* + x — 1)eF —(x+ e +4eF +o={2" —3x +2)F + ¢

j(2x2+x— Detdr=[@2 -3x+2)e], = G- 13+ 2e: -2 +3+2)e = \f—%

=1

Dus O(V) = g — Je.
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1,
£ !md’“ J tanz(t)+1

S a  f(x)=0 geeft In*(x)=0

In(x)=0

x=1
¥

;
/(
(@] 1 e :
J‘lnz(x)dx: IZ]HQ(X) . de: I,?.]nz(X)d\/J_fzz x - In%(x) — j2 xdIn?(x)

- e

=2x " In*(x) — jz\/?c 2ln(x) - %dx =2/x - In*(x) - j41n(x) Cxidy

=2./x - In?(x) — jsm(x)dx% =2/x * In*(x) — 8 /x - In(x) + JS\/J_cdln(x)

=2/x - In%(x) — 8 /x * In(x) + jsxé- . %dx =2\/x - In2(x) — 8/x - In(x) + jsx-%dx

=2/x * In%(x) — 8\/x - In{x) + 16x% + ¢ =2/x * In%(x) — 8\/x - In(x) + 16 /x + ¢
€ In’(x)

o) [ - 2 ) 85 o+ 16,5

1

=2\/e - In’(e) — 8 /e - In(e) + 16y/e — (21n%(1) — 8In(1) + 16)
=2\fe- 8\/_+16\/_—16—10\/_—16
In*(x)

b KL)= nj dy = njm4() Lae= nj In*(x)d In(x) = nju“du aftus], =in

x=1

[{.2 Cyclometrische functies

Bladzijde 197
1 t=in i .

dtan(r) = j tanz(t) T (k) + Ddr = j 1dr =[] =tn
0

0

Bladzijde 199

-1 a Hetbereik van f(x) = arctan(x) is (-%n, lE"}

134

17 zit niet in het bereik, dus arctan(s \/3) # 1.
b 3> %:rc, dus de vergelijking arctan(x) = \/§ heeft geen oplossing.

¢ Een primitieve van f(ax + b) is éF(ax + b).
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a arctan(x)= %n d arctan(x)= %:rc

x=tan(i7) geen oplossing, want 37 > +1
=3 e arctan(x)=.2
b arctan(x —2)= *L:rc o tan(ﬁ)
x=6,334
x—2=tan(-3m) f arctan(x2—1)=1
Fm G- 2—1=tan(1)
x=1 x*—1=1,557...
¢ arctan(x’— 1)=1ix =587

=1 =td11(311:) x=/2,557...vx=-2,557...

x= 1,599 vx=-1,599

X-1=1
x2=2
2 vx=—\/§
Bladzijde 200
= ! peY = 1 a_ 1 4
"l a f(x)=2arctan(3x) geeft [(x)=2" Tt 5_5x2+ s
s _ | 1
b g(x)“drctdn(x 2) geeft g(x) ()C_2)2+ 1 2—4dx+4+1 x2—4x+5
¢ h(x)=arctan(x?) geeft 2'(x) = L . 2x = 2
() +1 ¥+

N&)

1

53

N
g

dx= [arctan(x)] = arctan(,/3) —arctan(-3\/3) =3 —-gn =31

2+1
1

GrIETL dv = [arctan(x + 1)] | = arctan(0) — arctan(-1) =0 — - s ==

e
My t— uw

5

e
<

dr =[3 - Tarctan(3x)] i‘ﬁ = [arctan(3x)] i‘ﬁ

(2]
[T —

dx=
9x 2+1 ! (3x )2+1
=arctan(\/_ )—arctan(O):;-:rc—0=;-.n

' a arcta.n(?_x—l)=%n

2x—1 =tan(én)
2x—1=33
2x=1+3/3

x=iriy3
b arctan(lzm+ \x) =2
Izm+ v =tan(y/2)
Jx=tan(y2) - 13m
x = (tan(y/2) — 13%)* = 2,63

1 4x 2%
Ty % 2 + ’ - . = =
¢ f(x)=arctan(2x* + 1) geeft f"(x) 2T 4x Al 1+l P o4
L3 3 1
d 25xlzo+ Tdv= (5x)lzo+ pde= [10- %arctan(Sx)]iﬁ= 2arctan(y/3) — 2arctan(1)=2 ' in—2 - tn=1x
10 21

1
2 =

2+1 GxR+1

Dus a=2ienbh=1,

d o f(x)=x2+4:‘_
1

1
b F(x)= 2% £t arctan('gx) +c=5 arctan(%x) =
2
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Bladzijde 201

2% 21

22 de= J' 22
16x2 + 1 (4x)* + 1

dx=21 - Tarctan(4x) + ¢ = Sarctan(4x) + ¢

Fo)=| dr=|

32x2+2

4 1 ] - 1
G(x)fjx2+4dx~jix2+ldx J‘(%x)2+1dx72arctan(2x)+c
5 5

5 =
—9+10dx J(x+3)2+1

H)= [ arermio = [5o3p

3 _ 3 3
J(x)_Ix2+4x+5dx—I(x+2)2—4+5dx_j(x+2)2+1

-

dx=5arctan(x +3) +¢

dx=3arctan(x +2) + ¢

1 x \I!
a = dx = dx=[ 3 arctan(—)]
!"2”’ !53‘2“ J(%>2+1 o V3/%
3
=3 arctan(%)— NEX arctan(%>= 3 arctan(3/3) — /3 - arctan(0)
= é 6“\/_
1 x=1
2x 1 2 — [avetania? =l
b ! - +1dx '[ 2P+ 1dx —[arctd.n(x )] = arctan(1) — arctan(0) = ;7
6 6 6 6 6 5
5 _ 5 g _ g
¢ £x2—6x+18dx_£(x 3)E— 9+18dx J-()c 3)2+9 !%(x 3)2+1dx !((x NP +1
=[5 - 3arctan(3(x — 3))] =Zarctan(1) - Zarctan(0) =3 - ;=37
H arctan(x) 3 g = | in
= = =1242]3
! 211 —— —dx= E,[ 1dx '[0 arctan(x)d arctan(x) (J;udu [zu ] i
=§ gnt—0= 18’t
Bladzijde 202
15 12
m J = [2s2 2l 1 _1
a { 4x2+9 ‘([ ia 1 ) (gx)2+ldx 3 2zirct21n(3:c)]0 sarctan(1) — arctan(0)
1in(3) & x=1In(3) 3 | B ; ’ 1
b !) 62M_ldx==0 (e‘)2+lde ][“2+1 drctan(u)] = arctan(y/3) — arctan(1) = 37— ju = 15n
1 1 1 1 g
- L —
¢ J4x2—4x+2dx—6[( —1)2—1+2 !( 1)2+1 dr = [zarctan(2x — D),
= Larctan(1) — arctan(-1) = -in—%-—};na’;n

bap—
£l

3T

=

H
T*—.u
=

: sm(x)
E[ osz(x)+1

L
2
g 0

dcos(x) = j du~ drctan(u)]l
1

" cos?(x) + 1

= —arctan(0) + arctan(1l) =

136 Hoofdstuk K @ Moordhoff Uitgevers bv



' a arcsin(x)=1ix

10 g o @ 8EH1T) 0-10Qr—8)  20r+80
e O f(x)_x2—8x+l7 geeft f(x) = (2 —8x + 172 _(x2—8x+17)2
F(x)=0 geeft -20x+80 =0
-20x=-80
x=4
y
AY;
1
|
|
— 1 X
0 4
s f(4)=——0 10
LS T T

[ R 10 S 10 ;
!xz Bt 170 I(x—4)2— 6t 17dxzj(x—4)2+1dx= [10arctan(x —4)],
=1

Oarctan(1) — 10 arctan(0) = 10 - 47c 2 s

b OF)

¢ O(W,)=10 geeft jf(x)dx= 10
4
[IOarctan(x —4)];7: 10
10arctan(p — 4) — 10 arctan(0) = 10
arctan(p—4)=1
p—4=tan(l)
p=4+tan(l)

4 14 4 4
.[xlnz(x)+x dv=|7 e J )+ 100 = [y du =4arctan(u) + ¢ = 4arctan(in(x)) + ¢

P
j f(x)dx =[4arctan(In(x))]| = 4 arctan(In(p)) — 4 arctan(0) = 4 arctan(In( p))
1

O(V,) = geeft 4arctan(In(p)) = n

arctan(In(p)) =3
In(p) = tan(;m)
In(p) =1
p=e
Pl S T T ke 1
43 dr= dsin(f) = : dr= Hdr=[1de=[1]"=¢%
e :J-o N e A ! i { cos(p)  COSOU= { Ul
Bladzijde 204
s | [l 3o | ) e |4
arcsin(x)lf%:rc ’ -im | -ix | fé:rc| 0 | tn | in | 3n | in

x =sin(3m)
x=1

b arcsin(x)= *é:rc
x = sin(-¢m)

o
X=3
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¢ arcsin(x)=2
geen oplossing, want 2 > 17
d 3arcsin(x—\/3)=nx
arcsin(x — \3) =1
x — /3 =sin(3m)
5-13

x=13/3=2,598

= Larcsin(3,/3) — tarcsin(3)

first

=)

i
[,

= I #dx= 2 de [arcsm(3x)] f,ﬁf

7dx =
AEVI T g —Jﬁ L= Gy
= arcsin(% . l%ﬁ) = arcsin(;— . 71§\/§) = arcsin(%\/i) — arcsin(- ;—\/5)
~in—-ln= ;-n
;—ﬁ ¥ x=12 ) 1
c dv= [ I———=dx2=|3%" u = [arcsin(u)|}
!)- 1= JC4 xJ;O V (J; 1 - u 0

=larcsin(3) — arcsin(0) =1 - fn— 0=15m
! 1 x=1 1 1o
X ¥ 2 4\ 2 !
‘ de= dx= g drcsm(u)]
!W j Ji-0e J W dx j
% drcs1n(2) arcsin(O) = 5 . g:rc — = E -
Ly a Flx)= ja:rctan(x) dx = xarctan(x) — jx darctan(x) = xarctan(x) — Ix 2 L ] dx

= xarctan(x) - j{ d(x* + 1) = xarctan(x) — *In(x> + 1) + ¢

X +1
1

J1—x2

b G(x)= Iarcsin(x) dx =xarcsin(x) — jxd arcsin{x) = xarcsin(x) — Ix § dx

|

= xarcsin(x) — j*ﬁd(l —x2) = xarcsin(x) + /1 —x*+¢

Bladzijde 205
arcsin(x)

i
o FO=["=F ==
_ 1 _ 1 T S

b G(x)ijx\/l—lnz(x)dx J iy j\/l—lnz(x)

dx= J'arcsin(x) . de= jarcsin(x) darcsin(x) = arcsin?(x) + ¢

dlIn(x) = arcsin(In(x)) + ¢
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[t a 25-x'>0
x*<25
T
x2<5
NN

Dus D= (-\/5,/5).

¥
I I
| i
| |
| I
| |
| |
I I
| |
| |
I I
| |
I —x
| |
| |
| I
| |
| |
I I
| |
| |
I I
I I
x=-J5 x=5
b f(x)=§xgeeft—25x?=§
x=0v25—x'=3
x=0v25—-x*=9
x=0vx*=16
x=0vx=2vx=-2
Yy
l fli
| I
| I »
I ry=sx
I Ly
I L
1 [
I Ly
-2 Ly
— + X
1 241
11 I
11 I
11 I
) [
| I
I
| I
| I
I I
! |
x==/5 x=+5
f(x)f%xgeeft—\/g<x5—2v05x52
Wi W Ly WL LI
c OV)=| —dr=| —/—dx=| —]———dx= — 4y
i 25— I N I JI-&p Lo Ji-de
%1 1 Lo S NI S S L1 1
= |5 du= [— arcsm(u)]' =sarcsin(s) —sarcsin(0) =5 ;T =757
b 3 2 3) 72 376 2
! J1—u? o
[{.4 Breuksplitsen
Bladzijde 207
2x 1 . 5
SR F(x)=jx2+1 =jx2+1d(x + Lp=lnge* 1)
1
G(x) = j 7 dr = arctan()
2x+1 2x 1

b Uitdelen geeft h(x)= 57 =57+ 7

Dus H(x) = In(x? + 1) + arctan(x) + c.

=f{x) + g(x).

@ Noordhoff Uitgevers bv Voortgezette integraalrekening 139



| a Uitdelen geeft f(x)=

2x+5= 2x 5
x+1 x+1 x+1

fis zo niet te primitiveren, want er is geen primitieve te geven van — —

x+1
_ 3 2x+2 3 2x+2+3 _ 2x+35
b f(x)_2+x+1—x+l +x+1 x+1 x+1
Dus de splitsing is correct.
F(x)=j(2+i)dx 2x+3Inlx+ 1| +¢
Bladzijde 209
Bl o x+1/2x+1)\2
242
-1
2x+1 1
Dus x+1 Hz_x+1'
2x+1
F(x)—jx+1dx—j(2—x+l>dx 2x—lnjx+1|+¢
b x+1/x V1
x+1
=
Dus +1 =1-
F(x)= x+1)dx=x—1n\x+1\+c

140

c ?.x+1/x+1\5

)dx=%x+4lln\zx+1\+c

x+1 x+1
x+1/-x+2\-1
-x—1
3
2—x 3

=-1+
Dusx+1 h x+1

2_
F(x)=jx+fdx j( 1+%1)dx=—x+31n|x+ 1|+e¢

F a x—1/x*—-2x+3\x—1

=11 +2In(2)

Hoofdstuk K

2 )dx= L2 —x+2Mmfx—1[)) =45 -3+ 2In@2) - 2 -2+ 21n(1))

@ Moordhoff Uitgevers by



Iithxdx J( 2+ 1 “%) =[2+x—tnlx+1]]

=-4-2-In(1)— (-16 — 4 — In(3)) = 14 + In(3)

_3—4x  -4x+3
54 LS e
2x+1/-4x+3\-2
H¥=2
5
3 —4x 5

=-2+
Dus 2x+1 2 2x+1°

Flx) = j3 2N j(z 2x+1>dx “2x+24n[2c+ 1|+ ¢

6x—1_ 6x—1
g0 =T, 2x T x 1
“2x+1/6x—1\-3

bx—3
2
ox—1_ 2
Dusl_zx— 3+1—2x'
1 2
dx=J’(43+l_zx)dx=~3xkln‘1~2x|+c
b ~ 1#24% - B Ya—2
i
-4x
“dx+2
2
202 = 5x _ 2
Dus oy Y 2 1

2x—1
—In(11) + 13+ In(5) = 75 + In()

6 6
jzxz—sxdxﬂ(x—z_L)dx:[§x2—2x—1n\2x—1|]§=18- 12— 1In(11) — (45— 6 — In(5))
3 3

g 3+ x
e flx )_ T geeft
_(x+1) B+ D=0 +g) L P sagnddel-g-x i+l
T 1) T Gelr Gy
f(0)=1,dus k:y=x.

X 4x
J(x)=x geeft PO R
) x2+1

+1
X2+ 1
x+1
x=0vx*+1=x+1
x=0vx’=x
x=0vx=0vx=1
f(1)=1, dus A(1, 1),

x=0v =1
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Dus F(x)=3x—21n|x +1|+c.

4 22x—1)+2 2
Ly
Dus G(x)=2x+In|2x— 1| +¢,

Bladzijde 210

b x+1/x° Fa Y —xtZ
X
X+ x
X -x
2x
2a+2
=2
s N 2
Dusx+1#x X2 Y
2
L 2 1 1 2
O(V):jx J’(xzkx%‘ZATl)dx:[§x3~5x2+2x*21n‘x+IHO
0
=§—z+4—21n(3)—(0—0+0—21n(1))=4§~21n(3)
: _3x+1 3x+1)— 3+1 2
o Sy x+1 x+1 x+1

. a  f(x)is voor elke x gedefinicerd, want de noemer x* + 4x + 5 heeft geen nulpunten.
x2+4x + 4 = (x + 2)? heeft één nulpunt, namelijk -2, dus de grafick van g heeft één

verticale asymptoot.

x*+4x + 3= (x+ 1)(x + 3) heeft twee nulpunten, namelijk -1 en -3, dus de grafick

van h heeft twee verticale asymptoten,
b o +dn+S =G+ 2P—A4+5=0+ 2P+ 1

2-~-4x+5 Ix2+4x+5d(x ThE)

ot )2+ 1 dx =carctan{x +2) +d

a
+2
b

J
et
J
S+ wr2p
J
J

dx= aln‘x+2‘+c

=

x+2

x+1dx aln‘x—!—l‘—l—c
b
x+3

dv=blnx+3|+c

Bladzijde 213
pE)=x*~3x+5,q()=1,ix)=x+1,b=-4enc=4,

e 2+1/x+x N1

142

jb(x+2)2dx BxA Bt e=—2 k¢

In(x*+4x+5)+c

i O
x—1
1 1
xt+x x—1 3 2x—1 30 2x 1
= =1+ =14+ =1+ —
) 2+ 1 ! xr+1 ! x2+1 ! ¥+l 2+l

L, L

j2 ?"xdxzj 2_ 42+ 1) =bin(2 + D) +e
x*+1 x2+1 z

Dus F(x) =x +3In(x>+ 1) — arctan(x) + c.

Hoofdstuk K
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b x—6x+9/x*—6x+8\1

Dit geeft F(x) =1x2 —2x + Injx| = 2In|2x + 1| + ¢,

@ Moordhoff Uitgevers bv

i
-1
_x—6x+8 1 TS G
iy b s Rk T R
F=x+(r=3) +e=x+—=+e
¢ 2+2x-3/% Y u—2
i .
-2x% + 3x
2 —4x+6
Tx—6
. B Tx=6 Tx—6  _ a b
M= B3 ® “ gag—a (D18 * * g1 23
B ax+3)+bx—1) ax+3a+bx b (a+tb)x+3a—-b
—F G-Dx+3)  * “TTe-DE-3 * (x— D(x+3)
{a+b 7
3a—b=-6
da=1 *
a=jz
a+tbh= 7} =T
b=62
1 . 6%
x—1 x+3
Dit geeft F(x) =1x2 = 2x+ tnlx — 1] + 62Inlx + 3| + c.
X 4x xx2+1)
Q] a fn= Bl 2] =x geeft F(x) = 2x +c
b x»—6x+9/x° +x \x+6
¥—6x"+9x
6x% — 8x
632 —36x +54
28x — 54
_ BEx P 28x—54 " 28(x—3)+84-54 B 28 5 30
U R A e (x—3)? R RS
—x 6+ 2 30(x—3)? geet
F(x)= 2xz+6x+281n\x 3| =30(xr—3)" +c =12+ 6x+281n|x - 3|A—3+
¢ 27 +x/2%+ 1\x-1
2
,x2
—xz—%x
%x+l
Aeef] | %x-'-l 1 ZX+1 1., 4a b
f(x)_2x2+x TR x C L xmrD) C 2 x I+l
B l+a(2x+1)+bx_ 1+2ax+a+bx_ (2atbx+a
IR T @t ) T a2t ) 2T x(2xt 1)
_1
2a+b~2}2+bz]_
a=1 i
b_*li
D — 41_+l_ 1%
us fx)=x—3 T T

Voortgezette integraalrekening
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X 4x
Dusx2+4*x Zia

4x _ s
e j S+ =2In(2 - ) +e

2 2
Dusj2+4dx—j( ~xfj4)dr=gxl—zmu?+4ﬂ§=2*2hm&*{042hm4n
0 0
=2-2In(8) +2In(4) =2 — 2(In(8) — In(4)) =2 — 2 In(2)
B4 \x—4
¥+t +ax
-4x? — 4x
~4x? —16x—16
12+ 16
- ¥ 3 12x+16 12x+16
e I P N e
as 12 8

x+2 (x+27

12(x+2)—8
(x +2)

— *4"1‘&_‘8()(“*“2)2

8 i 8
X 1 78
E[mdx I[(x 4+—48(x+2)> [%x2~4x+121n|x+2|+8(x+2)‘]0
[ —dx+120njx+2| + +J
:32g32+121n(10)+5—(0 0+12111(2)+4)=12]n(10)+%b121n(2)~4
=12In(5)- 3%
dx—8  Ax—8 _a . b _a(x~5)+b(x+1)_ax*5a+bx+b
P—4x—-5 @E+DE-5 x+1 x-5 (x+DE-5  @xE+DE-5)
_(atbx—5a+b
@D -5)
at+b=4
-Sa+b=-8
6a=12
a=2
a+b=4}2+b“4

b=2

2 2
J'ﬁdx:j(i_%iybc:[2ln\x+1|+.’)_111|x*5|]3

x*—4x—5 x+1 x-5
0 0

=21n(3) + 2In(3) — (2 In(1) + 2In(5)) = 41n(3) — 2 In(5)

xX2+1/xt +1\x2-1

1 1

#h-q 2

!)‘ dx=b"(x2—1+xz+l>dx=[;—x —x+231'cta.n(x)]
3

Hoofdstuk K

— 1+ 2arctan(1) — (0 — 0 + 2arctan(0)) = -3 +
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b x*+2e+1 7t +1 82—+ 3
5 2% = 3
T
“2x3 — 4x2 - 2x
3 +2x
3¢ +6x+3
~4x -2
X +1 4x+2 4x+2 dx+1)-2
o Frderd T R TP 3Gy
4 2
x+1 (x+1)7

4
i _ 2
x*—2x+3 x+1+2(x+1)

xt+1 _](2 —2)
.[x2+2x+ldx_£ o3 x+l+2(x+l) dv
o 2 7
=[§x3~x2+3JCL4ln|x+1‘*2(x+1)]]0=[;-x3kx2+3x*4ln‘x+I‘Am]o
=1—1+3-4In(2)—1—-(0-0+0—4In(1)—2) = 13— 4In(2) + 2= 35— 4In(2)
¢ H+4xc+3/x \x?—4x+13
a3
-4x3 — 3x2
4 — 165" —12x
132+ 12x
13x% +52x +39
-40x — 39
-40x—-39  -40x—39  a b alx+3)+blx+1) ax+3at+bi+b
R2H+4x+3 @+HDE+3) x+1 x+3  (x+DE+3)  x+DEr+3)
_(atbx+3a+h
C (+Dx+3)
a+b=-40
3a+b=-39
-2a=-1
1
473 }‘+b:40
. 2
a+b 40 5 _401E
Ty 2 % %
S . A — 2 _
-[x2+4x+3dx !(x 4)HAI?H‘,\H*I x+3)

=5  2=5 @ b a(x—3)+b(x—2) ax—3a+bx—2b
x2—5x+6*(xfz)(xf3)’x—2+x~3’ x-2(x-3)  (x-2(x-3)
(a+bx—3a—2b
O (x—2(x-3)
a+ b=2 ‘2 2a+2b=4
{—3a —2p=-5 1| Bt {—3a 58
O R
-a=-1
“:;_2}1+b=2
arome)lp=

f(x)=x12+xl3 geeft F(x)=1Inlx — 2| + In|x — 3| +¢

_ 2x—5 - 1 Die = B
i F(x)fjx2_5x+6dx Ix2_5x+6d(x 5x+6)=In[x2— 5x+ 6| + ¢

Infx — 2| + In}x — 3| = In|(x — 2)(x — 3)| = In|x2 — 5x + |
Dus de primitieven komen op hetzelfde neer,
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— 10x+5
L a flx)= T2 Azt geeft

(@ —4x+ 1) 10— (10x+5) - (8x—4) 40> — 40x + 10 — (80x” — 40x + 40x — 20)
B (4x2 —4x + 1) a (2x—1)*

_ 40> — 40x + 10 — 80x> + 20 _ -40x> — 40x + 30
(2x = 1)* (2x-D?
£1(x) =0 geeft -40x2 — 40x +30=0
4t +4x—3=0
D=4-4-4--3=64
_A+8_ vx:ﬂz,ll
8 8 2
vold. niet
in.is f-lhy=—2 35 _“10__
i 8 /C1D g6+ 1 16
Dus B,=[-3, ).
L _f 10x+5 dx_35(2x—1)+10 _3( 5, 10 )dx
(V)_I[4x2—4x+l ’]f (2x — 1) ‘sz—l (2x— 1)
3 3
j( 2 +10(2x—1)’2)dx=[%ln‘2x—l‘—5(2x—1)’]]?=[2%]n‘?_x—1‘——]
1
1

5
2x—1 2x—1
211In(5) —%— (25111(1) - %>= 241n(5) — 1+ 5=4+23In(5)

[

-

X

oo |th

Il

Bladzijde 214

x2+4
[ 0 f®= C+5c+4 geeft

(P 5x+4) 22— (2 +4) - (2x+5)  2x7 + 1027 + 8x — (27 + 5x% + 8x + 20)

71 (% + 5x + 4)? (2 + 5x+4)
_ 24 ¥ 1P B0 ~ 5@ —8E—20  5iF—20
(x*+5x+4) (x* +5x +4)
f(x)=0 geeft 5x>—20=0
5x2=20
x’=4

x=2vx=-2
x> +5x+4=0
(x+Dx+4)=0
x=-lvx=-4
¥

i
|
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
l
I
e
I

I

|

I

I

/)

x=-4 x=-1

max. is f(-2)=-4
min. is f(2)=3
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x2+4 _4
2+5x+4
4 +20x+ 16=x>+4
3x2+20x+12=0
D=202-4-3-12=256

b f(x)=4 geeft

x=ﬁ20-¢-16=_gvx=*20—16=_'5
6 3 6
y
i i
I |
1 |
1 I
I I
I I
I I
I I
l l y=4
= T T
LN
:6 | _'Elo X
I 3
| I
1 I
I I
I I
1 |
!/\!
x=-4 x=-1
f(x)54geeﬂx5—6v—4<x<—lvxZ—%
¢ XX+5x+4/x% +4\1
¥ +5x+4
-5x
X Sx a b a(x+4)+ b(x + 1)
fo9=1- -1- =1_( N )z_
a2 S+ (x+1)x+4) x+1 x+4 (x+1Dx+4)
B ax+4a+bx+b_1 (a+b)x+4da+b
(x+Dx+4) (x + D(x +4)
at+tb=5
da+b=0
-3a=35
a=-15 1 12455
at+b=35 -
b=6§
S : B
O(V)=(j)(1 ‘m)dxj(l +x+1—x+4)dx=[x+ 13Infx + 1] = 65 Infx + 4[],

=6+ 15In(7) — 63In(10) — (0 + 15 In(1) — 63 In(4)) = 6 + 15 In(7) — 65 In(10) + 65 In(4)
=6+ 15In(7) + 63 1n(3)

a x=-1Y
i
|
I
/|
-------- 1:------—""_—_-_‘3/:1
| V
] X
i
i
|
I
I
|
x=3
X x+1-1 1
f(x)_x+1_ x+1 = x+1

3
o) = !(1 - ﬁ)dx = [e—tn}x+ 1]} =3~ In(4) ~ (0~ In(1)) =3 ~ In(4)
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b ](L)znf(x+l>2dx “f( xi1)2dx_“j( xil+(x-:1)2)dx
1

3 3
2
!(1—71+(x+1) )dx—n[x—anx+l—(x+1)‘]z—n[x—21n|x+1|—m]0

=n(3-2In@d) — 1= (0 —2In(1) = 1)) =n(3 - 2In(d) — 1 + 1) = 331 — 2z In(4)

| a f(x):ln(x2+l)geeftf’(x):xzi1 .2x:x22f1

£ =1 goet 52— =1

|

3x2+3=10x

3 —-10x+3=0

D=(-10%-4-3-3=64
_lo+8 _3y _10-8
6 6 3

f(3)=1In(10) en f(3) = In(15)
Dus de raakpunten zijn (3, In(10)) en (3, In(15)).
b f(x)=1In(2) geeft In(x* + 1) =In(2)

2+1=2
xt=
x=lvx=-1
¥
\ /
y =)
1 V l
L L %
ENG) 1
1
jf(x)dxzjln(x2+ 1)dx=x1n(x2+1)—jxd1n(x2+ 1) =xIn(x2 + 1)—];;-)(2+1 < 2xdx
231 +2-2
=xIn(x2+1)— J2+1dx =xIn(x®+1)— j L
=xln(x2+l)—j( m)dx xIn(x?+ 1) — (2x—Zarcian(x)) +&

=xIn(x*+ 1) — 2x + 2arctan(x) + ¢
1

o) = j (In(2) —f(x)) dx =[x In(2) = (xIn(x2 + 1) — 2x +2 arctan(x))]fl
[

xIn(2) —xIn(x>+ 1)+2x—2 arctan(x)]

In(2) - ln(2)+2 2arctan(1) (-In(2) + In(2) — 2 — 2arctan(-1))
2-23m+2+2-sm=4-x

I£.5 Integralen bij parameterkrommen

Bladzijde 216

a j S de=[F)]. = F(b) ~ Fla) =~(F (@) = F(b)) =-[F()]; == [ () dx

a b
b
b | f(x)dx+jf(x)dx [()] [F)], = F(b) — F(a) + F(c) — F(b) = F(c) ~ F(a)
= j f@@)d
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| a BijA4hoortt=0, bij B hoort =2 en bij C hoort t =4, dus

X Xg =2 =2

O(V)=[ydx—[yde=]| ydx—fydx
x, Xe t=0 =4
= =2 =4 —4
Herleiden geeft O(F) I j =j J ydx=j ydx
il t=0 ::4 =0 =2 1:0
b O(V):j (f%r2+2)d(75r2+2t‘)~I(*ztz+2)(~r+2)dt—I(2t3—r2 2t + 4)dt
t=0 0
—A-LA -+ A =32-%—16+16- 0=10§
=0 =0 t=0 =0
¢ OV)=] xdy=] 3L +20d(-32+D=[ (32 +20) tdi=] G -2P)de
=4 t=4 =4 t=4
—[A-20) =400 -2 00—t 44 -2 ) =0-32+42 =102

Dus hetzelfde antwoord als bij b,

Bladzijde 217
=2 =4 =2 =4 =4
(] a O(V)=—j xdy+ J- dv=j xdy+ J- dy=j xdy
=2 = : — =
=2 -
b /(L)=x] xldy=nj (2:2— 2242 - 20) = nj(ztz— 2t - 2)ds
=2 t=2
-2
gnj(f 28 +4)(t—2)dt= j(4t5 LA =28 + 42 + 41— 8)dr
2
—n[24t e e (A LRI Iy

=n(5; + g—8—10 +8+16— (5~ 15— 8+ 105 +8~16))
=m(2-32-2-103+2-16)=17%x

Bladzijde 218

x=0geeft#—2t=0
Ht—2)=0
t=0vie=2

t=0 geeft (0, 0)
t=2 geeft (0, 6)

v=0geeft —t=0
HE—1)=0
t=0vi=1
t=0vi=1vi=-1
t=1 geeft (-1, 0)
t=-1 geeft (3,0)
=0 t=2 it
Or)=-[ ydx+ | ydx=
=1 t

| dx+jydx=jydx j( —fd(F - 2x)=f(r3—:)(2r—2)dz
0 - - - 0

||v—.u

@t -20-22+2di=[2F-1r-2p+p] =2 32-L 16-2-8+4-0=3L

Il
S S,

vdv=] G -25+2)d(-A+20)

&3
=j Gr—231+2)(- 2t+2)dt—I(ﬁ4t3+20t2—%+4)dt=[*%t“+29—0t3—%t2+4t]z
t=0

=-27+60-42+12-0=3
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Bladzijde 219
. a Teken de lijn x = a door het punt waar X zichzelf snijdt en de lijn x =  die K raakt in
het punt waarvoor ¢ = t5.
y

1
o /= b
Noem V| het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnen x = @ en x = b en het bovenste

deel van K en V; het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnenx = a en x = b en het
onderste deel van K. " 5 5 -

=4 £ L 4 4y
Dan geldt O(V) = O(,) = O(V;) = | ydx [ ydv=| ydv+ | ydx=] ydr.
t=t, t=t, t=t, t=t t=1,
b Teken de lijn y = ¢ door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn y = d dic K raakt in
het punt waarvoor t = t,.
v

d

c

-1

o/ *
Noem F; het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het rechterdeel van K
en V, het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het linkerdeel van X.
t=t, t=t, =t t=t, =t,
Dan geldt O(V) = O(V;) — O(V,) = j xdy— J- xdy= j xdv+ J- xdy= j xdy.
t=t, =1, 1=t =t =1,
¢ Teken de lijn x = a door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn x = b die K raakt in
het punt waarvoor ¢ = 1,.
y

-1

o / a b
Noem | het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnenx =a en x =5 en het

bovenste deel van K en W, het vlakdeel ingesloten door de x-as, de lijnenx = a en
x = b en het onderste deel van K.

150 Hoofdstuk K @ Moordhoff Uitgevers bv



=t =t 1=t =t

2 =t 1 1
Dan geldt O(%) = O(,) = O0F;) = [ yde— [ ydv=[ ydv+ [ ydv=] ydv.
t=t, t=t, t=t, t=t, =1,
Teken de lijn y = ¢ door het punt waar K zichzelf snijdt en de lijn y = d dic K raakt in
het punt waarvoor ¢t =1t,.

X

Noem ] het vlakdeel ingesloten door de v-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het rechterdeel
van K en W, het vlakdeel ingesloten door de y-as, de lijnen y = ¢ en y = d en het linkerdeel van K.

=ty =t =t =t =ty

Dan geldt O(W) = O(W3) = O(W,) = | xdy—j’lxdy=J- 'xdy+j 4xdy=J- xdy.

Bladzijde 220
la y=0geeftdt—1£=0
4—-r)=0
t=0vir=4

t=0vit=2vi=-2
t=-2 geeft (3, 0)
=0 geeft (-1, 0)
t=2 geeft (3, 0).
t=1 geeft (0, 3)
Dus V" wordt in negatieve richting omlopen.

X
t=2 =2 2 2 5
OV)=| yde=| (4=2F)d@~1)=[@4~F) - udi= (82 -2 de=[237 37,
=2 =-2 -2 -2

=22.23-2.25-(2%- (-2 -2 -(-2))=23-8-%-32-2%} 8 +%--32=17%
=2 =2 2
b 1(L)=nj y2dx=nj (4r—r3)2d(12—1)=1rj(16t2—814+t6)-2tdt
-0

=0 t 0
2

=nf(32F ~ 168 + 20y de =8t ~ 234 + ;2]
0

=m(8-24—23: 264525 —n(0-0+0)=2l3xn
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Bladzijde 221
o x=0geeft-#+61=0
-H(t—6)=0
t=0vt=6
t=0 geeft (0,0)
t=6 geeft (0,0)
t=73 geeft (9,9)
t=4 geeft (8, 103)
Dus ¥V wordt in positieve richting omlopen.

¥ t=4
K
t=3

t=6

6
—[ZF- 1k +ar]-0- - 65—

o a y=0geeftsin(2r)=0
2t=k'=®
t=k- %7{
(=0 geefi (0, 0)
t =37 geeft (2, 0)

t=4m geeft (1, 3/3)

¥
K t=1im

Noem F het vlakdeel boven de x-as en rechts van de y-as.

t=in t=in ing
oVy= j ydr= j sin(27)d2 sin() = j sin(27) - 2 cos()dr =
t=0 t=0 0
iz 0
j 4sin(r) cosX(r)dr = j ~4cos¥(r)dcos(t) = j e
0 =0 1
Dus de totale oppervlakte van de vlakdelen is 4 - 15 =51,
= 21‘[ t= 51'[

6t +4-6) =431

0 0
Oy = ydx=[ (37 +2P)d(-£ + 60 = [(-56 +20)(-21 + 6)dr = [ G — 67 + 127 dt
= 6 6
l

j 2sin(r) cos(r) - 2 cos(f) dt
0

[13w] =0--15- 12=14

b (L)=2'=xn j Vidx=2n I sin®(21)d2sin(7) = 2n j (2 sin(r) cos())* - 2 cos(Ndr
0

t=0 =0
in

=2 j 4sin*(1)cos(f) + 2 cos(r)di = 16x
0

-

—_—

1
2‘J'I:

=0

1

sin(¢)(1 — sin’(0) dsin(/) = 167 [u(1 — 1) du

0

1
= 16n[(u? — u*ydu = 65 — % W) = 16nt — 1 — 16n(0 - 0) =22
]
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71 @ x=0geeft2sin() =0

t=k-m
t =-r geeft (0, 37%)
t =0 geeft (0, 0)
t=m geeft (0, s72)
t=3m geeft (2, 1)

y

t=-mpgt=n

ol|t=0

Dus V" wordt in positieve richting omlopen.
K is symmetrisch ten opzichte van de y-as, want
x(~f) = 2sin(-f) = -2 sin(£) = -x(1) en v(-1) =5 (-1)* = 12 = ¥(1).
=r =T T I
ovy=2- j xdy=2" j 2sin()dir=2" jz sin(7) + tde = J'4tsin(t) dr
t=0 =0 0 0
j Atsin(r)dt = j4:d—cos(z) =4¢ + —cos(f) + j cos(f) d(41) = -4t cos(r) + j4cos(z) de
=-4¢cos(f) + 4sin(f) + ¢

Dus O(V) = [-4tcos(f) + 4sin(9)] = -4m - -1 + 0= (0 +0) = 4.

t=m =n T b1
b [(L)=x| ¥dv=r] 4sin’(0)d5r=n[4sin() - rdr=m[4rsin’())ds
=0 t=0 0 0

j 4tsin¥(r)dt = j 41t —Lcos(2n)ydr = j(zt — 2tcos(2t))dr = j 2tdr — j 2tcos(2f)dr =
72— jzrd;—sin(zf) =2 -2 - Lsin(2r) + j%sin(zf)dzz = 12— tsin(20) + j sin(2f)dt =

2 — tsin(26) — 3cos(20) + ¢
Dus (L) = nj4r sin?() d = a2 — tsin(2f) — ycos2D)]; = M(m? — 05— (0— 0 —3) = ’.
0

Diagnostische toets

Bladzijde 224

@ F)=[3x/@+2dv=[13(2 + 28 d(? +2) = [luidu=3 - Jul+ o= (2 + 2P + 2+ ¢

b F(x) = [3cos(x’ +2)dx = [cos(r’ +2)d(x’ +2) = [cos(u)du = sinu) + = sin(x* +2) +¢

¢ F)=[(4r+6)In( +3v)dv = [In(x* + 3x) - 2d(* + 3v) = [2In(u) du = 2(uIn(u) ~ u) + ¢
= 2uln(u) — 2u + ¢ = 2(x* + 3x) In(x> + 3x) — 2(* + 3x) + ¢
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e 1 =g 1 1 ] 1
a I Tﬁ :I ngjdmﬁjzjvgdu:jMdu:Euﬂ;:%‘1_§_0:%

1 x=1 0 0

i x=ln ,
b jCOQ(x) Sln3(x)d_x J Sin3(X)dsin(x) _ J‘u3 o= [iu"]:):}l o _4l i :i

g x=0 0

82 | 3 1o

!xl +1 ,[ Fa] dix*+1)= '2[ ;du = [3 1n|u”2 =3In(10) — 3In(2) = 3In(5)

f(x) =0 geeft 2xsin(x*) =0
x=0vsin(x*)=0
x=0vx’=k'm
x=0vx=\k-nvx=-k'=x

xin [0,/2n] geeftx=0vx=\mvx=2n

[-2xsin(?) dv = [~sin(x?) - 2xdx = [-sin(+*)d(x*) = [~sin(u) du = cos(u) + ¢ = cos(x?) + ¢

o)y = jzx sin(x?) dx = [-cos(x?)] f =-cos(m) +cos(M)=1+1=2
0

N
oWwy= j ~2xsin(x?) dx = [cos(x?)] f =cos(2m) —cos(m)=1+1=2
Jz

Dus de oppervlakten van de twee vlakdelen zijn gelijk.

@ F(x)= [4xsin(2x)dx = [-2x - 2sin(2x)dv = [-2rdcos(2x) = 2xcos(2x) + [2cos(2v) dx
=-2xcos(2x) +sin(2x) + ¢
b G(x)= [ I de=[Inx)dlr’ =2 In - [ din) =5 In(x) — [57 - T

X
=5 In(x) — [5dx =323 Inx) — 5 + ¢

I o f()=(Qx—x)e geeftf(x) = (2—2x) - &+ (2x —x2) - &' = (2 — x?) "
F15)=0 geeft 2 —x)e* =0

2-x2=0
x*=2
vae3

min. is f(-y2) = (-2y2 - 2)¢ V2
max. is f(1/2) = (22 — 2)e\?
b f(x)=0geeft2x—x*=0
x(2-x)=0
x=0vx=2
[@x—x)erdre=[r—x)de = 2v - e~ [erd(2x — )
= (lx—xz)ex—j(Z—lx)e”dx
= (2x—x2)ex—j(2 —2x)de*
=@r-x)e'~ (2 -2w)e + [e'd(2 - 2v)
= (?_x—xz)e"—(2—2_x)ex—£26’fdx
=(2x—x)e — (2 - 2x)e" — 2" = (-x? + dx — d) et
2 2
O = [fwydv= [@r—)edv=[(=+ dv—4)e]; =0+ 4=4
0

0
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a Flx)= j4x2 sin(2x)dx = j 42 (-} cos(2x)) = -2x? cos(2x) — j—%cos(zx) d4x?
=-2x2cos(2x) + j 4x cos(2x) dx = -2x2 cos(2x) + j 4x d(3sin(2x))
= -2x2cos(2x) + 2x sin(2x) — j;— sin(2x)d4x
= -2x*cos(2x) + 2vsin(2v) — [2sin(2x)dx
=-2x2¢0s(2x) + 2xsin(2x) + cos(2x) + ¢
b j e*sin(2x) dr = jsin(zx) de = esin(2x) — j e*dsin(2x) = e*sin(2x) — jz cos(2x)e*dx
= e*sin(2x) — j 2 cos(2x)de* = e¥sin(2x) — 2 e* cos(2x) + j 2¢"dcos(2x)
= e¥sin(2x) — 2 e*cos(2x) — j4 e*sin(2x) dx
Dus [ ¢sin(2x) dx = ¢"sin(2x) ~ 2¢*cos(2x) — 4] evsin(2x)d
5 j e*sin(2x) dr = e*sin(2x) — 2 ¢* cos(2x)
[e¥sin(2x) dr = fevsin(2x) — e cos(2v)

Dus de primitieven zijn G(x) = fe(sin(2x) — 2 cos(2x)) + c.

243 4 23 | =23 | "
- = : A — 1 1 v
a £x2+4dx (J;%xz_ﬂdx 1 2 (%x)2+1d2x [2arctan(2x)]0
:2arctan(\/§)—2arctan(0):2'ﬁn—Ozgn
o F 1 - 2
= = — , - - - =1
b -l[xz—2x+2dx -l[(x—l)z—l+2dx !(x—1)2+1dx [arctan(x 1)]l arctan(1) — arctan(0) =y
P32 dx:":] 1 dx® = [arctan(x*)]', = arctan(1) — arctan(-1) = n — (-3m) =1
‘ -j1x6+1 CYER arctan(x’) | , = arctan(l) ~arctan(-1) =7 — (-37) =37
L arctan?(x) - . 1 e 5 oy ) LAl _ 1, 133 L3
ﬁdxzz[arctan (x)* e dxzjioarctan {(x)darctan(x) = E[u du= [gu ]5 =7 (Gm) —0=15m
Bladzijde 225
i L
a f& 2geeftx2_4x+5 2
xX2—dx+5=2
X—4x+3=0
x—Dx—3)=0
x=1vx=3
: : | : 1 - 1 3
‘][f(x)dx=!x2_4x+5dx=j(x_2)2_4+5dx=j(x_2)2+1dx=[arctan(x—2)]l

1 1

=arctan(1) —arctan(-1) = +3in=1x
3
OV} =[feydx~2 3=jn—1

1
P
b I Sx)dx = [arctan(x - 2)]}2) = arctan(p — 2) — arctan(0) = arctan(p — 2)
2
O(W) =1 geeft arctan(p — 2) = in

ped=o3
p=2+3

= Larcsin(2x) + ¢

Il

a F(x)=jﬁdx

S T

N e
5x* 1

\/1 —x‘odx '[\/l — QP

b G(x)= j d(x*) = arcsin(x*) + ¢
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I‘3x+4dx=j1 3(x+4)—8dx=j(3_ 8

1
[ | m)dx=[3x—81n|x+4|]_l

=3-8In(5)— (-3 - 8In(3)) = 6 — 81n(5) + 8 In(3) = 6 + 8 In(})
b x+1/x° —x+lyvx?—x
Xt
Tyt
S

3 3
[t o= (@ x ey Jr=Be =5+ ke 1
1 1

=9—45+ In(4)— 3+ In(2)) =43+ In(4) ~ In(2) = 45 + In(2)

. 5,
1 oa f(x)=xx+?;x geeft

G+ (2r=3)—(2=3x) 1 22-3x+2x—3-x>+3x x2+2x—3
B (x + 1) B (x+ 1) T (x+1)?
fI(x)=0geeft x> +2x—3=0
(x—1D(x+3)=0
x=1vx=-3

%

/
-3 1
X

(0] |

[

2y

max. is f(-3)=-9
min. is f(1)=-1
b f(x)=0geeftx’—3x=0

x(x—3)=0
x=0vx=3
x+1/x2=3x\x—4
X+ x
4x
-4x—4
-

: ¢ 4 1 3
O(V)=-jf(x)dx=—j(x—4+m)dx=—[5x2—4x+4ln\x+ 1]
0 0

—-(41— 12+ 41n(4)) + (0— 0+ 41n(1)) = 75 — 41n(4)
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Mo fg-_ B3 _2-6+9 26 9
X—6x+10 x¥*—6x+10 x*—-6x+10 x*—6x+10

2x—6 1 1 5 s
—= ~ dx=|— = =|— — 6x + = —6x + 10| +
[ o b= amey g @ 0dv=] o g 46— 6x = 10) =Inlx’ —6x + 10] +c

9 “fo — L qifg.— 1L _ _
et G—3P—9+10 > Jo B3PS 1 T dactanr—3) e

Dus F(x) = In|x> — 6x + 10| + 9arctan(x — 3) + ¢

b x>—4x+4/x+4x \1
X odxtd
8x—4

2ol 8x —4 Bx—2)+12
G(X)ZImdxzj(l+m)d"=J(l+W)dx

4(1 +Ss (x1_22)2>dx=j(1 +=Ss 12(x—2)’2>dx

=x+8lnlr—2| - 12(x —2)" +c=x+81n‘x—2‘-)%+c

& & a B a1
¢ h(x)gxz—lg(x—l)(x+l)Hx—l+x+14 (r=Dx+1)

_axta+bx—b latbx+a—b
=D+ @—DE+1)

a+b=0
a—b=6
2a=6

3 —_
b=0}b_ 2

3
D= T 2% 1

+

ISR
+

en dit geeft H(x) = 31n|x — L| = 3In|x + 1| +c.
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e x(f)=0geeft4r—£=0
{4—1)=0
t=0vit=4

wWy=0geeft £ — 4> +3r=0
(P —4t+3)=0
(r—1)(t—3)=0
t=0vit=1vi=3
t =0 geeft (0, 0)
¥

.

[yde= (2~ 42 +30d(4—2) = [(¢ =42 + 3004 — 20 dr = [(-26 + 127 = 227 + 120)det
=204 30— 2P+ R +e

5
ovy=[-2F+3-2p+e6r], - [-2F+3¢ - 2F + 6] = 12— -142 - (1L -0)= 152
=3

|+
|oo

wn
wn

b o) = yde=[-3r+3¢-F7+60] = 13- 15 =
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Gemengde opgaven

9 Exponentiéle en logaritmische functies

Bladzijde 226
a x+1>0geeftx>-1,dus D,=(-1, =)
f(x)=g(x) geeft 2 —log(x + 1) = %log(S —Xx)
slog(5) + Slog(x + 1) = Tlog(5 — x)

“log(5(x + 1)) = log(5 —x)

é(x"' H=5-x

x+1=45-9x

10x =44

x=4%

f(x) = g(x) geeft -1 <x§4%
b flx)=3 geeft2—log(x + 1) =3 g(x) =3 geeft flog(5 —x) =3
Slog(x+1)=1 5ore by
Slog(x +1)=-1 gl
x+1=3" 27
x+l=% x=4ﬁ
2

L="3

AB=4%—--1=4%+E=51

f(2)=2-"log(3)=2~1=1¢n g(2)="log(3) =*log((3) ") =1
CD=1--1=2

Dus 4B is niet meer dan drie keer zo lang als CD.

€ f(x)=2-"log(x+ 1) geeft f(x)= MT@)

[Crgaiijn = ~ 1> dus f1x) = -1
— L 4
(x+1)In(3)
L .
(r + 1)In(3)
1
x+1= In(3)
x= 2 e 1
In(3)
1 —1In(3)
AETYR))
1 —In(3)
Dus x,= In(3)

a 4los®) = 23 +log(x) b Flog(2x+ 1) =“log(25)
(22)059) = 23+ log(v) Zlog(2x+ 1) Zlog(25)
72log(x) = 93 +log(x) 210g(8) - 210g(4)
2log(x) =3 + log(x) log(2x+ 1) *log(25)
log(x)=3 3 T2
x = 1000

2log(2x + 1) = 13 - 2log(25)
2log(2x + 1) = 2log(25'%)
2x+1=125

2x =124

x=62
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¢ Slog(x+2)=6"Slog(x+2)+7 d 2-3log(2x—3)+:log2x+1)=2

Stel *log(x +2)=u. Slog((2x — 3)*) —*log(2x + 1) = *log(9)
12 =6u+7 Slog((2x — 3)?) = *log(9) + *log(2x + 1)
w—6u—7=0 Mog((2x — 3)?) =3log(9(2x + 1))
u+1Du—-7=0 (2x—3)2=92x + 1)
u=-1vu=7 4x*—12x+9=18x+9
Slog(x +2)=-1v°loglx+2)=7  4x*-30x=0
x+2=5lvx+2=57 4x(x—75) =0
x=-2+1vx=5"-2 x=0 v x=7;
x=-13vx=78123 vold. niet
a In2(x)+ 1=2%1n(y) d In(x)—In(x+4)=1
Stel In(x) = u. ]n( 4x )=1
wr+1=2%u x+4
w?—25u+1=0 4
w—Hu—-2)=0 x+1 ¢
u=%vu=2 dx=c(x+1)
In(x)=3v In(x)=2 dx=ex +4e
x=\evx=¢ 4x —ex=4e
e (4—e)x=4de
i __de
e =2(e"—2) YT4—e
e'=2¢e"—4 e In(x—2)=4
—e*=—4 In(x—2)=2vInx—-2)=-2
e'=4 x—2=¢*vx—-2=¢7
c ;(321&4;):% x=2+ezvx:2+é
3x+2=c¢ f 3eX+2=35e"
3x+2=\le 3(e")?+2=5¢"
3x=-2+./e Stel e =1
x=-2+1L/c 3ul+2=>5u
3P —5u+2=0
D=(-5)-4:3-2=1
M=SL1=1VH=5_—1=2
6 g “
er=1ve=3
x=0vx=In()
a g, = 1,09
1,0967=2
T =10%]0g(2)=17,561...
De verdubbelingstijd is 7 jaar en 0,561... + 12 = 7 maanden,
b gy, = 0,83

0,837=1

7="%log(}) = 3,720...

De halveringstijd is 3,720... - 24 = 89 uren.
€ Zmaand = 2

Sang = 27 = 1,023...

De toename per dag is 2,3%.
d g8,3 dagen = %

Zaae= 3" =0919...

0,919...5=0,01

t=091910g(0,01)=55,1...

Dus na 55 dagen is er nog 1% over.
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o f(x)=g(x) geeft 3 - 2°=6 - (3)"
32X=6" (2—2)_{
3:2=6-(297
Stel 2* =u.
3u=6u’
3ub=6
w=2
u=2
=2

S

Sx) < g(x) geeft x<3
b A(x)=f(x)+g(x)=32+6 - ()" geeft ’(x)=3 - 2"~ In(2) + 6 - (3)* - In()
W(x)=0 geeft 3 -2 In(2)+ 6 - ()" - In(5) =0
3.2 In(2)+6 (22 - In(22) =0
327 In(2)+6- 2% 2In2)=0
320 In(2)— 12+ 22+ In(2)=0
3:2°In(2)=12- 22" In(2)

—_ =

X =4 .3
2x:22 .2—2x
2x=2272x
x=2-2x
Ix=2
2
=3
y
h
|
|
ol z x
3

Dus 4(x) = f{x) + g(x) heeft een minimum voor x = %

Bladzijde 227
0 f(x) =xc" ! geeft fx)=2x-¢" T +a? ot T = (2 +2x)e !
b g(x)=In*(x) + In(x*) = (In(x))* + In(x?) geeft

2In 2ln(x)+2
g'(x)=2[n(x)~%+%'2x= ), 2_2Intx)

X X X
2_
¢ h(x)="log(x’ —x?) geeft h'(x)= m C (@ — 2= %

d j(x)=In(In(2x)) geeft j(x)= ﬁ . % ye XIntlx)

a y= e3,\:—1 translatie (2, 0) y= E'.’3()c—2)—l
1
Er geldt eS(x*Z)*l — e3x*6*1 — e3x*l*6 = e3,74:*1 . efﬁ = g . 63,\'71.

; 7.0 ; 1
Dus de vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met % levert dezelfde beeldfiguur op.

b y= ln(xz) verm. y-as, 3 y= ln((%x)Z) — ln($x2)
Er geldt In(5x%) = In(3) + In(x?) = In(32) + In(x?) =-2 In(3) + In(x?).
Dus de translatie (0, -21n(3)) levert dezelfde beeldfiguur op.
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a f(X)=(x—-3Pe=(x*—6x+9)e’geeft f(x)=(2x—6) e+ (x’—6x+9) e =(x*—4x+3)e*
f1(x)=0 geeft (x* —4x+3)e"=0
x*—4x+3=3
(x—1)(x—3)=0
x=1vx=3
f(H=(1-3Ye'=4¢cen f(3)=(3-3¥e*=0
De toppen zijn (1, 4¢) en (3, 0).
b £(x)= (2 —dv +3)e" geeft fx)= 2x—4) - e+ (2 —4x+3) - e¥= (2 — 2x — 1)e"
fx)=0 geeft (x> —2x—1)e"=0
*=2x—1=0
D=(-29)—4-1--1=8,dus /D=,/8=2\2

2+2\2 2-2\2
xX= 5 VX= 5

x=1+2vx=1-2
De x-cobrdinaten van de buigpunten zijn x =1 + /2 en x = 1 — /2.
¢ Stelx,=a,danisx,=a+3.
P =f(x,) =/ (xg) geeft (a—3)2e" = ales 3
Voer in y, =(x—3)*e"en y, =x2e* "3,
De optie snijpunt geeft x =-0,861... en y =6,299... en x =0,547... en y = 10,398...

Dus p = 6,30.
g ; r 1 2Iln(x) 1 1 2Inx) | 2Inx)+1
a ﬁz(x)zxz‘ln(x)geeftﬂz(x)=*2x3'ln(X)+x2‘;:T+§'§: & B B
, -2In(x) + 1
f2)=0 geeft — 5——=0
2In(x)+1=0
-2In(x) =-1
In(x) =%
x=c
y
Y el e Y
0 3

I 5.l 1

27 2e

b f,(x)=xIn(x) geeft £;(x)=3x? - In(x) +x3 - %= 3 In(x) + x*

max. is f,(e?)=(c)? t=¢

L1 =321n(x) +a% geefl £"(r)—=8x~ Inlx)+3x%~ i + 2x = 6xIn(x) + 3x + 2x = 6 In(x) + 5x

Sf7(x) =0 geeft 6xIn(x) + 5x=0
x(6Iln{x)+5)=0
x=0 v 6lnx)+5=0
vold. niet 61n(x) =-5
In(x) =~
x=¢% )
De x-codrdinaat van het buigpunt van de grafick van f; is x=¢ =,
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¢ f(x)=x"In(x) geeft £, (x) =px?~" - In(x) +x” - %:px”_ n(x) +x7 * x’!' = px? ~n(x) + x# !
£:1x)=0 geeft px® nfx) + 27 =0
x? Y pln(x)+1)=0
x=0 v phx)+1=0
vold. niet pln{x)=-1
In(x) =5

x=ev
e

Viop = ;—e geeft fple = ;-e
_l_e

pe 3
pet=-3

-3
P=2

a f(x)=g(x) geeft In(4x) = ln(%)

=Lyx=-1
vold. niet
fG)=1In(2) geeft A(3, In(2))

£(x) = In(4x) = In(4) + In(x) geeft [{(x)= %

Stel y=ax+b meta=113) = 2.

ﬁoofil-(’;f)ln(Z))} i ;%1;(3;_1111(2)

De lijn v =2x + In(2) — 1 snijdt de y-as in (0, In(2) — 1).
glx)= ln(i) =In(x ") =-In(x) geeft g'(x) = —%

Stel y=ax+b met a = g'(3) =-2.

=_2JC+b 1
g 2 5+b=In(2
door A(3, ln(2))} b—n(2)+ 1 @

De lijn y =-2x +In(2) + 1 snijdt de y-as in (0, In(2) + 1).
De lengte van het gevraagde lijnstuk is In(2)+ 1 — (In(2) — 1) =2,
b Stel x,=p.

PS=g(p)= ln( }l?)

: . o1
PORS is een vierkant, dus PQ = PS ln(p> — m(l)

Xp=p P

xp=p+ ln( )geeft OR f(p - ln( )) ( (p + ln(;) ) (4p +4ln(:,))

PORS is een vierkant, dus PS=0OR

)< fer--(3)
1 vanf)

Voer in y, = % eny,=4x+4 ln(%)

De optie snijpunt geeft x = 0,1065...
Dus x, = 0,107.
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Bladzijde 228
-1+ 1

a p=10¢
erftl= ll_op
-Lt+ 1 =1n(5p)
~Lt=-1+In(Lp)
t=2-2ln(3p)
t=1n(e>) + In((15p) )
t = In(e?) + In(100p7%)
i =1n(100e’p %)

b y=3 ln(%) +21In(5x)

y=3(In(2) - In(x)) + 2(In(5) + In(x))
y=31n(2) = 3In(x) + 2In(5) + 2 In(x)
p=1n(2%) + In(5?) - In(x)
In(x)=1In(2? - 5%) — y
In(x) = In(200) + In(c*)
In(x) = In(200¢™)
x=200e”
c y=6r+er+l+ex+2+ex+3
et +e eIy
effef wgted «gfbet - =y
e(ltete’+ed)=y
. J
T ltete?+el

:m(é)
. l+e+e+e?

e-1 _ e—1 _ e—1 _ 1 _ 1

et—1 (@+1)e?—1) (E@+1)e+)e—1) (*+1)e+l) e+ei+e+l
gl — & =il E= 1

Dusx—ln( I +e_'_ez_ke3)ka,nworden geschreven als x ]n(e4_ I y).

10 Meetkunde met vectoren
a Substitutic vanx=-1+5tenv=—in3x+2y=10geeft 3(-1 +5H+2 - =10
-3+ 15t—-2t=10
13t=13
=1
t=1geeftx=-1+5=4ceny=-1, dus S(4, -1).

b mLk,dusZ,,,:Fk:(s).

-1
mSx—y=cl _p.: a_
doorA(l,3)}C Tl —3=2
Dus m: 5x —y =2,

¢ n= (3), dus 7, = (_23)

‘(51)(%) _Jo+3] 43

COS(Z(k,l))—(S)’(2)*\/%,\/533\/5‘5\/5

-1

Z(k, 1) =45°
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- {-1+
d Popk,dusp:( 1_{5:)'

— - = [-1+54 (1 _ 5t—2
AP=p a_( ¢ ) (3) (:—3)

De lijnen AP en [ zijn evenwijdig en 7, = (3)’ dus (St _ 2) ) (3) ¢

-1—3 2

15t —-6—-2t—6=0
13t=12

_ 12

=13

t=% geeft P(-1+5- %, —%)=P(3%, —%)

m _5

GG s

G

3 -5

cos(Z(k, m)) =

Z(k, m)=11,9°
b ?f‘—(;'), dus E,ﬁ(;).

k:3x+2y=c| _ _

door (1, 2) }0—3 1+2-2=7

Dus k: 3x+2y="1.

x=2u—6e¢eny=-5u+4substitueren in 3x + 2y =7 geeft 32u —6) +2(-5u+4)="7
6u—18—10u+8=17
“du=17
u=—4:—1

u=-4ygecfix=2--45-6=-145eny=-5--4;+4=25;

Dus S(-143, 253).

oo st - )

nlm,dusﬁﬂz;mZ(z).

-5
m2x—sy=el _ s = _
door O(0, 0) }n.Zx =4
d plldusp:3x—y=c| _, . _o_
doorA(6,8)}c 2= gl

Dus p: 3x—v=10.

x=1—2teny=2+3¢substitueren in 3x —y=10 geeft 3(1 -2H)—-2+3)=10
3-66—2-3t=10
-9t=9
t=-1

t=-lgeeftx=1—-2--1=3eny=2+3--1=-1

Dus (3, -1).
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"1 a Aisheteindpunt van @ en B is het eindpunt van b.
Teken een cirkelboog van de cirkel met mlddelpunt A en straal OA. Deze cirkelboog
smjdtkm Ocen B. Je hebt nu benBA=a—b.
Teken ¢ evenwijdig met BA en even lang als BA.

K

b A is het cindpunt van @ en B is het cindpunt van 5.
|¢| = /3 - || betekent dat drichoek OBA een bijzondere rechthoekige drichoek is met
zijden waarvan de lengten zich verhouden als 1 : 2 : \/_
Teken lljmtuk AB loodrecht op £. Je hebt nu b  en BA=da-b.
Teken ¢ evenwijdig met BA en even lang als BA.
k

¢ Zie de figuur hleronder
Ais het emdpunt
BA=a-benc=a —b

2 - |a] oftewel OB =204,

B

De cosinusregel in AOAB geeft AB> = 0A + (204)* —2 - OA - 204 - cos(60°)
AB*= 04>+ 404> — 404* - }
AB?=304?

=\3-d|

AB=|BA|=|¢|en 04 =
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Zle de ﬁguur hlcronder
2 +|a| oftewel OB =204,

BA—a—b enc—a—b

k

De cosinusregel in AOAB geeft AB> = 0A? + (204)* =2 - OA - 204 - cos(120°)
AB2= 04>+ 4042 - 404> - -3
AB* =704

=\7-a]

AB=|BA|=|¢| en 04 =a],

Bladzijde 229
a E is het snijpunt van de diagonalen DI en CI van het vierkant DCHI en is dus het
midden van diagonaal DI

13-
g

3_4% 3
Stel CF:y=ax+bmeta= =g
4-2
3
T o) S
1
door C(4, 3) 34p=3

b=6
Dus CF:y=-3x+6 en G(0, 6).

CG=(0—47 +(6-37 = (47 + 3= 25=5

o dc=c-a=(3)- ()7

- s o > — (P d b+d
=h + = = + =
f=b+BF=b+BCy ) (b—c) (b c)

(a_d)+(€ti)) %(ﬁb) dus M(za +3b, -3a+5b).
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(b+c+d)

- oy —, b C+d
q:%(b+g):%((0)+(b—c+d)): b—c+d

j\TQ:"_E:l(b"'C"'d)_L(a"'b):L(*a‘*'C"'d)
I \b—c+d/ *\ 0 Nb—c+d
NQ = NPy, dus NP = NQ en NP L NQ, dus driehoek PON is een gelijkbenige

rechthoekige drichoek.

s g
o
ac=z-a=(,4 )-(3)-(2=2)

T + +
p=a+AP=a+ACR=(a)+(a d)=(2a d)

0/ \a—d a—d
2a+d=10
P(lO,—l)geeft{a d=-1
+
3a =
3:3=4}3-d-1
d=4
Dusa=3end=4.
b x+yv=6 }
: 2a+td+ta—d=6
+ s
PRa+d, a—d) 3u=6
a=2
- (4+d — [d—2
a#deeftp4(2_d)enACf(d+2).
- = == = —— [44d} (d-2) (2d+2
9"P+PQ—F+AC_(2—d)+(d+2)‘( 4 )
15
o }l(2d+2)2=4
2
Q2+ L 9] 24+ 2y2=3

2d+2=2\2v2d+2=-22
d+1=\2vd+1=-\2
d=-1+\2vd=-1-2
vold. niet
Dusd=-1+/2.

X — - =
a AB.(V)—a-O-t (b—a) AB;(x)=(_1)+[-(l)
i=(s)mi-a-(0)-()-G )
5 gl 5 -6 -2
x =099 oftewel -1 + =99 geeft r = 100
=100 geefty=5+ 100 -2=-195
Dus D(99, -195) op de lijn 45.
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X - A
b BC.(v)b+t'(c b) BC'€)=(2)+t‘(l)
e (Qend-5-(-(3)-F)= )]
-1 8/ \-1 9 3

k:x+3yv=c

doorA(_ljs)}le 5=14

Dus &: x + 3y = 14.

Substitutie vanx=2+teny=-1+3tinx+3v=14 geeft 2+t +3(-1 +3r)=14
2+t—3+9t=14
10t=15
t=1%

=13 geeftx=2+13=31en y=-1+3 - 13 =33, dus 5(33, 35).
¢ AP=BP, dus P ligt op de middelloodlijn m van 4B,

m1AB, dus 7, =n .= (f)

-~ A+
Popm,dusp=(22+r).

— o o (EH20 (1) (2+ 15
= = T - — 2
i (2+:) (5) (r—s)
=p—-phH=|2 - - 2
aai (2+t) (71) (r+3)
AP 1 BP, dus AP - BP =0
(2t+1%).(2t—1%)=0
t—3 t+3
42 -2;+£-9=0
52=113
£=23
=1%vt=fl%
t=1% geeft PE+2 - 13,2+ 15 =P(3% 3
t=-1% gecft PE+2--13,2-1H=P(-21, 1

2> 2
o 50 (-2 [

AX = P d
s (»-)‘(33)” o
(2,-1)op BC, dus 38 + 3r=-1
3r=-39
t=-13
g=lent=-13geeftp+-13-1=2
p—13=2
p=15
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Bladzijde 230

— . = _(0) _(8\_[-8
® Bl =a=g 16) (0) (16)
+

x|\ _ (24 1
e and—2-(- (- )] VB
8 24 8 16/ \-2
xp=22enPop CD geeft 24 +¢=22, dus 1 =-2.
r=-2geefty=8+-2+-2=12enditis vp.

Verder geldt xp, <xp<xo et y-<yp<¥p.
Dus P ligt op de zijde CD.

x:—, e
b AP.(V) att-(p—a) AP.(x)=(0)+[.(ll)
~=(0) q_qz(zz)_(o)z(zz),\(u) w16 -2
4=le/ P "9 12) " e) T4 T \2
~ 11t
QOpAP,dusq=(16_2t).
== = = [ 11t \_(16}_[11t—16
gl =¢ ~= (16*24‘) (24) (2t—8)

DO loodrecht op AP, dus (11t— 16) ) (11)=0

-2t—8 -2
121t =176 +4t+16=0
125¢r=160
t=1%

=13 geeft O(11 - 135, 16 —2 - 13%) = O(14%, 131}

a x()=7£—4t geeft x(1)=2t—4

WO =1 =47 + 42 geeft y(£) =42 — 122 + 8¢

Evenwijdig met de x-as als y (1) =0 Ax(£) #0
4P =12 +8t=0A2t—4#0
A= 3t+2)=0A2r#4
A= 1) —2)=0A1%2
(t=0vi=1vi=2)At#2
t=0vr=1

t = 0 geeft het punt (0, 0).

t =1 geeft het punt (-3, 1).

Dus evenwijdig met de x-as in de punten (0, 0) en (-3, 1).

Evenwijdig met de y-as als x{0))=0 A y() #0
t=2At£0At£1At£2

Er is dus geen waarde van 7 die voldoet, dus er zijn geen punten waarin de raaklijn

evenwijdig is met de y-as.
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b Naar links betekent x(#) <0
2t—4<0
2t<4
t<2
Vi)=0geeftt=0vi=1vi=2(zica)
Omhoog betekent y(¢) > 0.

v

t
0 1\/2

Viy>0geeft0<t<lwvi>2

X(H<0Ay(1)>0

[<2A0<t<1vi>2)

0<r<1

Dus naar links en omhoog voor 0 <z < 1.
£ xH=-3 peeht 2 —41=-3

£—4t+3=0
(t—yr—3)=0
t=1vt=3

t=1 geeft het punt (-3, 1), dus voldoet niet.
t =3 geeft het punt (-3, 9), dus voldoet,
x(3)=2-3-4=2en)(3)=4-3*-12-32+8-3=24
De baansnelheid is v/(3) = /22 + 24 = /580 = 2,/145.
d (D)=t — 4P+ (4 - 122 + §1)?
Voer in ¥, = \/(2x — 4)2 + (4x% — 12x2 + 8x)2.
De optie minimum geeft x =2 en vy =0.
De minimale baansnelheid is 0 voor =2,
e x(0)=2t—4 geeft x"(f)=2
V(1) =48 — 128 + 8t geeft 1'(1) = 122 — 24t + 8
De versnellingsvector is evenwijdig met de lijn y = x als V(1) =x"(¢)
128 -24t+8=2
122 -24t+6=0
2P —4t+1=0
D=(-4?-4-2-1=8,dus /D=8=22

_4+2\2  4-22
T4 VIt
t=1+32ve=1-1/2

t

a y)=0geeft—1=0
£=1
=lvi=-1
= 1 geeft het punt (0, 0).
t=-1 geeft het punt (6, 0).
Dus de snijpunten met de x-as zijn (0, 0) en (6, 0).
x(t)=0 geeft £ + 3 —2t=0
- —3t+2)=0
-i(t—1)}(t—=2)=0
t=0vi=1vr=2
t =0 geeft het punt (0, -1).
t =1 geeft het punt (0, 0).
t = 2 geeft het punt (0, 3).
Dus de snijpunten met de y-as zijn (0, - 1), (0, 0) en (0, 3).
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b x()=-F + 3 — 2t geeft x(t) = -3 + 61— 2
WO =1 —1 geeft v(£) =2t
Evenwijdig met de x-as als v(£) =0 A x(r) # 0 en evenwijdig met de y-as als x(1) =0 A v(£) £ 0.
x(H) =0 geeft -3 +6:—2=0
D=6"—4+-3-2=12,dus\[D=12=2/3
=B z\f - z\f

t—l—g\/gvr—1+3\/_
V(=0 geeft 2:=0
t=0
Dus raaklijn evenwijdig met de x-as of met de y-as voor r=0v=1-13ve=1+13.
¢ Evenwijdig met de lijn y = 2x + 3 geeft (fgg) B (;)
2-x0=1-y©
2(-32+6t—2)=2¢
-6 +12t—4=2¢
-6 +10t—4=0
P=srH1=0
D=(-5f-4-3-2=1
_5+1 5-

= o
5 lvi 6 3

t= 1 geeft het punt (0 0).
=2 geeft het punt (-3, -3).
Dus de punten zijn (0, 0) en (—27, s
d y(r)=8geeftrr—1=8
£=9
t=3vit=-3
t =3 geeft het punt (-6, ), dus voldoet,
t =-3 geeft het punt (60, 8), dus voldoet niet.
x(3)=-3-3*+6-3-2=-11eny(3)=2-3=6

De baansnelheid is v(3) = /(-11)*> + 6% = /157.

e y()=-3geeftA—1=-3

1»2:]_

1
1
5V ="~

2 —

=3
x(3)=-g+3 ;-2 5=-3 dus =5 voldoet.
x(-3) =g+ 3§~ 2- 3= 1, dus £=-5 voldoet niet,
W(t) =32+ 61 =2 + 2P =9 — 18P + 62 — 18F + 367 — 121+ 62 — 12t + 4+ 47
=9 =368 +522 - 24t +4

a(ty=v'(t)= :
2\/9[4 —3682 +52P —241r+4

o IRl g B -1 3
a(z) = i 1 I 1 =TT uvl?
Vo E-36-1+52-1-24-1+4 1L

Dus de baanversnelling is 13 /17.

188 — 542 +52¢— 12
VOt =368 + 522 — 24t + 4

< (36 — 1082 + 1041 — 24) =
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11 Integraalrekening

Bladzijde 231
a Flx)=x+ ln( ) geeft
w1y 1L ==1)= 1 - 2
Flay=1+—1 A (2 1l el wtl x;—l= g 2 =x21+2
x—1 (x+1) x—1 (x+1) (x—D(x+1) x>—1
x+1
_
x*—1

Dus F(x) =f(x) oftewel F is een primitieve van f.

b Fx)=x 1n(§ i 1) + In(x2 — 1) geeft

1
2 x+1 1 =D l=@+D-1 1
=1 +x - .
Flo=1 ln(x—l) X T - 2-1
x—1

x+1 x— L x—T—=x—1 2x x+1 g1 -2 2x
= +x- : + = +x T
ln(x— ) S 2 TR hl(x—l) L -1 -1

:1(x+1>+ 1 2 % :1(x+1>_ 2 2 :](x+l>
Max—1)" " 2+1L x—1 #-1 Nx-1) 2-1 #-1 Nx-1

Dus F(x)=f(x) oftewel F is een primitieve van f,
¢ F(x)=-x3cos(x) + 3x?sin(x) + 6xcos(x) — 6 sin(x) geeft
F'(x) =-3x% * cos(x) — x* * -sin(x) + 6x * sin(x) + 3x% * cos(x) + 6 * cos(x) + 6x * -sin(x) — 6 cos(x)
=-3x2¢0s(x) + x*sin(x) + 6x sin(x) + 3xcos(x) + 6 cos(x) — 6xsin(x) — 6.¢cos(x)
= x’sin(x)
Dus F(x) =f{(x) oftewel F is een primitieve van f.

d F(x)=(6x?—2x—4)yx—1 geeft
F)=(12x—2) - Jx— 1+ (6:x2— 2x— 4) - \/_ — (-2 a4+ X2

- 2%

=1
_(2x— 2)(35_1) 3 —a— 2 12x2—12x—2x+2+3x2—x—2
VX \X x—1
I85—15% 15x(x— 1)
= =15xx -
VE=L o x—
Dus F(x)=f(x) oftewel F is een primitieve van f,

1 79—

a f(x)=7"log(5x) geeft F(x)=7 "5 TN s A L i Ty

b f(x)=e ! geeft F(x)=2e:* '+c
¢ f(x)=101In(2x — 4) geeft
F(x)=10 - 2((2x — 4 In(2x — 4) — (2x —4)) + ¢ =5(2x —4) In(2x —4) - 52x — 4) + ¢
xt—6x?\x + 8
T A

X X x
6

F(x)=%x2—l—‘x;'+%‘x’]+c=%x2—12\/;—;4-6
7
e f(x)=(2+32=x'+6x2+9 geeft F(x)=+x°+ 2>+ 9x + ¢
f(x) = 3sin(4x) geeft F(x) =3 - -Tcos(4x) + ¢ =-3cos(4x) + ¢

a (x)—\/6x+ 3=(6x+3) geeft F(x) =1 3(6x+3)7+c=§(6x+3)\Jox+3+c
b f(¥)=7 IgeeftF(x)gIO Hol2x—1|+c=52x—1|+¢
¢ flx)= (3x 6)2 geeft F(x)=1+-(Gx—6) 1 +c=-1(3x—6)! +c

) 1

d f(x)=(zx+5)‘=2x+5geeftF(x)=lln\zx+5\+c
o3 1 102x—3 02x 3

e f(x)=10 geeftF(x)—i-ln(lo)+c 21n(10)

_Sx_l &_L: b, b = x 21
)= g = g 4 2 et P = 4)+ @
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174

F(x) = (ax*+ bx + c)e* geeft
F(x)=QRax+b) e+ (ax*+bx+c) e =(ax’+(2a+bx+b+c)e
Dit moet gelijk zijn aan f(x)=(>+ e, dusa=1,2a+b=0enb+c=1,

a=1 }

o 2+b=0
2a+b=0 b=
b=_
b+C*1}_2+C_

c=3

Dusa=1,b=-2enc=3.

f(x) =px geeft x> — 3x=px
X =px+3x
X=(p+3Ix
x=0vxi=p+3
x=0vx=yp+3vx=—p+3
vold. niet

Vpt3 Wpt3 pt+3

Oy= [ (px—fGde= | (pr—(F-3)dr= [ (*+(p+3w)dx
0 0 0
=3 12 = o () (e - 0=i(p -3y

O(V)=9 geeft 1(p+3)>=9

(p+37=36

pt3i=6vp+3i=-6

p=3vp=-9

vold. niet

Dus p=3.

O(ABCD)=5-(2-p)=10-5p
¥ is het vlakdeel dat wordt ingesloten door de gratiek van f'en het lijnstuk CD.
5 5 3 5 3
0= [2 =) dr= g(z Lt —x+1>dx=6[(3—%x—x)dx=[3x—ix2 ~ i+ 1]
=15—-63—3In(6)— (0—0—0)) =83 —3In(6)
O(V) =1 O(ABCD) geeft 83— 31n(6) =5 — 25p
2ip=31In(6) - 33
p=15In(6) — 13

Bladzijde 232
a 54 km/uur =15 m/s

Versnelling van de wielrenner constant a en beginsnelheid 15 geett snelheid v, () = at + 15.

v (6= at + 15 geeft s, (f) =3a? + 15t + ¢

. 2
i:g)));ioat *lare ‘:} su(f)=ar + 151
Ve(f) =0 geeftar+15=0
at=-15
15
a

(=

Gemengde opgaven
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2
sw(—ﬁ):m geeft1a .(,E) +15 -2 40
a a a

1225 225 _
a

2
40
Dus de versnelling van de wielrenner is -2,8125 m/s”.
b a=-2,5 v,(0)=15¢ens,0)=0 geeft v (1) =-2,5+ 15 en s,(f) =-1,257 + 15¢
6 km/uur = 15 m/s
Voor de auto geldt v,(1) = 1%.

12 12
v,(f) = 15 geeft 5,(1) 13r+b}Sa(r)=1% el

a=-

=-2,8125

5,(0) =40

Val8) = vy (1)

-2,5t+15=13

-2,5t=-135

=53

(53 =-1,25 - (597 +15 - 55=445

5,(55) =13 55 +40 =48

Dus op het moment dat de wielrenner en de auto dezelfde snelheid hebben, rijdt de
auto 485 — 443 = 45 meter voor de wielrenner.

De wielrenner kan dus op tijd stoppen,

a 0= [+ D= [ ]1= SRV S
) ! 1(3) o 3 T nG) " n3)
X X l
b I(L)= nj(3x+1)2dx ﬂj(32x+2 3+ 1)dr = :rc[l 13(23)+2’1n?;3)+]

4 6 3 . 2 _ (4t6-5-2 \ g
(1n(3)J’1n(3)Jrl (1n(3) 1n(3)+0))‘“( m3) ) TmE "

¢ y=3+1lgeefid*+1=y
F=y—-1
x= 3log(.,v =1
S0)=2enf(1)=4

4
IM)=m- 12+ 4—x[Clog(y— )Y dy=9,89

2

a /= nj 2y = nj(rz ?)dv = Jt[rzx——x3] =2 tr=1 G (2 fr—5 GO

—Tc(zﬂ—ﬂﬁ) Tt(3r3— )= 4nr m3 6487cr

=
b 1,=51

i= ?rj Vidx = '.rtj (P =xH)dx= :rt[rzx = 3x3] i =u(r® - pr— %(pr)3) — a2« —pr— %(fpr)3)
B —br
=n(pr* =30’ P) +w(pr® = 5p° ) =a2pr’ - 3p° ) = 2p - 3P
i= %Ibo] geeft 2p — §p3)ﬂr3 = %mﬁ
Ip—2p3=2
P3P =
Voer in v, =2x —3x en y, =3,
De optie snijpunt geeft x = 0,347...
Dus p = 0,35.
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Substitutie van y = 3 in x> + )% =25 geeft x> + 9 =25
=16
x=4vx=-4
Substitutie van y =4 in x> +)? =25 geeft x> + 16 =25
x*=9
x=Fvar=-3
3 4
KL)y=x] 2dx+nj42dx+njy2dx nj 2dx
3

-4 -3
-3

=nf @5 - )ydv+af16x]’, + j(zs ) dr— 9",
-4
=n[25x— 1] +n(48——48)+n[25x—3x] — (36 —-36)
= (=75 +9) -~ n(-100 + %) + 96x + n(100 — &) — (75 - 9) - 72x
=-66m+ 7831+ 96w+ 783w — 661 — 72m =491

Bladzijde 233
a 1%
ALy
V=g
Vv
X
2]
e =¢ e¥=¢ e =g~
2x=1 x=1 2x=-x
x= % x=-1 x=0

¢ omlaag schuiven geeft

1 1
:

0 3 0 5
KL)=x[(e™~ePdv+nfEe> —ePdr=n[(e?~2¢™ + ) dr +x[(e* ~2¢>*! +e)dx

0 -1 0
1 E 0 1 L
= Tt[—ge 2 il g ezx],] 4 “[4_64:_ p2r+1 4 ezx]o

=n(-5+2e) — n(-3e? +2e* ) +n(fe’ — e +3e) —m(j—e) = (-je* + e —Pn
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0 0
b [g()dr=[edr=[¢"",=-1+¢
-1 =]

i _rl 5 __ 1 1
e*dr=[3e"] =3¢ 3

[f)de =

D eyt
O eyt

Dus O(W)=-1+e+3e —3=13e— 13,

ln(c%) NER
Ie‘xdx = [fe"*]] )

a3
-1

100V =3(13e - Iy =53

T ct+3 -+
) :*el“(“”)+e=fel"(*)+e=*e43 l

Dus de lijn x =1n verdeelt ¥ in twee delen met gelijke oppervlakte.

4
e+3
12 Goniometrische formules

a sin(x+§rr)=—cos(x—§rr)
cos(x — éﬂ) =cos(x + %1:)
x—ifn=x+in+k-2nvx—gn=-x—in+k 2z
geen oplossing 2x=- én+k - 2n

x:*%n%k*n

b 2sin(x)cos(x) = cos(x + +m)
sin(2x) = sin(x +37)
Zx:x+%n+k'ZRVZx:n—x*%n+k'2ﬂ
x=3ig+k-2nv3ix=in+k-2n
x=in+k-2nvx=sm+k-in

1 1

c cos(x+51c)’cos(x)~4—\/§
cos(x +1m) * sin(x +3m) =1./2
1sin(2x + ) = 5/2
Sin(2x + 1) = 31/2
2x+n=]1n+k-21tv2x+n=%7t+k-27t
=-3n+k-2nv2x=-;n+k-2x
xzf%ﬂ+k'1rvx=*é-n+k'1r

d /3 -sin(2x) +cos(2x) =1
2/3sin(x)cos(x) + 1 — 2sin’(x) = 1
24/3 sin(x) cos(x) — 2sin%(x) =0
2sin(x)(y/3 - cos(x) —sin(x)) =0
2sin(x) =0 v /3 - cos(x) — sin(x) =0
sin(x) =0 v sin(x) = \/3 * cos(x)

sin{x)
x_k'nvcos(x)—‘/g
x=k-mvtan(x) =3
x:k-nvx:§n+k-n

a f(x)=(2—sin(x))? =4 — 4sin(x) + sin’(x) = 4 — 4sin(x) + 3 — Tcos(2x)
= 41 — 4sin(x) — Fcos(2x)
F(x)=43x +4cos(x) — 3sin(2x) + ¢
b g(x) =sin(3x)cos(3x) + cos(3x)sin(3.x) =sin(31x)
G(x) =-3cos(31x) + ¢
¢ A(x)=4cos*(x) — cos*(2x) = (2 cos?(x))* — cos?(2x) = (1 + cos(2x))* — cos?(2x)
= 1 +2cos(2x) + cos?(2x) — cos*(2x) = 1 + 2 cos(2x)
H(x)=x+sin{2x) + ¢
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a  f(x)=sin(x) — cos(x) + /2 geeft £’(x) = cos(x) + sin(x)
[(x) =0 geeft cos(x) + sin(x) =0
sin(x) =-cos(x)
tan(x) =-1
x=-intk'm
SEgmy=sin(-3) = cos(-3m) + 2 =-5\2 =52+ 2=0
fi (1]—17{) =0enf ’(*i:rc) =0, dus de grafiek van fraakt de x-as.
b fGGr—p)+fGGr+p)=sinGgn—p)—cos(n—p)+ 2 +sin(zn+p) —cos(zn+p)+2
= sin(37) cos(p) — cos(37) sin( p) — (cos(3x) cos(p) + sin(3m)sin(p)) + 2
+ sin(i:rc) cos(p) + cos(i:rc) sin p) — (cos(f;:rt) cos(p) — sin(ﬁﬂ) sin(p)) + \/5
=4VZ - cos(p) ~ 532 * sin(p) —5V/2 * cos(p) ~ 532 * sin(p) + 2
+3v2  cos(p) + 332  sin(p) — 32 * cos(p) +3v2 * sin(p) + 2 =242 =2,
Dus de grafick van fis puntsymmetrisch in A(;7.+/2).
¢ fGn-p)=sinGn-p)-cosGu-—p)+2
= sin(% mycos(p) — cos(% w)sin(p) — (cos(ﬁ— m)cos(p) + sin(%n) sin(p)) + \/E
:% o cos(p)+% o sin(p)+§ 2 -cos(p)—% 2 sin(p)—»—\/i
=2 cos(p) +2
SGn+p)=sinGn+p) — cos(Gm +p) + 2
= sin(f—1 w)cos(p) + cos(% w)sin( p) — (cos(j-ﬂ) cos(p) — sin(%;rc) sin(p)) + \/5
=3V2 * cos(p) = 3v2 * sin(p) + 312 + cos(p) + 312 * sin(p) + {2
=2 cos(p) + 2
fGr=p)=fGn+p)

Dus de lijn x =37 is symmetricas van de grafick van f.

o =10 - [arsimee)

w(£) = \[(-absin(b1))? + (abcos(b1)y’= \Ja> b?sin’(bi) + a® B> cos*(br)
= \Ja® b¥(sin’(bt) + cos*(br)) = \Ja* b*> = ab

— _[x"(D\ _ [~ab’cos(bt)

b W (y”(t)) - (—ab2 sin(bt))
= = [-absin(bt)\ (-abcos(br)
V(@) - a) (ab cos(br)) (abzsin(br)
Dus v(1) La(r).

¢ |a(0)| = Jab?cos(br))? + (ab? sin(bi))? = \Ja? b* cos’(bf) + a? b*sin’(br)

= \Ja? b (sin’(b?) + cos*(br)) = \Ja® b* = ab?

v=10en ‘E(t)‘ =5 geeftab=10enab*=5

) = a* bsin(br) cos(bt) — a* b3cos(br) sin(bt) = 0

ab? _ 5
ab 10
1

b=;3

b=%enab=10 geefta=20
Dus de straal van de cirkel is 20.

Bladzijde 234
a f(x)=2cos*(x) +sin(2x) = 2 cos*(x) — 1 + 1 +sin(2x) = cos(2x) + sin(2x) + 1
F(x) = cos(2x) + sin(2x) + | geeft f(x)=-2sin(2x) + 2 cos(2x)
S(x) =0 geeft -2 sin(2x) + 2 cos(2x) =0
sin(2x) = cos(2x)
tan(2x)=1
2= n+k'm
x=trtkebn
x in [0, 1] geeft x=gm v x=3n
max. is f(37) =cos(3m) +sin(Gw) + 1=22+3\2+1=1+2
min. is f(31) = cos(15m) +sin(157) + 1=-32-52+1=1-2
Dus B,=[1-2,1+2].
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b f(x)=g(x) geeft 2cos’(x) + sin(2x) = 2 sin(2x)
2 cos?(x) = sin(2x)
2 cos?(x) = 2 sin(x) cos(x)
2 cos(x) =0 v cos(x) = sin(x)
cos(x) =0 v tan{x) =1
x=in+k-nvx=in+k-n
xin [0, 1:] geeftx=gmvx=3in

oy)= j (2sin(2x) — (2 cos*(x) + sin(2x))) dx = I (2sin(2x) — (cos(2x) + sin(2x) + 1)) dx

(25in(2x) — cos(2x) — sin(2x) — ) dx = I (sin(2x) — cos(2x) — 1) dx

1
T

= [f ; cos(2x) — 5 sm(zx) x]

_: = f;cos(:rc) = %sin(n) — %n —: (*%COS(%TE) = %sin(%;rc) = }Tﬂ.’)
=%—0—;—n+0+§+3n: | —ZTE
¢ Cis het midden van 4B als g(p) =1 1(p).
Dit geeft 2sin(2p) = cos?(p) + 3sin(2p)
13sin(2p) = cos(p)
3sin(p)cos(p) = cos*(p)
cos(p) =0v 3sin(p)=cos(p)

L
7

3 sin( p)
=o+jk v —

p=sntk-mv3 —

vold. niet tan(p) =7

a up=25sin(8nt)
Per trilling wordt 4 - 25 = 100 mm afgelegd.
Er zijn % =4 trillingen per seconde,
dus P legt per minuut 60 - 4 + 100 =24 000 mm = 24 m af,
ug = 40sin(6mr).
Per trilling wordt 4 - 40 = 160 mm afgelegd.
Er zijn 3—2 =3 trillingen per seconde,
dus O legt per minuut 60 © 3 + 160 =28 800 mm = 28,8 m af,
Het punt O legt de grootste afstand per minuut af. Het verschil is 4,8 m.
b Op¢=0 beginnen P en O beide aan een nieuwe trilling,
P heeft trillingstijd 7 seconde en Q heeft trillingstijd 1 seconde. Dus na 1 seconde
heeft P 4 trillingen gemaakt en O 3 trillingen, dus beginnen P en O na 1 seconde
beide de tweede keer aan een nieuwe trilling.
Dusopt=1.
¢ De afstand tussen P en Q is \25 sin(8xs) — 40 sm(6m)\
Voer in y, = ‘25 sin(8mx) — 40 qln(()nx)‘ en y, = 30.
De optie snijpunt geeft x = 0,2360...
Dus het eerste tijdstip is ¢ = 0,236,

a f(x)=0 geeft 2sin’*(x) + sin(x) =0
sin{x)(2sin(x) + 1)=0
sin(x) =0 v sin(x) =-1
x=k-mvx=-im+k-2nvx=lin+k-2n

xin [0, 2n] geeft x=0v x= nvx—lnvxélnvx 2n

0=[fx)dc= j(zsinZ(x)+sin(x))dx:j(2qin2(x)—1+1+sin(x))dx
0

0

f (~cos(2x) + sin(x) + 1)dx = [~3sin(2x) — cos(x) + x|
0

——gs1n(21c) cos(m) +mw— (——qm(O) c0s(0)+0)=0—-1+x+0+1=2+x
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b f(x)=2sin’(x) + sin(x) geeft /"(x) = 4 sin(x) cos(x) + cos(x)
f(x) =0 geeft 4 sin(x) cos(x) + cos(x) =0
cos(x){4sin(x)+1)=0
cos(x) =0 v sin(x) = 73—1
x=imvx=1invsin(x)=-3
fGm) =2sin’(Gm) +sinGm) =2+ 1+1=3
f(im)y=2sin2(1in) +sin(13m)=2-1-1=1

sin(x) =3 goeft f() =2+ (-3 ~3="¥
[f(x) = p heeft precies vier oplossingen voor *é <p<0v0<p<l,
¢ f3n—p)=2sin* (31— p)+sin(3n —p)
= 2(sin(+7) cos(p) — cos(xm)sin(p))* + sin(E ) cos(p) — cos(: ) sin( p)

=2(1"cos(p)—0+1-cos(p)—0
=2 cos*(p) + cos(p)
fGm+p)=2si’Gu+p) +sinG+ p)
= 2(sin(3m) cos(p) + cos(zm)sin(p))? + sin(37) cos(p) + cos(3m)sin(p)
=2(1 - cos(p)+0)>+1-cos(p)+0
= 2cos?(p) + cos(p)
Er geldt f(;—TC —p)=fi (%n + p), dus de grafick van f'is symmetrisch op het interval [0, «].

p=fGr—im)=fGm=2- (3P+i=1

x() = sin(f) + cos(?)
v(t)y=1+2sin(2f + m)
X% = (sin(z) + cos(£))* = sin’(f) + 2 sin(f) cos(?) + cos*(r) = 1 + sin(27)
y=1+2sinQ2t+x) =1 — 2sin(2f) } 3 5
. ) =1-2(2-1)
P —2_1(Y
x°=1++sin(2¢) geeft sin(2f) =x — 1 p=1-2242

y=-2x*+3
Dus de baan van P is een deel van de bergparabool y=-2x? + 3,
Dusa=-2enb=3,
b 2=1+ sin(Zt)}

<xi<
1<sin<1[ 0S¥ 52

22222
x=-\2eny=-2x+3 geefty =-1

x=+/2 eny=-2x%+3 geeft y=-1

Dus de keerpunten zijn (f\/i -1)en (\/E, -1).

Bladzijde 235
a De baan van P is de cirkel met middelpunt O en straal 4, de baan van Q is de cirkel
met middelpunt O en straal 5.
De minimale afstand tussen Pen Qis 5—4=1voor 5t=3t+k* 2n
2t=k-2m
t=k-'m
Dus de minimale afstand wordt bereikt voor t=0, f=men ¢ = 27,
De maximale afstand tussen Pen Qis S+ 4 =9 voor 5tr=3r+n+k - 2n
2t=mw+k-2n
t=in+k'=m
Dus de maximale afstand wordt bereikt voor 1=1x en ¢ = 157
b PQO?=(5cos(3) — 4cos(51))* + (5sin(37) — 4 sin(5¢))?
= 25¢08*(31) — 40 cos(31) cos(51) + 16 cos*(5¢) + 25 sin?(37) — 40 sin(37) sin(5¢) + 16 sin*(5¢)
= 25(cos?(3r) + sin?(37)) + 16(cos*(51) + sin?(5¢)) — 40(cos(37) cos(5¢) + sin(37) sin(57))
=25+ 16— 40cos(37 — 5f) = 41 — 40 cos(-21) = 41 — 40 cos(2f) = 41 — 40(1 — 2 sin*(¢))
=41 —40 + 80sin’() = 1 + 80sin’(¢)

Dus PO = /1 + 80sin*(r).
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¢ PO=\/41
J1+80sin%(7) = \/41
1+ 80sin’(7) = 41
80 sin*(r) =40
sin’(f) =5
sin(f) =13./2 v sin(f) =-1,/2
t=3m+k-2nvi=in+k - 2nvi=-zm+k-2mvi=1in+k-2n
tin[0, 2] geeftt=invi=invi=1invei=13x
d Evenwijdig met de y-as, dus x,=x,
4cos(5¢) =5 cos(31)
Voer in ¥, =4 cos(5x) en v, = 5 cos(3x).
De optie snijpunt geeft x = 0,756...
Dus voor t = 0,76.

a y=0geeft cos(3r)=0
Y=im+k-m

- é:rc +k- ;—s'r
t =+ 7 geeft het punt (3, 0).
t= %n geeft het punt (-1, 0).
t=2m geeft het punt (3, 0).

x(1) = cos(21) x'(H)=-2sin(20) = . _ (~2sin(2¢)
(£) = cos(3¢) SN {v’(r) L (—3 sin(3t))'

(S (5754
e[
cos(o) - (\/13)(—\1/5) _ -3 o

(L
Dus ¢ =60°.

b x=0geeft cos(2)=0
2A=in+k-m

t=yn+k-3m
t =37 geeft het punt (0, -5 /2).
t =3 geeft het punt (0, 1/2).
I
2 2
-15\2

Stel k: y=ax+bmeta=— =-2J2 en k door (0, 3+/2).
Dus Jﬁ'{:y=—f—1 2 -x+;—\ﬁ.
¢ De baansnelheid is v(im) = \/(-2sin(m)?? + (-3sin(1im)? = |0+ 9 =3,
d d(A, B)=1, dus A op de lijn ¥ =1, omdat de baan symmetrisch is in de x-as.

cos(3r)=§
3t=in+k-2nv3t=-in+k-2n
t:$n+k'§nvr:*]§n+k'%n
tin[0, 7] geeftt=gnvi=Invi=3mn
x(3m) = cos(3m) = 0,766...

x(Zm) = cos(5m) = 0,173...

x(3m) = cos(3m) =-0,939...
Dus p=-094vp=0,17vp=0,77.
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a y=0geeft2cos(2t)=0
cos(26)=0
U=in+k- =
t=knt & b
t:ffln geeft het punt (llj\/i 0).

x(£) =3 cos(t +1m) x(f)=-3sin(t +17)
(0 =2cos28) 1) = -4sin2r)

o [Bsin(t+ i)
Dus V(f)—( _4Sin(2§) )

- -3 gf2) (1342
el 5947
tan(gp) = ﬁ geeft p =-62,061...°
Dus de hoek waaronder de baan de positieve x-as snijdt is ongeveer 62,1°.
b De baansnelheid is v(,%n) = \/(,1%\/5)2 + 42 = \/4§ +16= @:%\/8_2
x=0 geeft 3cos(t+3m)=0
cos(t+3m) =0

1 _1
ttsm=sn+tk-'m

t=k-m
t =0 geeft y =2, dus de baan snijdt de y-as in het punt (0, 2).
Dus de vergelijking van de parabool is van de vorm y =ax* + 2.

- 2

V=ax +2 (3R +2=-

t:%grgeefthetpunt(’?’a’z) gaiii e
gk

Dus y=-3x>+2.

Substitutic van x =3 cos(¢ +1m) en y = 2 cos(2) in y = -3x2 + 2 geeft

2cos(2f) =-3 " (3cos(t+3m))> +2

2c0s(26) = -3 - H(cos(t+ ym))? +2

2cos(21) = -4(sin(f + m))*> + 2

cos(21) =-2(-sin())* + 1

cos(20) =1 —2sin’(1)

Dit klopt voor elke ¢, dus de baan van P is een deel van de parabool y = ,gxz +i2;
a o- (3 cos(z+ %:rc))

2 cos(2f)
57 _= _[ “2co0s(20) )
PO=p. (3 cos(t +1m)

3 =}_; " _.L _ (3 cos(t + %n)) . ( -2 cos(2t) ) B (3 cos(r + %n) —2cos(21)

2 cos(2f) 3cos(t+3m)  \2cos(26) +3cos(r + im)

o=3cos(t+ ;-n) -2 cos(IZt)
0= 2¢08(26) + 3cos(i +3m)
e Qopdey-as geeft x,=0 y
3cos(f +17) — 2cos(26) =0
3cos(t +3m) = 2cos(21)
Voer in y, = 3 cos(x + 7) en y, = 2 cos(2x).
De optie snijpunt geeft x =-0,439..,

Dus t =-0,439... en dit geeft P(1,276...; 1,276...). R R
O(OPOR) = OP? = 1,276..2 + 1,276..2 = 3,26.

Dus de bewegingsvergelijkingen van Q zijn {j

1,276

O 1,276...
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K Voortgezette integraalrekening

Bladzijde 236
x+2 —-2+4 2(2x 4)+4 2(2)«:—4) 4
= +
O )T E 8 Fdxt8 P -dxt8 2-dxi8 2—dxt8
1
5(2)6‘4) (1 1 _ 1 1 5 1 s
jx2—4x+8dxkj.§ x2—4x+8(2x 4)dx*j§ x—2—4x+8d(x 4x+8)—51n‘x dx+ 8 +c

4 _ 4 1 N S
.‘-x2—4x+8dx_-[(x—2)2 s J(x I J(%(x—z))zﬂ

1
= —dx42arctan— =) +a
j(%x—l)hrl G¥=1)

Dus F(x) = 'Eln‘x2 —4x+ 8‘ +2arctan(Gx — 1) +c.
b Flx)= j3x2 sin(x*)dx = j sin(x?) dx® = ~cos(x’) + ¢
¢ Flx)= jcos(x) - YT+ sin(x)dx = j%/l +sin(x) dsin(x) = j{/ﬂdu = j(l + u)rdu
=30 +wi+e=31+u) YT +u+e=31+sin@) - Y1 +sin(x) +c

d Fx)= j(zx +4)cos(2x)dr = j(zx +4)dLsin(2x) = 2x + 4) - Lsin(2x) — j Lsin(2x) d(2x + 4)

= (x+2)sin(2x) — [sin(2x) dx = (x +2) sin(2x) + Fcos(2x) + ¢

o+l of 2¢ 1
¢ F(x)_j\/16—x2dx—J.(\/16—x2+\/16—x2>dx

:J Nal 6 A 1—(— )2
= —Ldu+arcsin(Lx)=—2 u + arcsin(3x) + ¢ =-2./16 — x* + arcsin(3x) + ¢
\/a 7 3 q
_ 2x+4 _
! F(X)—j\f*x2—4x—3dx—j\f 4x
ey e B

d(16 - x2)+j

-1 du=—2\/a+c

1%

d(x —4x—-3)=

X477 Xx+T a b a(x+4)+b(x+2) (a+b)x+4da+2b
I f(x)—x2+6x+8 (x+2)x+4) Tx+2 x+4 (x+2)(x+4) - x+2)x+4)
at+b=2 2‘ qJ2a+2b=4
da+2b="7TI1 4a+2b=7
2a=-3
ail% 1
a!+b=2}15+‘bz

=1

1_ L
2
x+2 x+4 5%

flx)= ft F(x) = 13In|x + 2| + 1Inx + 4|+ ¢

a f(x)=4sin’(x)cos(x) geeft
f(x) = 8sin(x)cos(x) * cos(x) + 4sin*(x) - ~sin(x) = § sin(x) cos’(x) — 4 sin’(x)
f(x)=0 geeft 4sin’(x) * cos(x)=0
sin{x) =0 v cos(x) =0
x=0vx=mvx=2rvx=invx=lin
f(0)=8-0-12-4-0=0
Fm)=8-0-(-12—-4-0=0
f@em=8-0-12-4-0=0
Dus de grafiek raakt de x-as in (0, 0), (7, 0) en (27, 0).
b Stelky ax+bmeta=f(Gn)=8-1-0—4-1=-4.
=-4x+5b
f(zn) 0, dus ACr, 0)} 2“ *6=0

Dus k:y=-4x+27.
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X lJ'II 1
2

ssine(e) dsings) = [Esi’ )} =414+ 0
0

I
—
L |—

c OV)= I 4sin’(x) cos(x)dx =
0

X

| s

@ f(0)=3geeft 52 —=3
2x*—8=6x
2x*—6x—8=0
x*=3x—4=0
(x+1)x—4)=0
x=-1vx=4

y

w|ra

—

]
O |
[ it i ettt

x
1]
I

]

>

o= [(3-

j 2x 1 |
x2—4 -4 x2—4

Dus O(V) = [fx — In|x? - 4\]5’1 =0—1In(4) — (-3 - In(3)) =-In(4) + 2+ In(3) =3 + In(3).
p+4 ptd Ay o
b j f(x)dx=j = de=[In(x2 =] =In((p + 42 —4)— In(p*—4) | Omdat p> — 4> 0 als
x =4 ANy
P » p > 2, kan de modulus

2+ 8p+12 ”
=In(p*+8p+16—4)—In(p*—4)= lﬂ(pp+4 ) wegblijven.

dv=| 2xdx=| d(>—4)=In|]x*— 4|+ ¢

pta

| fedv=In2)

P
+8p+12Y

h(}-;;:z——)—hﬁn

p2+8p+12

p-a
P8 +12=2p"-8
-8 —20=0
(p+2)(p—10)=0
p=-2 v p=10
vold. niet
Dus voor p=10.
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X3+ 10x
a f(x)= ﬁ geeft

f,(x)z(-x2+ D -GE+10)— (@ +10x) - 2x 34+ 10x2+ 32+ 10— 26 — 2022 _ x* — 722+ 10
(2 +1)? (2 + 1) (2 + 1)?
f1(x)=0 geeft x* = 7x*+10=0
(x*=2)x*=5)=0

x2=2vx*=5

x= 2vx:*\/§vx:\/§vx:*\/§

Y

CG2P+10-\2 2\2+10y2 1242
f(\/i)* (ﬁ)2+1 - 2+1 - 3 “4\/5
CN2DPH10\2 24 2-1042 -1242
f(f\/i)f (—ﬁ)2+1 - 2 +1 - 3 774\/5
AP H10-y5 5\5+10\5 15\5
f(\/g)g (\/§)2+1 - 5+1 - 6 *25\/5
(52 +10--/5 -5/5-10\5 -155
f(_\/§)= (_\/§)2+1 = 3+1 = 6 =_2% 5
De toppen zijn (-3, -25/5), (-/2, -4\/2), ()2, 4/2) en (\/5, 25 /5).
b Stelk:y=ax+bmeta=f’(1)=$=1.
y=x+b e
F(1)=53, dus A(1, 55)} i

h=43

Dus iy =x+ 4%.
¢ f(x)=p heeft precies &én oplossing voor p < ~4\/5 % 72%\/3 <p< 2% Svp> 4\/5.
d ¥*+1/x3+10x\x

Aty
o
Ox
fo=x+ 3
O gl o =4l g2 1) = ah 2
jx2+ldx 4 7 rdr [4} S+ D) =45l + 1]+
3 3 9JC 5
1 1
o)= f(x)dx=£(x+x2 = 1)dx= [322 + 43In(x> + 1))

0
=41+ 41In(10) — 0 = 41 + 41In(10)
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Bladzijde 237
a f(x)=(2+x—1)e* geeft flx)=(dx+1) e+ (20" +x— 1) e"= (2" + 5x)¢*
f1(x)=0 geeft (2x* + 5x)e* =0

2x2+5x=0
x(2x+5)=0
x=0vx=—2£—
y
/_r\
. X
21 Yj
9 9
0)=-1¢n f(-2Y)=9¢2=—
1(0) f2)= T
.\ 9
Dus de toppen zijn (0, -1) en ( 25, 2_\/5)
b f(x)=0geeft(2x*+x—1)e*=0
233 +x—1=0
D=1>-4-2--1=9
_—1+3 1 _—1—3_
3 Ve =-1

Jav+x—Derde= (22 +x - 1)der= (26 +x~ 1)er - [erd(2 +x—1)
= (27 +x- Do~ [(4x + Derdr=(2¢ +x— Der~ [(dx + )der
=@ +x— et~ (v + et + [erd(dr+ 1) = (2@ +x~ 1)e'~ (4 + De'+ [de¥dr
= (2 4+ x— 1)ex—(4x+ et +der=(2x2 - 3x +2)e*

o) = :[f(x)dx [ - 3x+2)e] f(;——1;—+2)c%+(2+3+2)e":feﬂl+7e"=%—\/E

P
G
-(2p* - 3p+2)ep+%=;—e—%\/g

*(2p2—3p+2)ep:*l—5 e

2¢
2 3p+2)eﬂ—;+zxf
Voer in y, =(2x* —3x+2)e‘en y,= ]\/_
De optie snijpunt geeft x =-0,1130...

Dus p=-0,113.

a Fx)= jx31n(x) dx = jln(x) d(Gxh) = 1 In(x) — jj—lx“d In(x) = $x/In(x) — j 1t idx
=fln(e) — (P de=gptin() — gga*

b F(x)=[xIn()dx = [3xIn(x)dr = [3In(x)d}* = 3In(x) - x> ~ [1x*d3 In(x)
= 13 In(x) = 327 - %dx = 15 In(x) ~ [ 13xdv = 132 In(x) — 5% + ¢

1 1

c F,z(x)='[x”ln(x)dx=jln(x)dn+ i lxn+11n(x)—jn+1x"“d1n(x)
= 1 n+l — 1 ", sl N l — n+1 — 1 H
— " n(x) jnﬂx —dr=——xln(x) jn+1xdx
— 1 n+l . ntl
PR In(x) Pk l)zx c
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d Er geldtx > 0, omdat anders x™ niet bestaat.
Uit ¢ volgt jx In(x) dx =1x2In(x) — 122 + ¢,
F,(x)= jx In(x")dx = j mxInx)dy = LmxIn(x) — fmx? + ¢

a f,(x)=2In%x) - 2In(x)
fi(x) =0 geeft 2In*(x) — 21In(x) =0
2In(x)(In(x) — 1)=0
In(x}=0vInx)=1
x=lvx=e

@] 1\_/3 *
j 2 In2(x) dx = 2x In(x) — jzxdlnz(x) = 2x In?(x) — j 2x -+ 21n(x) - %dx
= 2x In’(x) — j4 In(x) dx

= 2x1n?(x) — 4(xIn(x) — x) + ¢ = 2x In*(x) — 4xIn(x) + 4x + ¢
j 2In(x) dx = 2(x In(x) — x) + ¢ = 2xIn(x) — 2x + ¢

j fi(xydx= j (2In2(x) — 2In(x)) dx = [2x In%(x) — dx In(x) + 4x — 2xInx) - 20)]
1
= [2x1n2(x) 6xIn(x) + 6x]  =2e — 6 + 6 — (0—0+6)=2c—6
De oppervlakte is -(2e — 6) = 6 — 2e.
b f,(x)=0 geeft 2In*(x) — 2pIn(x) = 0

2 In(x)(In(x) — p) = 0

In(x)=0vIn(x)=p

x=lvx=e?
Uit a volgt F,(x) = 2xIn*(x) — 4x In(x) + 4x — 2 px In(x) + 2 px + c.

o

[ 70 dx = [2x10%(x) ~ 4x1n(x) + 4x ~ 2 pxin(x) +2px]}

‘ =2e” pP—de? - p+de’ —2pe”  p+2pe’ — (0—0+4—0+2p)
=2p’eP — dpef +4e? — 2peP + 2pef —4 —2p
=-2peP+4def—4-2p=(4-2pef—-4-2p

So(x) <0 voorl <x<e”, dusopp=(2p —4)c’ +2p+4.

opp=8geeft(2p—4)e’+2p+4=§8

2p—4)e?+2p—4=0
(2p—4)(eP +1)=0
2p—4=0vel+1=0
2p=4 geen opl.
p=2

Dus voor p = 2.
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188

o f@)=xtcFgeehf)=1—c*
Fx)=0geeft 1 —e*=0

ev=1
-x=0
x=0
y
f
X
0]
min. is f(0) =1
Bf= [1y_>>
b p>0 <0

P
O(V,) =6 geeft [ (x+e™)dx=6
’ p
Lo .« =
[2x e LD 6
el =GPt —eh) =6
IP—cr—ip+er=6

e?P—6—e?=0
(e’ —6e?—-1=0

Stele? =u.
w—6u—1=0
D=(-6Y—-4-1--1=40

6—2\@

6+2f
u=

u= 3+\/_ v o u=3- \/_
e?=3+/10ver=3-,10
p=ln(3+\/ﬁ)geenopl.
Dus voorp=ln(3+m) en voorp=ln(f3+m).
0 0 0

¢ I=n[(f@Pdr=r](x+ecPdr=x](?+2xe*+e>)dx

=1 =1 =1

O(V,) = 6 geeft

kS

(x+e)de=6

xz—e'x]pztﬁ

P

Pl = (P —e?)=6
Pt el —zplt et =6
-e’—6+te?’=0

(e’ +6es—1=0

G —

Stele” =u.
w+6u—1=0
D=6—4-1--1=40

—6+2f —6—2\F
u=

u—*3+\/_ V=3 \/_
eP=—3+\/_veP——3 V10

=In(-3 + \/_)geen opl.

sze'xdx = jzxd—e-*: “2xet+ Je'xdlx =-2xe*+ IZe‘xdx =-2xe¥—2e*+c

I=ntx—2xe*—2¢™ ’l‘]o
=m0-0-2-- n(—3+2e—2e—'5e2)
= (2343369 = (& - 29m

1 X
a F(x):jexﬂdx:jljc_xdx—jH —d(l +e™) = j—— u=-In[u| +c=-In(1 +e®) + ¢

ln(qin(x))
B Ji5 )=J cos?(x)

= tan(x) * In(sin(x)) — [ @n() 7o - cosrd
3 . sin(x) |
= tan(x) * In(sin(x)) ~ [ costy sinGg Cosdy

= tan(x) * In(sin(x)) - [ 1dx
= tan(x) * In(sin{x)) —x + ¢

Gemengde opgaven

= jln(sin(x)) dtan(x) = tan{x) * In(sin(x)) — jtan(x)d In(sin(x))
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2+ 1=u?
2x=u*—1
i

Flx)= Jﬁdx [ =D - udbw —H =[G~ - u- udu= [ (G~ 1) du
=L =t e=FhQx+ 12 xF T -2+ )2+ 1 +e

Bladzijde 238
a x=11geeftA—4=11
=15
=15 vit=—15

¥(\/15)= {151n(4 + /1)
H\15) =-\15In(4 = \[15) = 15 In((4 - /15)") = ‘/EI"(4 ~1\/_)

1A+ \/ﬁ) ( + 15 )
15 ln( : =/151n 5In(4 +

4— \/E A \/E \/_ \/_ ( \/_)
Dus y(\/ﬁ) :y(f\/ﬁ) en dus snijdt K zichzelf in het punt (11, \/ﬁ In(4 + \/E)).
Dit snijpunt ligt op de lijn x = 11, dus K snijdt zichzelf op de lijn x = 11,

b [ydr=[eIn(e+4)d(* ~4) = [rinc+4) - 20de = [22 In(t +4)de
N
De GR geeft | 2¢%Inx + 4)dx = 67,636...
s

Dus oppervlakte ~ 67,64.

a x=0geeft4sin()=0
t=k-m
t= %n geeft het punt(4, 4)en = J;n geeft het punt(Z\/E, 2\/54 2).
Dus V" wordt in positieve richting omlopen.

=0 =0 0
o) = j ydy= j (4sin(f) — 2 sin(2¢)) d 4 sin(f) = j (4sin(?) — 4 sin(7) cos(?)) - 4cos(r) dt

0 0
= [(16sin(r) cos(r) — 16 sin(f) cos*(£)) dt = jlésm(r) cos(f) dt — Il()sm(t) cos(1)dt

s T
=0

8 sin(2()dr + j 16 cos*(1) dcos(i) = [-4cos(20)]_ + [5Eeos ()]

=-4¢c0s(0) + 4cos(2r) + 53cos?(0) — 5icos¥(m) =-4 + 4+ 55+ 12— 53 (-1)* =103

E] '—.o-‘-l '—.o
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b xis maximaal 4 voor = 3.

y
t= %‘IE
4
L=1
t=0 x
t=im t=in t=im =0 =0
L) :nj iy —:rcj yzdxzitj Vidx +7cj yzdx::rcj Vdx

t=n t=0 t=n r=%n t=n

t=0 0

= x| (4sin(r) — 2sin(20)d4sin(¢) = (4 sin(7) — 2sin(20))? - 4 cos(r) dr

= e

0
De GR geeft nj(4 sin(x) — 2sin(2x)) - 4 cos(x)dx = 157,913...

Dus I(L)= 157.91.
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12¢ EDITIE VWO DEEL 3

Bij dit boek hoort een digitale leeromgeving.
Als je de opdrachten online maakt, zie je direct wat er al goed gaat. Je krijgt daarbij
handige tips, zodat je het de volgende keer beter doet.

Op basis van je resultaten krijg je bovendien opdrachten op jouw niveau. Dus wat
moeilijker als het goed gaat of met meer hulp als je dat nodig hebt.
Met de oefentoetsen kun je je voorbereiden op het proefwerk.
Als je meer uitleg nodig hebt, zijn er ook nog handige uitlegvideo’s.
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