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5 Machten en exponenten

Voorkennis Machten en machtsfuncties

Bladzijde 9

o a x2-x3=x5
b

203 3p? = 6p°
¢ 4a*b-5a°b% =20ab3

O a2 (»9)’=r¢

b (3x2)°=27x6
¢ (-5x33)% = 25x%5

24a*b?
=A44%D
ea 6ab a
5x3y2 i
b 10x2y:§xy
2ab)? 313
" (2ab)’  8a’b —ga

(3ab)?  9a*b*

O 2 (ab)* - a=a*b* a=db*
b (-2ab)*-b =-84%b3- b=-84%b*

@
=)
Q

¢ (Ba)?+(2b)*> =9a* + 4b?

2n , an—l — a2n+n*] — a3n—1

b anz—l N - 0:12*1+n*1 — al1z+n—2

anz—n
s anz—rr(nfl) - al12*71'*)1+1

Bladzijde 12

Q2)r)-»

4

verm. x-as, +
)
y=3x
i verschuiving (2, -3)

f0) =322 -3

y

=a

N\
-3

De top is (2, -3).

Hoofdstuk 5

n*=2n+1

d -2p*q’--3pq = 6p°q*

e 5x%y-2x—3x%=10x% - 3x%y = Tx%y
f 12a%-jab— 8ab =3ab* — 8ab

d (-4ab*)* = 164%b8

e (3a)*  (2a%)’ =942 8a° = 724°

f (3a®)*+ (2a%)° =94 + 8a° = 174°

d Ba)®—8a*=27a>—8a*=194°

e (o) +(aP=ja*+a’= lja?
f (5a*)?+ (-a®)* = 2548 + a® = 26a®
b y=x3
verm. x-as, |
y=gx

¢ verschuiving (-3, 1)

g =G +3) +1
y

('3: 1)

/ 0

Het punt van symmetrie is (-3, 1).
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c y=x*
i verm, x-as, -0,2
y=-02x*

verschuiving (24, 2)

h(x)=-0,2(x +28)* +2

(23,2

[N

@)

De top is (-21, 2).

(7 I y

('2» "3)

max. is f(-2) =-3.

¢2.-2)

Het punt van symmetrie is (—%, —2).
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d

d

y=x
¢ verm. x-as, -0,3

y=-0,3x’
¢ verschuiving (4, -3)

k(x) = -0,3(x — 4)5 - 3
Yy

k

(41 _3)

Het punt van symmetrie is (4,-3).

X

Y g
(3» _4)
min. is f(3) =-4.
y
(1.4
0o \ x

Het punt van symmetrie is (1, 4).

Machten en exponenten




Q-7

¢ verschuiving (-3, -5)
y=-3(x+33-5
verm. x-as, -3
y=-3(3(x+3)-5)
ofwel y=13(x +3)*+ 15

O y=1x-34+7
verschuiving (1, 2)
Y14y +9

verm. x-as, 1%

=13GG-4"+9)

ofwel y=2(x — 4)* + 131

De top is (4, 131).
@ a y=03x"
¢ verschuiving (-5, 6)

y=03@x+5*+6
i verm, x-as, -3

y=-3(0,3(x + 5)*+6)

ofwel y =-0,9(x + 5)* - 18

De top is (-5,-18).

5.1 Wortelvormen en gebroken vormen

Bladzijde 13

o b: Wl NORHAL FLOAT AUTOYREAL RADIAN HP n

.

f

0—>enB

b NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP

)ﬁ

n

y= \/;C 2 naar links

Bladzijde 14

Qay=\Vx

i translatie (3, -2)

fx)=yx—-3-2

6 Hoofdstuk 5

— X T2 _3omhoog

b y=-2}(r+4) -7
verm. x-as, 2
y=224(x+ 4 =)
y=-5(x+4)°-14
¢verschuiving (-1,3)
y=-5(x+5)°-11
De top is (-5,-11).

b y=03x*
i verm. x-as, -3
y=-0,9x*

¢ verschuiving (-5, 6)

y=-09(x+5)*+6
De top is (-5, 6).

y=x+2+3

y=+x

¢ verm. x-as, -2

y=-2x

¢ translatie (-3, 0)

g(x)=-2x+3

© Noordhoff Uitgevers bv



(31 '2)

N~

¢ D,=[3,-),B,=[-2,-),D,=[-3,5)en B, = («,0]

g

Q2 =\x

¢ verm, x-as, 2

y=2x

translatie (0, -3)

fr)=2x—3

f
("51 0)
4 X

1 (01 -3) g

¢ D,=[0,-),B,=[-3,-),D,=[-5, =) en B, = (<, 0].

(4
Bladzijde 15
@ 2 beginpunt (-5,3), D,=[-5, ) en
B,=[3, ).
b beginpunt (-3,-7), D, =[-3, ) en
B,=[-7,-).
¢ beginpunt (-1, 0), D, =[-1, =) en
B, =(<,0].
© Ergeldidata—x2>0
-x*> -a
x*<a

~asx< \/c_z
D,= [-4,4] en hieruit volgt dat a = 16.
min. is f(-4) =f(4) =16 — 42 + b= b geeft b= 5.

—

y=+x

¢ verm. x-as, ~1

y=-x

translatie (-5, 0)

809 =+

d beginpunt (0, 1), D, = [0, =) en

B,=[1,-).
e beginpunt (1,-1), D,=[1,~)en
B,=(«,-1].

f beginpunt (0,-3), D, = [0, =) en
B, =[-3,-).

max. is f(0)=16—0*+b=4+bgeeftc=4+b=4+5=09.

G a Het beginpunt is (-2, 1).

b De tracecursor staat niet op het beginpunt van de grafiek van f. Dat komt omdat de GR een beperkt
aantal pixels tekent. Eén pixel verder naar links dan het aangegeven punt valt buiten het domein van f.

Bladzijde 17
0 a g <0 (verschuiving omlaag)
b > 0 (geen spiegeling in de x-as)
¢ < 0 (spiegeling in de y-as)
d < 0 (verschuiving naar rechts)
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b a> 0 (verschuiving omhoog)
b < 0 (spiegeling in de x-as)
¢ > 0 (geen spiegeling in de y-as)
d < 0 (verschuiving naar rechts)
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©2s8-4>0 ¢ 2x+6>0

-4x>-8 2x>-6

x<2dus D= (¢, 2], x>-3dus D, =[-3, =),

beginpunt (2, 3) en B,=[3, -). beginpunt (-3, 5) en B, = (<, 5].
b 4x—8>0 d x>0dusD,=[0, ),

4x>8 beginpunt (0, 3) en B, = (<, 3].

x>2dus D, =[2,-),
beginpunt (2, 3) en B, = [3, -).

©22¢+5>0
2x=-5
x>-23 dus D,= [-21, —) en beginpunt (21, 3).

Voer in y, =3 —\[2x + 5.
x—2,5‘*2‘—l|0’1‘2'3
1) 3’2’1,3’0,8‘0,4|0‘—0,3

Y

B,=(<,3]

b f(x)=-2geeft3 —\2x+5=-2
V2x+5=5
kwadrateren geeft
2x+5=25
2x=20
x=10
voldoet

y

J(x)>-2 geeft ~2% <x<10

8 Hoofdstuk 5 © Noordhoff Uitgevers bv



x <22 geeft-4 <fix)<3

@®a7-3x>0
-3x=>-7
x <23 dus D= (¢, 21 ]
beginpunt (2%,—4)
y
f

AN

X

(23, -4)
B,=[-4, )
b f(x)=-2 geeft 24/7—3x—4=-2
27 -3x=2
J7-3x=1

kwadrateren geeft
7-3x=1
-3x=-6

x=2

voldoet

y

0 i
I
i
\l .

(23,-4)

flx)>-2 geeftx <2

© Noordhoff Uitgevers bv
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4 __

x>-3 geeft-4 <flx)<4

@ /() =g(x) geeft2+7—2x=x
m=x—2

kwadrateren geeft
T-2x=x>—4x+4
»—~2—3=0
x+Dx—-3)=0
x=-1vx=3
vold. niet vold.

7—2x=20

=2x 2=T

x < 3%

Dus D= (¢, 37 ], beginpunt is (3},2) en B,=[2, —).
y

Dus f(x) < g(x) geeft 3 <x < 3%

@ S5+ax=0

ax=-5

Q|

X ==

. 5
beglnpunt(—a,4) 2._2_1 _4
y=2x—1

10 Hoofdstuk 5 © Noordhoff Uitgevers bv



® /(5 =3geefta/S+b=3,dusa=

3
5+

i

3.9
f(13) =9 geeft aT3 75 = 9, dus a = — V5+b 13+b

VIB3+b ) g 55 5=313+5
35+b=13+5

kwadrateren geeft
95+b)=13+b
45+9h=13+0
8b=-32
b=-4

b=-4ena= 3 eefta=i=3

5+b°8 NI

Dusa=3enb=-4.

@Day=-2Jx b y=yx—-2 ¢ y=2Jx—2
kwadrateren geeft kwadrateren geeft kwadrateren geeft
y?=4x y=x-2 ¥ =4(x-2)
xzf_ x=y*+2 yr=4x—8

4 Dusuity=+x—2 4x=1*+38
Dusx=ly2. volgtx =% + 2. x=%y2+2
Dus uity =2yx -2
Volgtx:%y2+2,
Bladzijde 19

@®a F=3y2r-1 b A=5+.4—3B.
3J2t—1=F 3
kwadrateren geeft S+y4-3B=4
92t —1)=F? NVA-3B=4-5
18t—9=F? kwadrateren geeft
18t=F%+9 4-3B=(4-5)
t=1F2+ 4—3B=4%*-104+25

-3B=4%-104+21
B=-342+314-7
¢ 26Jy-5=0 d RJg—+R=6
2x\y=5 RJg=R+6
kwadrateren geeft
R+6
4x%y =25 Jg= \/7R
25
Y= kwadrateren geeft
_R+12JR+36
A
30-(100 —30

Dap- fss(?o x 1000 = 30% geeft a = 1,96, /*——-(1500—)

a=2,3%

De nauwkeurigheid van de schatting is 2,3%.

82 20,5 (100 — 20,5)
b p=-—x100=20,5% geeft a = 1,96 200

P~ 400
a~=4,0%

Bij een steekproef van 400 personen hoort een schatting met een nauwkeurigheid
van 4,0%. Dat wil zeggen dat het werkelijke percentage tussen 20,5 — 4 =16,5%
en 20,5 + 4 = 24,5% zal liggen.

Van de 28500 personen kunnen er met een zekerheid van 95% maximaal

28500 x 0,245 ~ 6983 op partij Y gestemd hebben.

© Noordhoff Uitgevers by Machten en exponenten 11




40-60
n

¢ a=4enp=40 geeft4=1,96

n 1,96
kwadrateren geeft
w_(if

n \1,96

2400 _ 7694
4 \2
( 1,96)

De steekproef moet een omvang van 576 personen hebben.

/(100 — p)
= =9 = o - e
d a=6enn=200 geven 6 =1,96 200
Voer ing, = 1,96y | 0% op ), 6
oeriny, =1, 200 S1=6.

De optie intersect geeft x ~ 24,98 en x = 75,02.
Dus bij de percentages 25% en 75% hoort een nauwkeurigheid van 6%.

100 -
e a=1,96,/241%-P) LR

kwadrateren geeft

100 —
3,8416 p(—ni) = 2

3,8416p(100 — p)
n= 5

a
384,16p — 3,8416p°
n= a2
_ -3,8416p% +384,16p
n= az

Dus d~-3,84 en e =~ 384.

@ : W HORHALSFLOATYADTO REAL RADIAN HP m

b Als je x steeds groter kiest dan komt f(x) steeds dichter bij 0.
Ook voor heel kleine x komt f(x) heel dicht bij 0.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP
FRESS # FOR &xTh1

J(x) wordt heel klein als een negatieve waarde van x heel dicht bij 0 komt.
J(x) wordt heel groot als een positieve waarde van x heel dicht bij 0 komt.

d Bij%:... hoatt... x 0=1.

Maar er is niets op de plaats van de stippeltjes in te vullen, want ... x 0 is altijd 0 en nooit 1.
Dat betekent dat je niet door 0 kunt delen en dus geeft de GR voor x = 0 ERROR.

12 Hoofdstuk 5 © Noordhoff Uitgevers bv



Bladzijde 21

3
Da hm =hm4+x=4+0=i
\t*">°°5X’“4 x—>°°5_i 5“0 3
X
L
8_x . X —0_1—_l
b i T im =37
3+
X
, 3
e 3l w3 CTH 2-0
2w dx =1 xowdx—1 wow, 1 4-0 2
X
S
5—x . 5-x . X -1
d i =1 1 =1
e [3x—2|  sbw3x—2 .\1533_; 3-0 °
X
Bladzijde 22 3
|3 - 4x] -(3 — 4x) 34+4x . x4 0+4
@a lim = = lim = lim =———=4
xow X — oo x=1 e x—1 e 110
X
5
b xSl awks ooxks 2Ty 240
¥ |3 x\ v*’w—(?) X) x2e-3+x x—>°0_—_§+1 0+1
X
-3
¢ Lim 13 —x| +x _ 1m_(3_x)+x: 3tx+x _3+2x=lim?+2= 0+2 _ 9
o |x+5] =2 xoe x+5-2x  xoe —x+5 xow —X+5 x—>oo_1+§ -1+0
X
¥ 1-3
-2 . x—2 “x 1-0
d1 -1 =1 = =-1
w3 = x| ae3-x wom3 | 0-1
X
3
(20} fim £(x)= Tim 2% =Iim4_;:4—_~—0=2
X —w x—%w2x+1 x—)°°2+l 2+0
X

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 2.

Bladzijde 24
@aNeema=4b 8, c=0end=2.
4x+8 4x+8 4x 8§
= 2 aox+4,
Dit geeft y = 0x12- 2 D) 2x

Vany =2x + 4 is de grafiek geen hyperbool, maar een rechte lijn.
b Neema=2,d=4,b=8enc=1, dan geldt dat ad = bc.
2x+4
2x+8 20 )=2mitsx¢—4.

Dit geeft y =

x+4  (x+4)
De grafiek die hierbij hoort is geen hyperbool, maar een horizontale lijn met perforatie (-4, 2).
b
. ax+b . 9Tx a+0 _a
| =1 I =
¢ xglolof(x) xl_il;cx+d Xfiﬁg c+0 ¢
X

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = a

© Noordhoff Uitgevers bv
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@ a

_1
y X
¢ verm. x-as, 3

3
Y=x

¢ translatie (-1, 2)

:3
yx+l

+2

3 20+1) 342042 2x+5

x+1 x+1 x+1 x+1°
— —_ + =

:3x 4:3(x 2) 2:3(x 2)+ 2 a4 2
x—2 x—2 x—2 x—2 x—2
1

Y=x

Dit geeft y =

verm. x-as, 2

2
X
¢ translatie (2, 3)

2
=3+ =
Y x—2

<—

Y

3xx—_ 24 ontstaat uit de standaardgrafiek door de vermenigvuldiging met 2

ten opzichte van de x-as en de translatie (2, 3).

Dus de hyperbool y =

noemer is 0 geeft 2x +5=0

2x=-5
x=—2%
Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-21
3
j . 2x—3 .. x_2-0
1 = Tiip 22— = j 22—V _
Jim )= i v s e, 5 240
x

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 1.
noemer is 0 geeft4 —x =0

-x=-4

x=4
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 4.

X . 3 3
)—xh_r}}o 2+ﬂ_1 =2+5=7=2-3=-1
x
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y =-1.
noemer is 0 geeftx +2 =0

x=-2
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = -2.

lim g(x) = lim(z .-
¥ ® x> ® 4—x

8
3x-8 - 3-7 3-
hmh(x):hmu:hm 3x 8:111’1'1 x:3 O:3
X —> x—ow x+2 x>0 x+2 x—)ool_l_g 1+0
348
lim h(x) = PO S € k) NI 2 JTORAE S ol U
Xx—-m x—o-o x+2 oo x+2 x—o-w x+2 _\._>7w1+2 1+0

y=3voorx — ®

Dus de horizontale asymptoten zijn de h'jnen{
y=-3voorx —-»

14 Hoofdstuk 5
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d Noemer is 0 geeft |3 —x| =0

3-x=0

-x=-3

x=3
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 3. 4
lim £06) = lim 20— iy 2T i 24 2Tx 270
x—© oo [3—x] xoe-(3-x) xoe-3+x x%wi_i_l 0+1

X

|2x| -4 2x—4 2-% -2-0
lim &(x) = lim — = lim = lim = lim——=2
x—- x—-w 3—x} x=>-0 3 —X x—-® 2“1 x—-o 0—1

x
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 2.
@ a noemer is 0 geeftx +3 =0

x=-3

Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-3.
, 1
. e 2x=1 x_2-0_
}illf(")‘}.‘i“w x+3 ”‘xlfio 37140 2
1 +;
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 2.
s |6 | s | a2 0| 1] 4
%) I 43 l 55 ‘ 9 -5 I -1,5 | 0,25 ’ 1

De grafiek van g is de lijn door de punten (0, 1) en (1,-1).
x=-3 Yy

/ g
2x—1:—2x+1
x+3 1
2x—1=(x+3)(-2x+1)
2x—1=-2x2+x—6x+3

b f(x) = g(x) geeft

22+ Tx—4=0

D=72-4-2--4=81
-7-9 -7+49

voldoet voldoet

fx) <g(x) geeftx<-4v-3<x<}
¢ g(-3)=-2--3+1=7
gix)=2geeft -2x+1=2
-2x=1

=1

Dus de oppervlakte van de ingesloten driehoek is % - (-1 — -3)(7-2)=4-

© Noordhoff Uitgevers bv
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@ a noemer is 0 geeftx+1=0
x=-1

Dus de verticale asymptoot van de grafiek van fis de lijn x =-1.

1

2__
. -1 . 27x 2-0
= = = ===9
Jim f) = lim = xlgllHl 1+0
X

Dus de horizontale asymptoot van de grafiek van fis de lijn y = 2.

noemer is 0 geeftx —1=0

x=1
Dus de verticale asymptoot van g is de lijn x = 1.
1
1+~
fim 20 = B2t Le g —F 230,
x—>00 xowX — 1 x—>oo1_l 1-0
X

Dus de horizontale asymptoot van de grafiek van g is de lijn y = 1.

2x—1
x+1 x-—1
Cx-Dx—-D=@x+Dx+1
22~ —x+l=x+2x+1
x?=5x=0
x(x—5)=0
x=0vx=5
vold. vold.
Jix)<g(x)geeft-1<x<0v 1<x<5

2x—1
=4 ff2t— =
¢ fx) gee 1 4

b f(x)=g(x) geeft

2x—1=4(x+1)
2x—1=4x+4
-2x=15

x=-2%, dus 4(-2%,4)
g() = 4 geeft *1 1 =
x—1

x+1=4x-1)
x+1=4x—4
-3x=-5

x=1%, dus B(13,4)

AB=xz—x,=1} —-2; =4

16 Hoofdstuk b
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Bladzijde 25

1 1.1
—=—+—=11_1 1
@a f b v E+_:_
f:3 v 3
1. 1.1
b 3 v
1_v 3
b 3v 3
1l _v-3
b 3v
b(v—3)=3v
__3v
v—3
b noemer is 0 geeftv—3 =0
v=3
Dus de verticale asymptoot is de lijn v = 3.
. . 3 3
I =lim——=—""-=3
V=3 shmy 3 1-0
v
Dus de horizontale asymptoot is de lijn b = 3.
v o | 1] 2] 4 s |6 | 9| w2
bl o s sz 6 |4as| 4
b
T
} .
5 I ]
otk b
I
! v
0 3 4 6 7 8 10
L —1 !
T
1
) 1
\ |
___3 \ T
1
l.—4 |
\ i
L5 !
[
v=|3

De praktische betekenis van v = 3 is:

als de voorwerpsafstand 3 is, dan is er geen beeld.

De praktische betekenis van b = 3 is:

er is geen voorwerpsafstand waarvoor de beeldpuntsafstand 3 is.

c b= 3v 3y
yv—=3 pv=
b=v v—3

v=0 v v=6
vold. niet vold.
Dus bij v = 6 zijn de beeldpuntsafstand en de voorwerpsafstand gelijk.

© Noordhoff Uitgevers bv
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.
3y
d é: v—3 _ 3 ‘
y v y—=3 3 ‘:2
v—3
b 5 3
23 - =5
v -3 " w-3)

J 3=2v-3)v3i=-2(v—-3)
3=2v-6v3=-2v+6

-2v=-9 v 2v=3
v:4% vV Vv= 1%
vold. vold.

5.2 Machten met negatieve en gebroken exponenten

Bladzijde 27
@ a De exponenten worden telkens 1 minder en de getallen worden steeds door 2 gedeeld.
b 29=1 2%=4
1 1
¢ pl=t 3=
Fi=y =
Bladzijde 28 ( 1 )
—5 -
@ a L:a—z g XS a7 s-1o 46
a? a al
b a* #=a4-a‘6—a‘2 g ﬁ=a—11
c C; :%:an——4_an+4 h _15 (@) =a® a¥ =8
a a
(«) B
iy a an
d E=a8 0=4g8 i g =?—a +3
e (@) *=a"
Bladzijde 29
L1 ¥ 1 1
Da =55 d %)ZZW:ZZ%:@]T
b 3)2=31H%=32=9 s 1 4 1
3 e 4.10—3;4.-—3:4-—:m:—2—56
& 3_5~2:3.L:3.%:23_5 10 1000
2
2 f 1:6‘2—%:é=1 % =3°36=18
, 1 6b° i} 1 b*
@a 6a3b*=6 p b3=? f ga2b4_g —a—z'b4=6—az
1 1 1 1 4
b 1 3_1, 1 _ 1 -4-(3a)2=-4- =4 . —=-——
BE—=3 a31 3a® 413 8 (3a) 1 31a)2 1 942 942
5 —4b2:5._.b2:__ h (3 —2b—3: . —=
¢ at gt (3a) Ba)? b 9a%b?
3 43,1 _ 3 c 3,453 4 . 3B
d §a4—§'a4~5a4 1 galb—g';'b—ga
3 = 3 B i 8
e %a) =(21-a) =23 a3—8-;=;

@D a y=%(3x2)3-%=% 27x6-2-x710=18x*

Dus y = 18x™*.
b= 162 _ 162
(3x2)*  81x?
Dus y =2x78.
¢ y=303x)2-dx=3-32.x24x! =35 -4-x1=3x"

Dus y = 13x71,

2
===2x%
8
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(%)'1 cx 2oyt =352

@ - () e

Dus y = 3x2.
b y=75-(6x?%3x2=75-52-
Dus y = 9x1°,

¢ y=(xD) = 5ex 2270 = 13500

Dus y = 135x78.

@ (-
(G

Bladzijde 31
Dasa=53%Y
! b b
b 1 _Zb: =
29 T T 2
2 3 3
¢ g =F=7—=
a @ Ia?

b —=~T_=a"%
a @&
1_1_ 5
Ca= ¢
1
d;=a3
e i Ja=a @ =a%
@a 82 =23-21=2%
b 13=31-3=31"3=33
l_gz 3=t 02t
¢ 2 oF 2 2
dl-Ya=2121=214 =23
e W22 125=22+H:22é
P2 2
@a x5 =x2.-x =x2 %/;C
b 2% =222 =42
C 2‘“%:2-"-2;”:2)5.?\5/5
d 3¥*2=3¥.32=9g.3x
e 5a+125a 51_5 52a
f () GG =) eh?=

4a—3:4a.4—3:4a.?§:.611.4a
22a-1_172a.»-1 :(22)0.% =%.4a

=0

(%)1‘3‘ _ (3—1)1—3-’6 =3 143x = 3-1.33% :%

@© Noordhoff Uitgevers bv

x"2-3x12=75-%

(1) 22=4

-3 .x10 — 9x10

108

. (33)x — % .7x

1
2 3 1 2b§ 2'%
3a7 b ==
3a 3a
1
11 41 b b
@ bh=—T=—F
S5qa:  54Ja
1 1 1
(Sa) T=
(5ay S5a
1 2
3_2:3a—2_a-3
a
12
g2 = g% = 4
1, 4. 4 4+1 32
-4—-\/21=a a=a =g
a
3 3
a a L 2
T—:T:a?’ 3:a23
a o
6/%7:1I3“2:3‘%:3‘%

Tgﬁf~ 102-10: =102 = 107"

i =0 \/_—23 23=233=2%
10-\/0,1 =10!-3¥10T=10'-105=10' 5 =103

Machten en exponenten
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X~ X X _ 62 _ .3l =2 __ 7 =x%
D 2l x2ad A * f N x *
b x 7x3=x1-x%=x1% gx2 %:xz-x3:x2’3~x‘1
e XX it g
Jx & x T h §x-Yr=xi-w=xts=x:
d x4-\/;c=x4 xt=x i xt Sx:x4 x%:i%:x‘@“ﬁ:xlz]o
%/;C X i1 * é/; o
e —=="T=X321=X%
Vxoow
@ a y=%=%=%=5x’15 d y=3-43=3x
. f x11 oooxe Dus y = 3xi.
Dus y =5x% e y=5x‘°’2-x1’3=5x‘°’2+1’3=5x1’1
b y=>5xx3=5xl-x =5x" s =5x% Dus y = 5xbl.
_ g2k 1,9
Dus%/ 5x%, f y=?gxll=5-x1’9‘1’l=5x0’8
— 2, =5-%3.2.5 =10x3% = 10x % X"
¢ y=3 2\x=5x32-x2=10x3*7=10x2 Dus y = 50,
Dus y = 10x2.
Bladzijde 33
@ a x'°=50 31=121
x =507 = 11,531 x=21"1=21"1=:% 0,048
b x4l=5 (5x)%% =18
x =571 0,675 5x = 1805
¢ ) ™=11 x=1.18m = 38313
Ix=11== 3?2 =28

x=2-11"5=0316

x =28

x =282 = 148,162

@ a 3:>5+1=27 d 8§ —3xbl6=
3x22 =26 -3xb16=-7
x2,25:2_6 x1,16:7

x= (%)= =2,611
b (5x)3+8=21

(Gx) 3 =13 e 5-32x=8

5x =137 3= _8

x=4%-13"5=0,028 A2=3

¢ 4x8+ 16 =5000 x) =%

4x718 = 4984 3

X8 = 1246 2= ()

x =1246=15 = 0,019 x=1-(8)P=2,048

f 3-43—1=36

3-43=37
4x3:33_7
xi=3

3
x=(2) ~ 28495
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@ y=202°

2033 =y
x* =55y

x= ()
x= (%) »
Dusa= (%) =037 enb=1=033.

Bladzijde 34
® a y=5x"2geefi 5x12=y
x2 =02y
x=(0,2y)12
x= 0,21%2 . yﬁ
x = 0,26y%8

Dus x = 0,26y%83,
b y=0,1x""7 geeft 0,1x 1 =y
x V7 =10y
x=(10y)=

x=10717- y”}lﬁ
x = 0,26y%%
Dus x = 0,26y%%.
c y=125x23 geeft 125x23 =y
X723 = 0,008y
x = (0,008y)==

x=0,0082 -y
x = 8,16y704
Dus x = 8,16y7%%,
@ a y=1523Yx= 15x2 - x3 = 15x%
y = 15x% geeft 15x% =y

x5 =15y
x= (%)
i (o
x = 0,31y%%
Dus x = 0,31y%%,

b6 _ 6 _6
4 3 xtwm xh

y=6x" geeft 6x% =y

x=1,51y92
Dus x = 1,51y™%2,

3 i
¢ 12 y}=12-—\/—’;~=12-x——12x-lé—

y:x_\/._)_c.. Y e

y=12x% geeft 12x 15 =y

X6=15y

x= ()7
x=(%)7p
x = 8,41y7086

Dus x = 8,41y7986,
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@ a K=15¢" geeft 1576 =K b v=25n/t=25¢ 1 =25
K v =257 geeft 25112 =y

q 15
g = (LK) £ =0,04y
g= (L) K5 t=(0,04v)}
g = 5,43K-06%5 £=(0,04) -3
— ~0,625
Dus g = 5,43K79:62°, 1=0,120067

Dus = 0,12v%67,

@r--""

Cmm—1
F(m\m— 1) = m\Jm
myJm-F —F =m\Jm
m\/E-F—m\/E=F

m\Jm(F—1)=F
=L
F-1
mg:L
F-1

m= i
F-1

@ a P=800-12%
_ 800
- 12,25
Een grotere waarde voor / geeft een grotere noemer en dus een kleinere uitkomst van de breuk.
Dus een grotere waarde voor / geeft een kleinere waarde voor P, dus grotere dieren leven gemiddeld
verder van elkaar af.
b [=2,15 geeft P=800-2,1522% = 143 exemplaren per km?.
In het gebied leven ongeveer 250 - 143 = 35750 kariboes.
¢ P=800-7%% geeft 800225 =P
[225 = 8%0 P

I~ (doP) >

1= () - P
[~ 19,5P 044
Dus /=19,5- P44,

d 160000 per 5 km? geeft P = =32000 per km?
P =32000 geeft /=19,5-320007%4 = 0,20, dus de gemiddelde lengte is ongeveer 20 cm.

160000
5

5.3 De standaardfunctie f{x) = g*

Bladzijde 36

@ ¢ W NORHALFLORT AUTOREAL RADIAN P~y

/

1

Hoe kleiner de waarden van x, hoe meer de grafiek nadert naar y = 0.
b Er geldt dat lim f(x) = 0 en hoe groter de waarden van x, hoe groter de waarden van £(x).
X —>-®

Dus B,= (0, —).
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[V NORHAL FLOAT ALTO REAL RADIAN WP ﬂ

Hoe groter de waarden van x, hoe meer de grafiek nadert naar y = 0.

d B,=(0, —)
Bladzijde 38
@ay=3x ¢ y=11%
translatie (-1, 5) ¢ verm. x-as, 4
fx)=3*1+5 y=4-11*
De horizontale asymptoot is de lijn y = 5. ¢ translatie (0, 6)
L B G h(x)=6+4- 1,13
Y=o ) De horizontale asymptoot is de lijn y = 6.
¢ veérm. x-as, - Bh — <6’ —é)
y=-2-05" d y=12,5
¢ translatie (0, 3) \L verm. x-as, 0,01
gx)=3-2-0,5* y=0,01-12,5*
De horizontale asymptoot is de lijn y = 3. ¢ translatie (0, -150)
B, ={3) k(x) = 0,01 12,5% — 150

De horizontale asymptoot is de lijn y =-150.
B, =(-150,—)

@ a lim f(x)=lim (25-5-1,5)=25-5-0=25
X - -0 X —>-00

Dus de horizontale asymptoot is de lijny = 25.
b lim g(x) = lim (60 +10-0,8*)=60+10-0=60

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 60.
¢ h(x)=15-18"7*-12=1,5-1,8-1,8*-12=1,5-1,8-(1,8)*—12=2,7-0,55.* - 12
lim A(x) = lim (2,7-0,55..* = 12)=2,7-0—-12=-12
X0

X =00
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y =-12.
d /k(x)=180-0,98*1 —50=180-0,98*-0,98 — 50 =176,4-0,98* — 50
lim k(x) = lim(176,4 - 0,98* — 50) = 176,4- 0 — 50 =-50
X ~»00 X >0

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y =-50.

@ay=3 c y=3"
¢ verm, x-as, § ¢ translatie (4, -5)
yz%.3x y:3x~4_5
i translatie (0, 3) ¢ verm. X-as, 3
y=7-3"+3 y=3(34-5)
b y=3" ofwel y=3-3*"4~15
¢ spiegelen in de x-as ofwel y= 3x_3 -15
y=-3% d y=3°
. ¢ verm. x-as, 3
¢ translatie (0, ~1)
=33
= -1 g ¢ translatie (4, -5)
y=3:34-5

ofwel y=3¥3-5
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Bladzijde 39

@ a f(3)=23"-4=60

y=2
translatie (-3, -4)
f0) =2 4
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y =-4.
y
0

x <3 geeft -4 < f(x) <60
b Voeriny, =23 —-4eny,=-1.
Intersect geeft x ~-1,42.
f(x)<-1geeftx<-1,42

@ a Voeriny, =2 —2eny,=(3)"" +2.
Intersect geeft x = 2,15.

J(x) = g(x) geeft x > 2,15

b lim f(x)= lim (2*-2)=0-2=-2, dus B =42,
X—>-® X — -0
Dus f(x) = p heeft geen oplossingen voor p <-2.

Bladzijde 40
@ a Voerin y1=22-3eny,=4-0,53-1.
x -1 0 1 2 3 6 7
) 1-29|-281-25| 2 -1 13 29
gx) | 63 | 31 15 7 3 -0,5 | -0,8

24 Hoofdstuk 5
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-3 2 -10

b B,= (-3,—)en B,= (-1, ), dus flx) = p heeft één oplossing voor p > -3 en g(x) = p heeft geen
oplossing voor p <-1.
Dus het antwoord is -3 <p <-1.

¢ 2)=-2
x<2geeft-3<flx)<-2

d f1)=-2,5eng(1)= 15, dus 4(1; -2,5) en B(1, 15).

AB=y,—y,=15--25=175
e Voeriny;=>5.
Intersect van y; met y, geeft x =5, dus P(5, 5).
Intersect van y, met y, geeft x ~ 2,415, dus 0(2,415; 5).
PO=xp—x5%=5~-2,415=2,585
@ a a <0 (verschuiving omlaag) b a> 0 (verschuiving omhoog)
b >0 (geen spiegeling in de x-as) b < 0 (spiegeling in de x-as)
¢ <0 (spiegeling in de y-as) ¢ > 0 (geen spiegeling in de y-as)
@ 253 = \/E
92x-3 = 2%
x—3=%
x=31
Bladziide 41
Da2=12 ¢ 2:371=162 43+l =5
=232 3x+l =81 (22)»+1 =11
2% =% 3+l = 34 26x+2 — 9-1
x=-24 x+1=4 6x+2=-1
b 2% 1=16 x=3 _ 6x =-3
23x-1 = 94 d 6%+ = (%) x = _%
3x—1=4 6% 1= (671y" 51627 =40
3x=5 6l =6 1627*=8
x=1% 2+1=-x (24 * =23
3x=-1 28-4r =23
x=-% 8§—4x=3
-4x=-5
x= 1}1
Da2r=64 c 2%=2 27=4V2
2x+1:26 22x:21 2¥=2"2.93
x+1=6 2= 2=2h
x=3 1 x=1 x=-1}
b 253 =4 d 2x=1 . x
2x-3 — 5—3 2x =90 56 = (%) )
5x+6 — (5"1)'\
x—3=-3 x=0 5v46 _ 5ox
x=0 X+6=-x
2x =-6
x=-3
© Noordhoff Uitgevers bv Machten en exponenten 26




@ a 32\’+1:27\/§

32+1 =33.3;
32c+1 :33§
2x+1=3;
2x=2;

x= 1%

b 10%*1=0,01
10+ =102
2x+1=-2
2x=-3
x=—1%

@ a3-2v+4=28
3-2v=24
2*=8
2.\':23
x=3

b 5%76=0,04
52\'—6:L
)

5
526 — §2
2x—6=-2
2x=4
x=2

c 3¥—2=25
3¥=27
3x=33
x=3

d 5-2*=80
2*=16

,\':24
x=4

¢ 3771 =147

73x+l =49
a1 — 72
3x+1=2
3x=1

d 32"“2_;1‘%
@) =2
25x710:2—4
5x—10=-4
5x=6
x= 1%

@ a /() =g(x) geeft (2 = (1)

y=(2)

translatie (-4, 0)

f) = (2)"*

@iy = @

3% +2 — 9-2x

|
|
|
|
|
| x
X
4
5

40

f(x) = g(x) geeft x> -4

26 Hoofdstuk b

10-3¥=270
3*=27
3r=33
x=3
3-827¥=48
82 *=16
@) =2
26-3x — 4
6—3x=4
-3x=-2
x=2

54! = 25
4.\'—1 =3
(22-1=2"1
922 = 9-1
2x—2=-1
2x=1

x=3

8- 2% =4x+1
B =2
23+x:22x+2
3+x=2x+2
-x=-1
x=1
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b g(x) =12 geeft () =2
(2% =2
2 =7
=-2x = %
y
g
N y=\/§
-4 \X
o]

g(x¥) > /2 geeft x <-}

@ S =2
¢ verm, x-as, 6
y= 6-2*
¢ translatie (0, -10)
gx)=6-2"-10
f(X) :g(x) geeft 2=6-2*—10
-5:2"=-10
2x=2
x=1

A1) =2, dus het snijpunt is S(1, 2).

@ a 21=2021=27.2=2.2
Dus uit 2**1 + 2% = 48 volgt 2 - 2% + 2% =48,
b 2:2%+25=2-2%4+1:2"=3.2%
Dus uit 2 - 2%+ 2* =48 volgt 3 - 2* =48,

3.2:=48
*=16
2% =24
x=4
Bladzijde 42
@ a 32+3:=810 ¢ 23 -2r=1 e 33-31=2\3
3%-32+3 =810 203 —r=1 3x—3%.31=23
9-3*+3v=3810 8-2v—2:=] 3*-1-3"=23
10-3*=810 7-2=1 $:33=23
37 =381 2=y 3¥ =33
3r =34 9% =173 3x=131.3%
x=4 x=-3 3x =31
b 2871 +2¥+1 =10 d 3¥72=24+3* x=1;
x, -1 x,n1l = xX,22 — + 3x
2727142721 =10 3*-32=24+3 £ 51452263
3:25+2-28=10 9-3*—3v=24 4 o
| . 5%.51+55.52=6,/5
2L.2v=10 8-3*=24 1 1, &y
_ _ 55 55057 =6y5
2°=4 3:=3 ]
2r=22 x=1 05 =65
_, 55=25\5
x 5v=52. 53
5 =5%
x=2%
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b Voeriny, =3*"!~4eny,=6—3"1

3.\-+1 = 9x+2

3,\-+1 — (32)x+2
3.\'+1 = 32x+4
x+1=2x+4
-x=3

x=-3

gatl _ga—1 = 8\/§

3,\-.31_3.\-,3—1:8\/§
3:3¥—3-3'=83

25-3%=83
3¥=33
3r=31.3:
3r=3L

x= 1%

3= ()
3 = (3—1)x—6
3¥? = 3x+6
¥=-x+6
2+x—-6=0

x—2)x+3)=0
x=2vx=-3
S+ 5tl=2
5% 4 §x. 51 :%
54“+5-5x:2£5
6j5“'1=%

¥=5

5% =572

x=-2

5945 = 12551
5.\'2+5:(53)\~+1
§5¥°+5 — §3x+3
x2+5=3x+3
x2—-3x+2=0
x—Dx-2)=0
x=1lvx=2

y=3
translatie (-1,-4)
flx) =31 -4
y=3
¢ verm. x-as, -1

y=-3
i translatie (1, 6)

gl)=6-3""

X -3

-1

£ 22— ()" =28

2x. 22 _ (271)7_\'4—1 =28

4.2.\‘_2.\'71:28
4.2.\‘_2.\‘.271:28
4-2x—1.2v=28
33-2v=28
2¥=28
.\':23
x=3
g 47+ = ge-1
(22).\‘2+1 _ (23),\-2—1
2227+2 — 9323
2x2+2=3x2-3
_x2:_5
=5
x=5vx=-5
h 253 — 4zx-1=37

2x.03 (22)‘5,\-—1 _ 3%

g:2x —x"2— 3%
8'2"‘—2“"-2’2:3%
8.2A‘_}T.2A':3%
T3-27=3§

B

2x=771

x=-1

Sx) =3,9 -3,7

=3

23 H

g(x) 6,0
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-3

¢ B;=(-4,>)enB,= (<, 6)

d f(x)=g(x) geeft 3¥*1 —4 =631
3.3l —4=6-3%.3"1
3‘3)‘—4:6—%.3):

3;-37=10
3=3
x=1

fx) <g(x) geeftx<1
e f(28)=3u"1-4=3%-4=273—-4,dus 4(2},27\/3 - 4).
g(2h) =6-3%"1=6-31 =633, dus B(2},6 — 3/3).

AB=y,—y,=27/3—-4—(6-33)=30{/3-10

f f(x)—g(x)=80geeft 33" -4 — (6 —3*"1)=80
3l —4-6+31=80
3%.31—-10 + 3%+ 31 =80
3:-37+1.3r=90
35:3%=90
3=27
3x=33
x=3

g g(x) — f(x) = p betekent de grafiek van g ligt p boven de grafiek van f. Dit geldt alleen voor p < 10.

Dus de vergelijking heeft geen oplossingen voor p > 10.
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5.4 Exponentiéle groei

Bladzijde 44

@ a

b

Jaarlijkse toename van 5%, dus de vermenigvuldigingsfactor is 1,05.
Het bedrag op 1 januari 2011 is 1000 - 1,05 = 1050 euro.

Het bedrag op 1 januari 2015 is 1000 - 1,05° = 1276,28 euro.
g=1,05

Bladzijde 45

© -

i = 1,127 ¢ 73,5%

b g aang = 0,932 d 15,5%

@ a

Stel L=5b-g'

b=11,9 L=11,9-0,988'
g=0,988

Voeriny, =11,9-0,988"en y, = 7,5.
Intersect geeft x =~ 38,24.

Dus in het jaar 2005 + 39 = 2044.

tijdinjaren|0]1|2‘3|4}5

hoeveelheidNI 2 ‘ 18 | 162 | 1458 ‘13122‘ 118098

b Per twee jaar met 92 = 81.

Per half jaar met 4,5 geeft per jaar met 4,52 = 20,25.
Dus met (veel) minder dan 4,5 per half jaar.

Bladzijde 47

@D

Sicwartier — 1’12

G = 1,124= 1,574

De toename per uur is 57,4%.

&5 minuten — 1’12% = 15038

De toename per vijf minuten is 3,8%.
s uur = 1,1220= 9,65

De toename per vijf uur is 865%.

8uag = 0,84

e = 0,847 = 0,295

G = 0,843 =~ 0,993

De afhame is 0,7% per uur.

Sivartior = 0,992...7 = 0,9982

Het groeipercentage is -1,18% per kwartier.

Eweek = 1’37 = 6’27

Het groeipercentage per week is 527%.
Zyue = 1,367 1,045

Het groeipercentage per 4 uur is 4,5%.

Zuur = 0,805

Elcwartier — 09805% = 0’947

De afname is 5,3% per kwartier.
Gjaar = 1,086

825 jaar = 1,086” = 7,87

De toename is 687% per 25 jaar.
Eweek = 2780

Zang = 2,807 = 1,158

De toename is 15,8% per dag.

30 Hoofdstuk 5

e 142%
f gy = 0,993
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@ a g3jaar = 2515
Giar = 2,57 = 1,357
Het groeipercentage per jaar is 35,7%.
b gl()jaar =5

Gioar = 5T = 1,175

Het groeipercentage per jaar is 17,5%.
¢ gSjaar = 0,815

Gjaar = 0,855 = 0,980

Een afname van 2,0% per jaar.

300000 _
50000

@ a Tussen =5 ent=9 zit 4 uur en de groeifactor in deze 4 vur is

b 4 = [6
G = 64 = 1,565

Bladzijde 49
@ 2 StelN=b-g"
_ 4100 _
&1 =600 ~ 25625

g = 2,56257=1,143...

N=b-1,143..1
f—3enN= 1600} b-1,143..3 = 1600
b= 1600 1070
1,143..3
Dus N=1070-1,144".
b StelN=b-g"

1250000

s wr = 150000 8,333...

G = 8,333..5 = 1,423...

=} f
f’: 2ben1 1’32=3i"50 000} b-1,423..2 = 150000
150000

b= = 74000
1,423...2 00
Dus N=74000-1,42".
¢ StelH=b-g"
0,47
€3 dagen = 0.60 =(,783...

Zasg = 0,783..5 = 0,921...

H=5-0,921...! . .
t=5en[—]:0,60} 5:0,921..°>=0,60

0,60
b=—2 ~ 0,90
0,921..5 0:2
Dus H=0,90-0,922".
2500
@ Grafiek door (4,1000) en (10,2500), dus g gagen = Tooo = 2%

aag = 2,5¢ = 1,164...

Stel N=b-g' }
- N=b-1,164.." ) 4_
g=1,164.. f=den N= 1000} b-1,164..*=1000
b= _1000 543
1,164..4

Dus N = 543-1,165".

B2jwar ™ 574,03

Zjaar = 1,056...2 = 1,02800...

Dus het rentepercentage was 2,8%.
574,03

1,0283

Het bedrag op 1 januari 2008 was =~ 500 euro.
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Bladzijde 49

@ a Opr=3isd= 316n0p1—71sA—11 dus g4 gagen = 11—0354

Zaag = 0,354..5 = 0,771.. 31
A=b-g }
- A=b-07710,
g=0771. ] 170 T 0771..2=31
b= =67
0,771..2

Dus 4=67-0,772".
b De oorspronkelijke wond was 67 mm?.
¢ 60 uur=2dag=2,5 dag
t=2,5geeft A=67-0,772%° = 35 mm?.

550
2= = 0,885...
=51 = 0.88

897 793 702 621
=0,885... —=0,884... =0,885... —=10,884...
D 2 g5 = 0885 557 =0, 793 702
Elke factor is bij benadering 0,885, dus er is sprake van een exponentieel verband.
b Stel P=b-g"
b=1013 P=1013-0,885"
g=0,885
€ Zkm stijgen = 0’885
€115 km daten = 0,885711° = 4,08, dus de luchtdruk is met 308% toegenomen.
@ a StelP,=b-g?
g5 m = 0,08 geeft g = 0,085 = 0,603 } P.=100-0,603¢
P .=100-0,6037
Stel Py =b-g7
gsm=0,17 geeft g, = 0,175 = 0,702 b P, = 100-0,702¢
b=100

b P, =1 geeft 100-0,6037 =1
Voeriny; =100-0,603*en y, = 1.
Intersect geeft x = 9,10.

Dus tot een diepte van 9,1 meter dringt 1% rood licht door.

d=9,10 geeft P, =100 0,702%10 = 4%
Dus 4% blauw licht dringt tot dezelfde diepte door.

Bladzijde 50
2 2
@ a Voor A0 isé=%= 1,41... ~%en voor A4 1sé= ;?Z) 1,41...5#.
b n=4 geeft 841-g*=210
4_ 210
841
210 \s
=|l=—] =0,707
(841) s
¢ Stell =b-g"
_ 297 _ (297 )i . - . .
8= 1189 geeft g (1189) = 0,707 ; [,=1189-0,707
b=1189
d 4,=1,-5,=1,189-0,707"- 0,841 - 0,707" = 0,99...- 0,707>" = 0,99... - (0,707%)" = 0,99... -
Dus A4,=0,5".

e =0,01 geeft 0,5 = 0,01
Voermyl—OS eny,=0,01.
Intersect geeft x ~ 6,64.

Dus vanaf het formaat A7.

32 Hoofdstuk 5
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Debal heeft4+2-4-08+2:4-0,82+2-4:0,83=1961,6 cm afgelegd.

Stel H=b-g"metg=0,8enb=4,dus H=4-0,8".

H=0,1 geeft4-0,8"=0,1
Voeriny;=4-0,8"eny,=0,1.
Intersect geeft x = 16,53.

Dus na 17 keer stuiteren.

Stel H=b- g".
g=0,8
H=5-0,8" 0ad
n=3 enH=4}b 0’84 =4
b=—>="728125
0,83

Dus de bal is op een hoogte van 7,8 m losgelaten.

Diagnostische toets

Bladzijde 52

©-

y=+x

translatie (2, 3)

f)=3+x—2

<

@3

(_4) '2)

Dus D, = (<, 3], beginpunt (2,3) en B, = (¢, 3],

s | s 2] 1] o] 3
1) l—1,8 ' 03 [ 04 | 13 I 3

N w

© Noordhoff Uitgevers bv

y=+x

¢ verm. x-as, -1

y=-x

¢ translatie (-4, -2)

g(x)=-2- \/m
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b f(x)=15 geeft3 —\3—-4x=13
-3 —4x=-1}

kwadrateren geeft

3—4x=2;
—4x=—%

=16
voldoet
fx)> 15 geeft & <x<3

¢ f(-5) =1,dusx>-§ geeft 1 <f(x)<3

©aN=2/-5+1
2/ =5t+1=N

b 2x\y—6x=1
26y =6x+1

kwadrateren geeft kwadrateren geeft
4(-5t+1)=N? 4x2y =36x+ 124/x + 1
-20¢+4 = N?
36x +12x+ 1
-20r=N%2-4 y:%
t__%Nz_,_l 4x
Z—2
Ga lim7_2x= imx —u=—2
x—w 3x — x—>w3_§ 3-0 3
x
6+l
b lim 6x+1 — lim 6x + 1 - lim 6x+1zlim x:6+0:3
s>2[3-2x] xoe-(3-2x) soe-3+2x i>e3 ., 0+2
X
5 1
. 3—-|5-x] . 3--(5-x) .. 3+5-x .. 8-x . «x 0-1
¢ lim = lim = lim ————= lim = lim =—=-
e x| +6 xoe  x+6 xoe Xx+6 xoeXx+6 ﬁxl+§ 1+0
X

6 a noemer is 0 geeft 3 —2x=0
-2x=-3
x=13
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 15.

x o )
X
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y =-1.
b noemer is 0 geeft 2x +3 =0
2x=-3
x=-1}
Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-11.

4x : 4 4
= + = + =1+4——=1-2=
lim f(x) = hm ( 1 3 or ) xhn}o (1 3 ) 1 0_2 =1-2=-1

e L T
65 £ x
= oy = s~ =70
VOOI'X_>°°

1

h
Dus de horizontale asymptoten zijn de lijnen { _ 2 VOOL X —3 — 00

¢ Noemer is 0 geeft |2 —x| =0
2—-x=0
x=2
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 2.
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4
3x|—4 — — 3-% -
1imh(x)=lim‘ | —fim XA g Ay =X 370
x o0 x ‘2—)5} xoe-(2—x) xow-2+x x—)wi_*_l 0+1
x
34 -
. . Bxi—-4 . -3x—-4 . 7 x -3-0_
Jm A= Jim S S S iy =y 3
=-—1
x
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 3.
G a noemer=0geeftx+1=0
x=-1
Dus de verticale asymptoot van de grafiek van fis de lijn x =-1.
1
2+
. Lo 2x+1 x 240
1 =1 =1 = =2
i fl)=lm = ey L 140
X

Dus de horizontale asymptoot van de grafiek van £ is de lijn y = 2.
2 EREREE R
fx) | 2,5 | 3 \ 1 [ 1,5 )1,75

De grafiek van g is de lijn door de punten (0, 2) en (4, 0).
y
/ i
|
Ao
|
. 4
|
|
!
i 3
1
L I
—————————— e T T R S St entetts STt [P
I
I
I
: 1
I
i
i
|
T X
-4 -3 -2 -1 [o 1 2 3 4 5 6
? /
—f- -1
i y=-fx+2
-2
I
t
{
Li—-3
!
|
x=-1
2x+1 1
= =iy 4+
b f(x) = g(x) geeft 11 5x+2
2+ 1=+ 1)(-3x+2)
2+ 1=-Ix2+2x—1x+2
' %xz-i-%x—l:()
X*+x-2=0
x+2Ex-D=0
x=-2vx=1
f)zgx)geeft-2<x<-1vx=>1
(7] ;@=%:a‘l% b a*3a=a? a=a% ¢ %ﬁ:;%:a%
Y R | _% e | 1_7'5b3
O (f=ai==1x b a2 pi=—ib="> ¢ Tateb=7 pb=—p
© Noordhoff Uitgevers bv Machten en exponenten 35




1 1.1 1.
02 y=ga=s s
Dusy=3sx2.
_12 1
PITSe T eTE
Dus y = 22x3,

c y= 3.503. (4x0,5)4 =3.x03.44. 52 = 768x2:3
Dus y = 768x%3.

@ a ;37 =160 b 733 =48 ¢ (3x)6+2=7
x37 = 640 S5 _ 48 (Bx)6=5
x = 64077 = 0,174 e Sy 5

Bladzijde 53
@ K=7-(59)" geeft 7-(5¢)* =K
Sqy'?=7K

Dus ¢ = 0,89 K77,

@ a y=4°
¢ verm. x-as, 0,3
y=0,3-4"
i translatie (0, -130)
f(x)=03-4*—130
b lim g(x) = lim(45 + 12+ 0,5*3) = lim(45 + 120,53+ 0,5%) = lim(45 + 1,5+ 0,5) =45 + 1,5 - 0 = 45

xX— X—® X—® X—®
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 45.

® a Voeriny, =32~ 3eny,=4- (3 -6
Intersect geeft x = 0,22.
y

Jx) = g(x) geeft x > 0,22

36 Hoofdstuk b
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b f(4)=6
Voorx<4is -3 <f(x)<6o.

¢ De grafiek van g en de lijn y = p hebben één snijpunt voor p > -6.

Dus g (x) = p heeft één oplossing voor p > -6,

@Das1=1255 b
51=53.5
51— 53}
x~1=3;
x=4%

D a o1=27 b
(32)x—1 _ (33)x+1

3262 — 33x+3

2x—2=3x+3
-x=5
x=-5

@ a gdag: 1’10
e = 1,107~ 1,949,
Het groeipercentage per week is 94,9%.
b gy, = 1,105 = 1,032
Het groeipercentage per 8 uur is 3,2%.

@ 2 . =064
Zinaand = 0,041 = 0,963
De afname per maand is 3,7%.
b gsae = 0,64° = 0,107
De afhame per 5 jaar is 89,3%.

s ()
32x—5 — (3—3)x
32x—5 — 3—3x
2x—5=-3x
5x=15

x=1

2x+2+2x+1:36
2%-2242%.271=36
4:28+1.2v=136
43-2°=36

2=38

2x:23

x=3

@ stelN=b-g"
1200 ,
&3 dagen — 1500 = 0989 dus gdag = 0,83 = 0,928

N=b-0928." 1, .
,:4enN:1500}b 0,928...4=1500

1500
b= = 2020
0,928..4

Dus N=2020-0,928".
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¢ 2-4%71-3=6]
2-421=64
4-1=32
(221 =125
24x-2 = 95

x(x+3)=0
x=0vx=-3
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6 Differentiaalrekening

Voorkennis Differentiéren

Bladzijde 57

A _
@ 2 De gemiddelde verandering op [-1, 3] isA—yz;—Ol:%_
W
; : ; . Ay -1-3 -4
t different tie A S . -
b Het differentiequotiént op [1, 4] ISAx 1-1 3 14
A - .
c Dehellingvanlijnkisé:%zﬁ:%:%‘
d y /
3
~ | : /f
AT
1 "
\ B
X
1ol 172 3\4/5
-1

helling

I~
e S N N S A
o
< .h
Ml
x

© 2 f(x)=5*—3x2+6x—1geeft fi(x)=2x>—6x+6

b g(x) = (5x2 —2)? = 25x* — 20x? + 4 geeft g'(x) = 100x> — 40x
P+41-(x—3)2x 2+4-2x2+6x -x2+6x+4
d k(p)=-sp* +35p> — 8 geeft k'(p) = -3p* +3p
e l(g)=10—5¢*+9q® — a* geeft I'(q) =-10q + 274>
x+1)-0-6-1 6

— x+
(x+1)? (x+1)?

x—3 ik
214 geeft 1'(x) =

¢ h(x)=

f m(x)=2x%— geeft m'(x) = 4x —

x+1

Bladzijde 59
© a f(x)=-x2+4x+5geeftf'(x)=-2x+4
Stel k: y = ax + b.
a=f(3)=-2-3+4=-2

y=-2x+b } _
- -2:3+bH=8
f(3)=28, dus 4(3,8) 6+b=8
b=14

Dus k: y=-2x + 14.

b f(x)=8geeft-2x+4 =28
-2x=4
x=-2

f(=2)=-7,dus B(-2,-7).
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Q2 /()= dx+2geeft f'(x)=3x*—2x— 4
Stel k:y=ax+b.
a=f(0)y=-4
y=-4x+b }b=2
f(0) =2, dus 4(0,2)
Dusk: y=-4x+2.
b f'(x)=1geeft3x2—2x—4=1

3x2-2x-5=0

D=(-2?-4-3--5=64
2—8 2+8

x:T:_lvx:TZI%

f-D) =4enf(12) =-22, dus B(-1,4) en C(13,-2%).

G- =2l ey g =& D 2@ DL 2xt2-20wl 3

Sl k x+1 , (x+1)? (x+1)? (x+1)?
tel ki y=ax+ 0.

) — 3 =1
AL
y=3x+b L, _
) =1,dus 4@, 1) (3 210=1

2+b=1
b4
Dusk:y:§x+_i—).
y _3 3 _3
b f(x)—;geeft(x+l)2—z
(x+1)y=4

x+1=2vx+1=-2
x=1lvx=-3
F(-3)=3 enf(1)=1, dus B(-3,31) en C(1,3).

@ 2 s()=152geeftv(t)=5'"(0) =3¢
v(5)=3-5=15env(10)=3-10=30.
Dus na 5 seconden is de snelheid 15 - 3,6 = 54 km/uur
en na 10 seconden is de snelheid 30 - 3,6 = 108 km/uur.

. 100 100
100 — =
b 100 km/uur is 36 m/s geeft 3¢ 36
100
t—3,6-3 ~9,26

Dus na ongeveer 9,26 seconden is de snelheid gelijk aan 100 km/uur.
¢ Gedurende de eerste 10 seconden legt de auto s(10) = 1,5- 102 = 150 m af.
Op ¢ =10 is de snelheid van de auto s'(10) =3 - 10 = 30 m/s.
Tussen ¢ =10 en ¢ =20 legt de auto 10-30 =300 m af.
Dus in totaal legt de auto in de eerste 20 seconden 150 +300 =450 m af.

6.1 Toppen en buigpunten

Bladzijde 60
o In de toppen is de richtingscoéfficient van de raaklijn gelijk aan 0.
Fx) =133 — 1532 — 18x + 50 geeft f'(x) =x* — 3x — 18
f(x)=0geeft x>~ 3x—18=0
x+3)x—6)=0
x=-3vx=6
Dusx,=-3enxz=6.
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Bladzijde 61

© /) =33 +3x2—2x+5 geeft fi(x) =x2+x—2
f(x)=0geeftx?+x—2=0
x+2)E—1)=0
x=-2vx=1

max. is f(-2) = 8} en min. is f(1) = 3.

© 2 f(x)=3x*—16x3+ 18x2 + 2 geeft f(x) = 12x> — 48x2 + 36x
f'(x) =0 geeft 12x> — 48x2 + 36x =0
12x(x2 —4x+3)=0
12x(x —3)(x—1)=0
x=0vx=3vx=1

TN x
o1v

min. is f(0) = 2, max. is (1) = 7 en min. is f(3) =-25.
b B,= [-25,-)

O 2 f(x)=31x>—3x2+8x+3 geeft fi(x) =x2 — 6x + 8
f'(x)=0geeftx>2—6x+8=0
x—2)x—4)=0
x=2vx=4

1o ]| o S
V) [N

max. is f(2) = 9% en min. is f(4) = 8.
b f(0)=3enf(3)=9,dusB,=3,9].
¢ f(3)=9,dus B, =[85, ).
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24+4)-5-5x%-2 2 - -
a2 geeftf’(x):(x ) X02x _ Sx?+20~10x* _ -5x*+20

(s EWOE

X2 +4 (2 + 4)? (2+4)? (P +4)7?
, -5x2+20
f(x)=0geeftm=0
-5x*4+20=0
~5x2=-20
x2=4
x=2vx=-2
y
f

-2

NE—————

min. is f(-2) = -1} en max. is f(2) = 15.
Jfx)=0geeft 5x=0
x=0
De grafiek snijdt de x-as alleen in (0, 0), dus B,= [— 1}1, 141].
b Stel k: y =ax + b.

ey = 56220
a=f"(6)= (62+4)2 710
1
y=-twx+b L. _3
70 a6 ) o70Th
stb=g
b= 15
Dus ki y =-15x + 155.
_ X _
c f(x)—lgeeftx2+4—1
S5x=x*+4
x> =5x+4=0
(= 1)(x—4) =0
x=1vx=4
y
— v
| |
| n
1 4 X
f

Jix)<lgeeftx<lvx>4

Q@ 2 ) =ix*—x2—4x+3 geeft f(¥)=x>—2x—4
b f(2)=23-2-2-4=8-4-4=0
¢ Uit de schets blijkt dat er een laagste punt is met een horizontale raaklijn en omdat f(2) = 0 is er dus
een extreme waarde voor x = 2.
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Bladzijde 62
@ 2 f(x)=2x°—6x3 geeft f(x) = 10x* — 18x
Stel I: y = ax + b.
a=f'(2)=10-24—18-22=288
y=88x+b

© 88:2+b=16
f(2)=16,dus B(2,16) 176 +b =16
b=-160

Dus I: y = 88x — 160.
b f(0)=10-0*-18-02=0
y

NE

(0]

In de schets is te zien dat de grafiek geen top heeft voor x = 0.
Dus f'heeft geen extreme waarde voor x = 0.

© /() =ix*+3x3 — 15x2 — 3x geeft f1(x) =x> + x> —3x -3

b F(B)= (B + (P -35-3=3343-35-3=0

y

3

i
|
|
|
|
|
|
|

7'(\/3) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = +/3.
Dus fheeft een extreme waarde voor x = +/3.

Bladzijde 63
O 2 f()=(2+ D2 -4 =x*—dx2+x? — 4 =x*— 3x2 — 4 geeft f(x) = 4x> — 6x
f(1)=4-13-6-1=4-6=-
£'(1) is niet gelijk aan 0, dus f'heeft geen extreme waarde voor x = 1.

b f'(\/g)=4-(\/g)3—6-\/E=4-1%\/E—6\/E=6\/E—6\/E=0

y

\ /

f ’(\/@ ) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = \/g ;
Dus de functie heeft een extreme waarde voor x = \/g .
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x+1 D 1-@+D38 P +1-3x3-3x2  -2x3-3x2+1
a1 et 0= 3+ 1)2 R R,
(2 (3)=3-G)+1 25-34+1 -3+l 0

N () N (T E O

y

_

@)

@D 2 f0=

Dl f——— — — —

f ’(%) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x =1.

Dus fheeft een extreme waarde voor x =1.
b x+DE?>—x+D)=x3-x2+x+x2-x+1=x>+1

x+1 x+1

c = = =
/) B+l x+FDEP-x+1) x-x+1
De grafiek van fheeft een perforatie voor x =-1.
lim A - —2 L L1
w13+ 1 o1+ D2 —x+1) o-ix2-x+1 3

mits x # -1.

De perforatie is dus (-1,1)

x+1 _ x+1 _

WP+l x+HDEP-x+1) PF—x+1
(—x+1)-0-1-2x—1)  -2x+1

d fix)= mits x # -1 geeft

S = W —x+1) T —xt 1Y
fix)y=0geeft-2x+1=0

-2x=-1

x=3

@ a Voeriny, =5 —3x2+6x+3.
y

[

-3

N = o o e = e

1
|
|
I
[
[
I
t
I
i

b De optie minimum geeft x =-3 en y =-10}.
De optie maximum geeft x =2 en y = 103,
dalend op (¢—,-3) en (2,7)
stijgend op (-3,2)
toenemend stijgend op (-3,-3)
afnemend stijgend op (-3, 2)
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¢ flx)=-x2—x+6

-1
d xpz_zzﬁé

e Bij x =x, gaat de grafiek over van toenemend stijgend in afnemend stijgend.

@ a De raaklijnen raken aan de bovenkant voor x < 3.
b De overgang vindt plaats in (3,- 1%)

¢ onderkant, bovenkant

Bladzijde 65
® f0)=x*—123+30x2+48x+5
F'(x) =4x3 — 36x% + 60x + 48
F"(x)=12x*>—T72x + 60
f"(x) =0 geeft 12x> — 72x +60=10
2—6x+5=0

x—Dx-5=0
x=1lvx=5
f(1)=172en f(5) = 120.
y
f
:
| i
i |
=B 5 x

Uit de schets volgt dat de buigpunten (1, 72) en (5, 120) zijn.

@D f0)=3x>-3x+6x+4
f)=x*—6x+6

ffx)=2x-6

f"(x)=0geeft 2x—6=0
2x=6
x=3

Stel k: y=ax + b.
a=1(3)=32-6-3+6=-3

y=-3x+b } _
> 3-3+h=4
) =4,dus 43,4 500

b=13
Dus k: y=-3x + 13.
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Bladzijde 66
@ a () =-pxt 32

o) =5 = x?

flx)=-x*-2x

f'(x)=0 geeft-x2—2x=0
x(x+2)=0

x=0vx=-2

f(0)=0enf(-2)= 1%,

y

Uit de schets volgt dat (-2, 13) en (0, 0) de buigpunten zijn.

b f"(0) =0 en f(0) =0, dus in het punt (0, 0) is er sprake van een horizontale buigraaklijn.

D a f(0)=tx"-23+5x2-5x—5
) =x3~6x2+10x—5
£"(x) =3x2 — 12x + 10
fs"(x)=0geeft 3x2—12x+10=0
D=(-12)>—4-3-10=24 > 0, dus twee oplossingen
y

fs

TN

De grafiek van f; heeft twee buigpunten, omdat £; ' twee extremen heeft.
b f(x)=ix*—2x3+6x2—5x—5
fo')=x3—6x2+12x =5
Jfo"(x)=3x2—12x + 12
fo"(x)=0geeft 3x>— 12x +12=0
D=(-12)?-4-3-12=0
De vergelijking 7" (x) = 0 heeft één oplossing.
y

fs

De grafiek van f; heeft geen buigpunten omdat de grafiek van f;' geen extremen heett.
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@ ]i,(x):%x4—2x3+px2—5x—5

1,/ =x>—6x*+2px—5
5 o) =3F—12x+2p

De grafiek van f, " is een dalparabool met nul, één of twee snijpunten met de x-as.

\/
~J

Heeft de grafiek van /"
twee snijpunten met de
x-as, dan is de grafiek

van f," stijgend-dalend-
stijgend en heeft de grafiek
van f," twee

Iy 1"
X
X

£,

Heeft de grafiek van f,"

één raakpunt met de x-as,
dan is de grafiek van £,
stijgend-stijgend en heeft de
grafiek van f," geen
extremen, dus de grafiek

Heeft de grafiek van f,"”
geen snijpunten met de
x-as, dan is de grafiek

van f," stijgend en heeft de
grafiek van f," geen
extremen, dus de grafiek

extremen, dus de grafiek van f heeft geen van f heeft geen buigpunten.
van fheeft twee buigpunten.
buigpunten.

Dus de grafiek van f, heeft 6f twee 6f geen buigpunten.

@D a f0)=0(x-4)2-5=1x5— 43+ 16 — 5 =1x6 —dx® + 11 geeft f'(x) = 13x5 — 12x2
Stel k1 y =ax + b.
a=f"(0)=0
y=>b b
f(0)=11, dus 4(0,11)
Dusk:y=11.

b f(x) =0 geeft 13x° — 12x2=0
3x°—24x%2=0
3x%(x*—8)=0
?*=0vx’=8
x=0vx=2

In de figuur in het leerboek is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = 2.
f(2) =-5, dus top(2, -5).
¢ f1(x)=13x5 — 12x2 geeft f"(x) = Tax* — 24x
F"(x) =0 geeft 75x* — 24x =0
x(73x3—24) =0
x=0v 73x>=24
x=0v x3=3%
x=0vx= %/3?

FRB) =G RB5)y -4 -5=(-33-4)-5=%

=11

46 Hoofdstuk 6 © Noordhoff Uitgevers by



® /@ =x'+p2 +522 10
£@)=4x* + 3px? + 13x
£,"(x) = 12x + 6px + 13
De grafiek van f, heeft twee buigpunten als de grafiek van 7, twee extremen heeft,
dus als £, "(x) = 0 twee oplossingen heeft.
twee oplossingen, dus D >0 2
1 36p*—72>0
D=(6p—4-12- 1% =36p2— 72 36§2>72

p*>2

pP<-\2vp>.2

Dus de grafiek heeft twee buigpunten voor p <-+/2 v p > /2.

@ a fheefi twee extreme waarden wanneer f'(x) = 0 twee oplossingen heeft en de grafiek
van /' twee snijpunten met de x-as heeft.
f(x)=ax®+ bx? + cx + d geeft f'(x) = 3ax® + 2bx + ¢
De grafiek van f” is een parabool, dus indien de vergelijking f"(x) = 0 twee oplossingen
heeft, heeft de grafiek van /' ook twee snijpunten met de x-as.
f'(x)=0 geeft 3ax?>+2bx+c=0

twee oplossingen, dus D > 0 } 9
4b* - 12ac >0
- 2_A4.3g c=4b —
D=(2b)Y—4-3a-c=4b*—12ac 452> 12ac
b? > 3ac

b fx)=ax®+bx>+cx+d
f'(x)=3ax?*+2bx+c

26 b
2:3a  3a
Voor een derdegraadsfunctie geldt dat a # O dus er is precies één buigpunt.

Indien twee toppen, dan zijn de x-codrdinaten van de toppen de oplossingen van
f'(x) =0 geeft 3ax? +2bx+c=0

De grafiek van f” heeft een extreme waarde voor x = -

D=4p?—12ac
-2b—+/D -2b++/D
x=—"T—"—"VXx=—"7-"—
6a 6a
X,+x =_2b_\/5_2b+\/5 =ﬂ=ﬁ:2-i=2x
4 7B 6a 6a 3a 3a ¢

6.2 De afgeleide van machtsfuncties

Bladzijde 68
4 L 5 . | e
@a;—@cz x— 6x3 x—4—5x4 az‘—gxz
B 1 ., 3 _ . 1
bx4=;; 3x2=;5 —2)c3="x—3 %x6_'7“x“6
¥ +5%2 X 5%, 1,2 x 4 x+4
A b o T e 22
42 +Tx _ 4x*  Tx B} 3 1,3 x 3 X 6 xX+6
I S P e e T e e
260+ 5x2 2x° | Sx2 2 2 3 2% 3 8&* 9 83-9
— = 4 D= +1~ -2 242 = = - 27 L=
T PR T T 3 4 12 12x 12w
® » [L]_xz 0—1-2x _-2x -2
x2 (x2)2 x4 x3
1 ~
bx—2:x2
! 5 [x2] =-2x73
x x
_ 1] x5-0-1-5x* -5x* -5 .
C I:xs] :!:—;il: (x5)2 = xlO “xé- 5x6
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Bladzijde 69

@ De functies g en 4 zijn zonder quotiéntregel te differentiéren, omdat de noemers uit slechts één term bestaan.

D a fn)= ié =xC geeft /'(x) =-6x7 = ;—f

X

b glx)=5- %= 5 —3x2 geeft g'(x) = 6x73 :%
* x

¢ h(x)=ax*— )5)—4 = ax* — bx* geeft h'(x) = 4ax® + 4bx~> = 4ax® + i_ls)

_2x—1_2x 1 a1 - o) 202 42,3 _ 2 2
D a =" = 3= a7 geeft ) =x? 43P =
3x2 (2x—1)-6x—3x*-2 12x2—6x—6x2 6x2—6x
b = ftg'x)= = =
g(x) 21 geeft g'(x) (2x — 1)? (2x — 1) (2x — 1)?
3x6-3 3x6 3 _ . - _
¢ h(x)= 3 =?~x—3=3x3—3x3geefth(x)=9x2+9x4=9x2+x—4—7+x—4

@ a f(x)= 5x2—%= 5x2 — 5x72 geeft f'(x) = 10x + 10x73 = 10x+%
x ¥

5 22 , ) 5
b g(x)=ﬁ—T=§x2—%x2geeftg(x)=—5x3—§x=—x—3—%x
. 2
c h(x)=6—%=6—("7—%)=6—x+x-1 geefth’(x)=—1—x‘2=—l—xl—2
Bladzijde 70
x -1 1-x2x x2-1-2x2 -x2-1
= ft U e = =5
D o S0 G
tel kiy=ax +b.
_4_1 5
— £1(2) = =5
a fs() (4_1)2 9
y=-5x+b Sy p=2
f2)=2dusA(2.3)] 327050
—j-l-b—g
b=13
Dus k:y =-3x + 13.
2 _ 2 24
b gx)=> = 1=x?—%=x—x“ geeftg’(x)=1+x‘2=1+xl—2=xxzl
Stel : y =ax + b.
ooy 41
a=g'@)="7—=1
1
y=11x+b }11 41
lot+p=11
1 1) ( 1z 2
g(2) =13, dus B(2,13) ol o1l
b=-1
Dus /: y=15x— 1.
¢ glx)=x—x"
g'@)=1+x"
g'(x)=-2x3= :%
¥

g"(x) =0 geeft % = 0 en deze vergelijking heeft geen oplossingen.
X

g ' heeft geen extreme waarden, dus de grafiek van g heeft geen buigpunten.
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D a f(x)=0geeft3x+3=0
3x=-3
x=-1
Dus A(-1, 0).
3x+3 3x , 3 B} , ~ 3
fx) = xx =?+;=3+3x1geeftf(x)=~3x2=—;5
Stel kzy=ax + b.
3
= '»—1 3 e
a=f(-1) e
2(2_1"38‘)% }—3-—1+b=0
’ 3+b=0
b=-3
Dus k:y =-3x — 3.

, 3
b f')=-jgeelt—= =3

x?=4
x=2vx=-2
f(2)=4% en f(-2) = 13, dus de raakpunten zijn (2, 44)en (—2, 13).

-3

¥+4 X2 4 4
S X b da geeft fi() = | —dx =12
D a ="+ T =% 14 geeft f'(x) x 2

Stel k:y = ax + b.
4

a=f’(3)=1—“3“5=1—§=g
5
y=5x+b }§-3+b—4—
—al N s
) =45,dusA(3,45)[ 27 T g1
b=23
Dus k:y = 5x + 22,
bf’(x)=—3geeftl—;i2=—3
4
_;:—4
xt=1

x=1vx=-1
A1)y=5enf(-1)=-5, dus de raakpunten zijn (1, 5) en (-1, -5).

c f’(x)=0geeﬁ1—fg=0

_4
x

—_
N

2

x
x=2vx=-2

\_

I
|
|
|
o} 2

max. is f(-2) = -4 en min. is f(2) = 4.
d f(0)=2geeft 1 - =2
x

4
_x_2 =1
x?=-4
geen oplossingen

Dus er is geen raaklijn met richtingscoéfficiént 2.
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1l —252_2. 1 _ __ 3
¢ L 2 xm 2 x2 ¥ 2% x
d =143
Bladzijde 71
@ a xroxr=x b 2-x%-[x5‘]'=1
(et ] =[] A [T =4
b+ [] = 4
[xz] x2+x [x] 1 [xi] :2_L
2 xi-[x%]rrl *
(4] =4
S S S ST} )= 1Ly 3. L 3
D2 /@ xWx x-ox xh geeft f(x) =-1; 2 xn 2yt
b g(x)=\/;c—%=x%—xl—%=x5‘—x‘% geeft
1 1 11 1 1 1
’ 2+1—15:l._]+l. o= + = 5
g'x)= 2x 27X 2 42 . 2\/; o 2\/; 2{\,\/;
) 2 2 ‘ ;
¢ h(x)= ot 2 2 p= 21, =x2 — 2x717 geeft

x\/_ Cxfx xfx oxex xew xB
1 3 1 3 1 3
h' 43y =l 2= + T = +
h'(x) = 2x 3Ix2 =5 = AT \f 2o 2 \/)_c X2 Jx
d k(x)=x2(xx—3) =x3-x—3x2=x3x — 3x2 =x3 2 — 3x2 geeft

k'(x) =34x% — 6x =31x2 - x2 — 6x = 31x2- x — 6

X2

Bladzijde 72 1 1
=x+-x=x+xigeeft f)=1+xi=1+}-F=1+—"F7
@ 2 f)=x+E=xtatgeelt [ =1 +hri=1+} =14l
b g(x)=xYr=xx=xb geeftg’(x)=l%x§=l%-%
1 1 i 1 1 1
By = —==—=x7 geeft h'(x) =-Lx1 = S N
¢ ) f b EE () = Tt ke 2x+/x
d k(x)=x3-Jx3 = x3xF = x3 geeft k'(x) = 33x% = 3342 x5 = 3322 a3

) =x2 4 =x2- xi = x% geeft f(x) = 2bxt =2hx-x+ :241_‘)6.{1/;

2 2 2

42 +1  4x 1 4x 1 1 1

(x) = T+ rT=—7 +t—T 4x; +x'1; geeft
X oxex oxex oxlo o xh

2 51 2 3 2 3

&)

=2

g =2x71—1x2z=

E.xzéﬁ\/)fc 2x%x2 $—2x2-\/i

(g

p 1 1 1 1 1
h(x)=2x+21x12+;xz—2x+2%x-xz+%-x—%=2x+2%x\/;c+ﬁ

x—4 x 4 1
d ko)== 2 - 5o 3 4xd geot
x)= T ! X X3 gee
| i 1 1 1 1 2 4
Fey=2xs+3p =2 g, 2. g, I +
() =5% 3= S 3l 33 xew 3%/)76 3X%/;C
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hx) =2+ D)1+ =x2+x2- e+ 1+ Jr=x2+x2-x3 + 1 +x2 =x2+x% + | +x7 geeft
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@2 f0)=(xx—3)=x>—6xJx+9=x3—6x-x +9=x3— 6xlz + 9 geeft /(x) =3x2— 9 =322 — Nx

b g(x)—zf\/é x22x -3 1=2—x——§~—2x 13 — 3% zgeeft

X2 x°rxz
1 3 1 3 15 3 15

! =-3 72E+7l 5 = __1+§‘_T=_ T+ 1

g'(x)=-3x 2X P R M NV A \f 23 Jx

¢ h)=(x =)= (x=28) =22 = 20x-2d + () =2 = 2085 + 5 geet
' L 1 2
h'(x) =2x — 23x3+§x3—2x—232~-%/;+%.x—%:2x_2%.§/;+3.%/;

k(x)mx TA_X A B ay) geeft
o x o ox &

PNRE O SUSRTRRDE s SIS NSE NPT SN SRNPE R S
HORE S B G el el B Gl
@ /o)== geeft f(x)=3 ;1“:32%
Stelk'y—ax+b
2 1
a=f'g)= =-71=13
() \/g 3.% 3
y~1x+b }11,1 p=1
S@)=hdusdG )] 25 2
b=y
Dusk:yzl%x+%2~
Stel Iy = ax + b.
ey 2 2
a=1"(8) %/g 3.9 3
y=3x+b }l §+b=4
1 =
f(8) 4,dus B(8,4) 2h=4
b=13

Dus /iy =3x + 15.

Snijden van k en  geeft 1x + 15 =1x + 13
dx+i=x+4
3x =33

x=1j 141, 1 3
=11+ =12
y=l%~x+%}y I3-1g+5 =13

Dus C(1%,13).
@ a fx)=xx—3x=x%—3xgeeft f(x)=1ixt —3=11\x-3
J'(x) =0 geeft l%f— 3=0
1§\/§c~3

X

-l>-|l

lI

X
f@=4/4-3-4
min. is f(4) = -4

b Stel k:y=ax.
a=1(0)=1/0-3=-3
Dus k:y =-3x.

cf’(x) 3 geeft 13x—3=3

N
Jx=4
x=16
]:y=3x+b }
g 3-16+b=16
J(16) =16,dus 4(16,16) | ;o7\
b=-32

Dus A(16, 16) en : y = 3x — 32.
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3 3 , 1
@ a foy =2 +2=XT+%=x25+2x‘i geeft

\/7 X2 X2
fix)= 21x2— 2:2%x-x%— 2xf 2%[—7
Stel k:y =ax + b.

, 1
a=f(1)=2%'1'\f—m=2%—1=1%
y=1%x+b 1. _
Fely=3;dns A3y 2 L £ 2 =3

15+b=3
b=1;

Dus k:y = 13x + 13.
Snijden met de x-as, dus y = 0 geeft l%x + 1% =0

1% =-1%
x=-1,dus B(-1,0)
y
3 A
2//
4
B X
-1 (0] 1 2
O(AOAB) =1 - -3:1%

b fi(x)= 0geeﬁ21xf \/7 =0

1
oL et
2X\/x =
25x e xfx =

25x3 =1

w
I
)

=

Il |
Q‘ il
wN|

Dus p=%

Bladzijde 73
@ a s() =10/t =101 geeft v() = 5'(7) = 156 = 15/t
v(8) =158=15-22=302
Dus de snelheid na 8 seconden is 30~/2 m/s.
b 108 km/uur = %= 30 m/s
v(7) = 30 geeft 15/t =30
AF=2
t=4
Dus na 4 seconden is de snelheid 108 km/uur.
¢ 5(9)=109-/9=90-3=270env(9)=15-19=15-3 =45
Dus in de eerste 9 seconden legt de trein 270 meter af en in de volgende 51 seconden 51 - 45 = 2295 meter.
Dus in de eerste minuut legt de trein 270 + 2295 = 2565 meter af.
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6.3 De kettingregel

Bladzijde 75
® av3)=32-53=9-15=-6
u(v(3)) = u(-6) = (-6)* = 1296
b u(v(4)) = u(4> - 5-4) = u(16 — 20) = u(-4) = (-4)* = 256

® a f(x) =u((x) met u(v) =+ en v(x) =3 - x°.
b () = u(v(x)) met u(v) = /v en v(x) = x> + 1.
¢ f(x) = u(v(x)) met u(v) = % en v(x) =x + 8.

Bladzijde 77
@ a f(x) = (4x +3)? geeft f'(x) = 3(4x + 3)2- 4 = 12(4x + 3)?
b g(x)=6(ix—4) geeft g'(x)=5-6(2x—4)* L =15(1x—4)*
¢ hx)=3x2— (1x—2)° geeft h'(x) = 6x —3(Lx —2)* - L =6x -3 (dx ~ 2
d j(x) = (4x2 — 3)* geeft j '(x) = 4(4x* — 3)3 - 8x = 32x(4x> — 3)?
e k(x)=5x— =5x — 4(3x + 2)3 geeft

4
(Bx +2)°

k'(x)=5--3-4B3x+2)*-3=5+36(3x+2)*=5+ 36

(3x +2)*

t 1 2
z(x)=\/mgeeftl(X):2\/m'4:\/m

®a = —2(2x + 1)* geeft f1(x) = 4--2(2x + 1)*+ 2 = -16(2x + 1)}

b g(x )—(—-)— (Bx—2)? geeftg’(x)——2(3x 2)3- 3—(3 o)
2x+2

¢ h(x)= v2x2+4x BeelUh ()= g b 4= m

d Jj)= \/4x =1 T (dx— 1)\/4x —1
e k(x)= (2 + 32 +3 = (x2 +3)1 geeft k'(x) = 12 (x? + 3)2 - 2x = 3x X + 3

-6

= (4x — 1)% geeft;'(x) =-L(4x — 1)1

f l(x)=—2\/%—r3—=(x2+2x+3)'% geeft
X2+ 2x
| -x—1
) =22+ 2x+3) - +2) = =
) =20+ 204 ) x4 ) = ok 3
@ a f(x) =463+ Tx—2)? geeft f/(x) =2+ 4(x3 + Tx — 2) - (3x* + 7) = 8(3x? + T)(x* + Tx — 2)
6 g as M) = 7 e (2 4 Ay _18@x+3)
b g(x)= R 6(x? + 3x)7 geeft g'(x) = -3 -6(x* + 3x)™*-2x + 3) 2+ 30
1 2 2+
¢ h(x) =33+ 3x = (3 + 3x)7 geeft h'(x) = J(x> + 3x)7 - (3x? +3) = 3(§2+31x)2
3
. 4 — 1 ft ’ :_1 4 — 2— -1=
d jx)= \/‘* = (4 —x)'% geeftj'(x) 7' (4—x 2(4_x)2.\/m
e k(x) =5y2x* + x2 + 4x2 geeft k'(x) = 5 NN S (8x® +2x) +8x = St ) + 8x
‘/2 4+ x? \2x* + x?
x2+4 3 *
=+ 4 "(x) = x =
f I(x)= \/___ geeft /'(x) = 2\/2+4 X A
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@ a Voeriny, = (1x2—2x)’.
y

\ /.

9]

b f(x)=(3x2 - 2x) geeft £'(x) = 3(3x ~ 2x)* - (x — 2)
f1(x) = 0geeft 3(3x2 — 2x)*- (x —2)=0
x2-2x=0vx—2=0
¥—4x=0vx=2
xX(x—4)=0vx=2
x=0vx=4vx=2
¢ Stell:y=ax+b.
a=f(6)=3(3-62—2-6)*(6—2)=432

y=432x+b
- 432-6+b=216
f(6) =216, dus A4(6,216) 2592 + b=216
b=-2376

Dus [: y = 432x — 2376.

D a f(zc))=(%x—1)4(;x+2)3geeftf'(x)=4-(%x—1)3-%—1=(%x—1)3~1
Sf'(x)=0geeft (;x—1)—-1=0
(gx—1) =1
Ix—-1=1
Fx=2
x=8

\ x

8
|
I
|
|
|
|
!

min. is f(8) = -5, dus B,= [-5, ).
b Stel k:y=ax+b.

a=r1¢,=r¢;=-2

£'(x) =-2 geeft (f%x —1)}-1=-2

(3x—1)°=-1

x—1=-1

Fx=0

x=0
y=-2x+b }b=3
f(0)=13,dusdoor (0, 3)

Dus k:y =-2x + 3.
¢ fW=(}-4-1)4*-4+2=-2
Voer in y, = (4x — 1)4—x+2eny2=—2.
Intersect geeft x =4 en x = 10,35, dus 4(4, -2) en B(10,35; -2).
AB=10,35-4=6,35
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Bladzude 79
D a /3= 4(2 3- 5)3+2—— 13+2=2}¢
gB3)=-1(3-3-1004+2f =-L-1+25 =
f3)= g(3) dus 4 ligt zowel op de graﬁek Van fals op die van g.
b f(x)= ~(2x 5 +2 geeft fx)=3-2ox-522= =11(2x -5y
F@=12-3-5¢=1
g(x) =-+(3x—10)*+2} geeft g'(x)=4--1(3x—10)*-3=-33x - 10)*
g'3)=-3-3-3~- 10)3 =
f'(3)#¢g'(3) dus de raaklijnen in 4 hebben niet dezelfde richting. Emma heeft dus geen gelijk.
¢ f'(x)=13} geeft 13(2x — 5)2 134
(2x—5)?=
2x—5=3 v 2x—5=—3
2x=8 v 2x=2
x=4vx=1
Jf4= 84 en f(1)= —44, dus de punten zijn (4 84) en (1 -4 )

D a =1 2+9—x2+5xgeeftf’(x)=5—*é\[—+——9-2x—2x+5=\/xzx—_l_9——2x+5

Stel k: y=ax + b

a=f(4)= T —2-4+5=-2%
1
y=-2x+b } 2L 4+b=9
S&=9,dus 44,9 | gl 'y g
b—17§

Dus k: y =-2%x + 174,

3 3
b f(3)= —2:3+5=—"=-1#0
I'®=T7m 7is #

Dus de grafiek heeft geen horizontale raaklijn voor x = 3.
¢ Stel:y=ax+b.

a=rc;=rc,=35

s X
f'(x) =5 geeft N
x
N
kwadrateren geeft
¥2
x*+9
4x%(x* +9)=x?
4x* + 36x2 = x?
Ax*+35x2=0
x*}(4x? +35)=0
x?=0v4x2=-35
x=0 geenopl.

bb-3

—-2x+5=5

=2x

= 42

y=5x+b
f(0) =3, dus door (0, 3)
Dusly=5x+3.

@ a De tijd nodig van 4 naar B via C is Z + i = § uur = 450 seconden.

De afstand AB = /22 + 102 = \/104 = 2/26 km.
226

80
Het verschil is 458,9... — 450 = 9 seconden.

De tijd nodig van A4 direct naar B is = % 26 uur = 458.9... seconden.

AD BD x*+2* L 10-x_ 10 x
=t A 2+4+0,1-0,01
b= T100 " 80 100 % 100 100 "BV 01X

Dus £ = gx? +4+0,1 - 0,0Lx.
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X

¢ 1(x) =gg\>+4+0,1—0,01x geeft 1'(x) = 5 2\/T 2x—0,01=m—0,01

’ - - =
t'(x) = 0 geeft S0V + 4 0,01=0
X
———=10,01
80yx2+4 7
kwadrateren geeft
2
X

—————=10,0001
6400(x2+4)

X2 = 0,642 + 4)
x2=0,64x2 + 2,56

0,36x2=2,56
x? =6%—4
X = 25

1(22)=4./(22)2+4+0,1-0,01 +22 = 0,115 uur = 414 seconden

De snelste route is 450 — 414 = 36 seconden sneller dan via C naar B.

Bladzijde 79
@ f(x) = (ax—2)* + Lax geeft f’(x) 4ax —2)*+a+3a=4a(ax —2)* +1a

f'(3)=0 geeft4a(a-3 - 2)3+2a 0
4a(3a—2P3 +3a=0
a(4Ba-2*+1) =0
a=0v43Ba—-2y+i=0
a=0v4Ba—2)y>= —%
a=0v Ba—-2)>=-%
a=0v3a-2=-1
a=0v3a=1}
a=0va=1

a= 0 geeft f(x)=(-2)*+0= 16 en deze functie heeft geen extreme waarde voor x = 3.

3 geeft f(x) = (3x —2)* +
y

]
NI= =

fheeft een extreme waarde voor a =1.

@ J(x) =x+/2x + 1 is het product van de factoren x en \/2x + 1.
Dus volgens de productregel is f'(x) = [x]-\2x+ 1 +x- [\2x + 1].
De afgeleide van /2x + 1 bereken je met de kettingregel.

@ a f(x)=x/3x+1 geeft
3x 2(3X+1) 3x
=1-\Bx+1+ =\Bx+1+ - +
S e 2\/ T o Bxtl 2Bxtl 2Bxt1
_6x+2+3x 9x+2
2\3x+1  23x+1
Jx2+1

b g(x)= 1 geeft
2x+1 —yx?+1-2
’()—(x g i 2+ . XA D) x-(P+1) 2 22+ x—2x2-2
A (2x + 1)2 T @122l et )RRl
%x=2

RO TR N
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¢ h(x)= x(3x + 1) geeft A'(x) = 1 - (Bx + 1) +x-3G3x + 1)2-3 = Bx + 1)3 + 9x(3x + 1)2

d k(x)= \/———h geeft
VA 12 -1
= L2 ) 2\/4 1 (A1) 2-(2-1)-2 82+ 2x- 2242
4x + 1 (4x+ Dax + 1 (dx+ D/dx+1
_ 6 +2x+2
(4x + 1)ax + 1
Bladzijde 80

@ f(x)=3x3x 1 geeft
1 3x 2(3x+ 1) 3x
'x)=% - PBr+1+1 =13x+1+ = +
f@) =z N3+ 14ax-7 /—3 1 SN T RN SN

6x+2+3x Ox + 2

4fBx+1 4Bxtl
Stel k: y = ax + b.
9-8+2 4
= 8 = 10
AL RN =
y= 310X+b }3—-8+b—20
10 B
£(8) =20, dus A(8,20) 292 + b =20
b=-9%
Dusk:y=31]5x—9%-
@ as8-2¢>0
-2x>-8
x<4
Dus D,= (9‘,4]-

b f(x) =x+/8 — 2x geeft
FO)=1B T dx e 2= Bt = B2 x| 8-

28— 2x V8—-2x 8—-2x 8-2x 8—2x

¢ fi(x)=0geeft8—3x=0

3x=8

=8

3

8y _8 E_s8.V8 g V8 \/5_8 24_8'2\/8_16 7

7§ =55=3% BB A3 T g TeVem I
Dus de top is (£,12/6) en B,={, 13/6].

8 —3x

"(x) =1 geeft =1

d f1(0) =1 geeft ===

8—3x=+8—2x

kwadrateren geeft

(8—3x)?=8-2x

64 —48x +9x? =8 — 2x

9x? — 46x + 56 =0

D =(-46)>-4-9-56 =100

_46-10 _ _46+10

ST 2vyx T 33

voldoet voldoet niet

£(2) =4, dus 4(2,4).
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@ a flx)= \/ﬁ geeft

V2 +4-1-(x+1
@ )2\/2+ x2+4—(x+1)-x_x2+4—x2—x

o= ) REN AN oy R N
. 4-x
N )
Sf'(x)=0geeft4—x=0
x=4

TO= 52" 720 25 205 5 10

De codrdinaten van de top zijn (4, 1/5).
0+1 _1 qus4(0,1).

0) = -

JO=J7+3

Stel k: y = ax + b.
4-0 =1

IO_

SO @r oy ?

y= 2X+b p=1L

door 4(0, 1) 4

4+1 5 5 5 5 55
=35

Dus k:y=3x+1.
k snijden met de x-as, dus y = 0 geeft %x +1=0
i

2=

x=-1,dus B(-1,0)

|
o]

O(0O4B) =515 =4

J(x)=2x/9 — 2x — 3 geeft

-2x 2(9 - 2x) " -2x

f(x)=2-49—2x+2x- \/—— -2=29- 2x+\/7 NCES TN CET

_18—4x—2x 18—6x
V9 —2x \/9 2x
Stel k: y = ax + b.

; 18—6-0
a=jf"(0)= \/gT =8
y=6x+b
f(0)=-3, dus A(0, 3)}
Dus k: y = 6x — 3.
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b f(x)=0geeft 18— 6x=0
-6x=-18
x=3
voldoet

max. is f(3) = 6+/3 — 3.

¢ 9-2x>0
-2x>-9
x<4l
DusD (,4L].
<e 6+/3 - 3]

d Raakhjn evenwijdig met y = 13x dusf"(x) = 13

2

, 18—6x 3

Fx) =13 geeft —= =2 2
36— 12x =39 — 2x
12— 4x=./9 — 2x

kwadrateren geeft
(12—-4x)>=9-2x
144 — 96x + 16x2 =9 — 2x
16x2 —94x +135=0
D=(-94)>-4-16-135=196

_%4-14 _94+14 5
0 23 v x ) 33
voldoet voldoet niet

7(28) =7 dus B(2L,7).

AN A A

B2 B2 xBF2

L 2
) = 2t 1 — 2k _21xﬁ_L_M___

f'(x)=0 geeft Z%x -1=0

Al

Dusa=2%,b=6enc=%.
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b

1
x—1

() =1} geeft 2
J'x) 7 g¢cc x\/;c

3

2

5x3 =2 =3xx

563 =3xx—2=0

Stel x+/x = u.

5 =3u—2=0

D=(-3?-4-5--2=49

=3_7vu:3+7
10 10

u=-04vu=1

xJx=-0,4vxfx=1

vold. niet x=1

vold.

u

kiy=1ix+b

L, _
f(1)=3,dusdoor(1,3)}12 1+b=3

15+b=3

b=13
Dus k:y = 15x + 13.

6.4 Toppen en snijpunten

Bladzijde 82
@ De lijn y = 10 ligt boven de top B(S, 8%), dus de lijn y = 10 snijdt de grafiek van
fin één punt, dus de vergelijking ~3x* + 3x? — 5x = 10 heeft één oplossing.
De top A( 1, —2%) ligt op de lijn y = —2%, dus de lijn y = -2} heeft twee punten met de grafiek
gemeen, dus de vergelijking -3x* + 3x2 — 5x = -21 heeft twee oplossingen.

@ a

¢
d

€

f(x) =2x3 — 3x? — 36x + 10 geeft /'(x) = 6x> — 6x — 36
f'(x) =0 geeft 6x2 — 6x—36=0
X=x—-6=0
x+2)(x—-3)=0
x=-2vx=3
fE2)=2-(-2-3-(-2)>—-36--2+10=54
f(3)=2-33-3-32-36-3+10=-71
Dus de toppen zijn (-2, 54) en (3, -71).
De vergelijking f(x) = 25 heeft drie oplossingen.
De vergelijking f'(x) = 75 heeft één oplossing.
De vergelijking f(x) = p heeft drie oplossingen als de lijn y = p tussen de toppen ligt.
Dus voor -71 < p < 54.
De vergelijking f{x) = p heeft één oplossing als de lijn y = p hoger ligt dan (-2, 54) of lager
dan (3,-71) dus voor p <-71 v p>54.
Dat zijn p =-71 en p = 54.
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Bladzijde 83
@ a f(x) =-x> - 3x + 24x + 10 geeft f'(x) = -3x* — 6x + 24
f'(x) =0 geeft -3x> —6x+24=0
x> +2x—-8=0
x—2)(x+4)=0
x=2vx=-4
y

38

min. is f(-4) = -70 en max. isf(2) = 38.
b De vergelijking f(x) =-50 heeft drie oplossingen.

De vergelijking f(x) = 50 heeft één oplossing.
¢ De vergelijking f(x) = p heeft drie oplossingen voor -70 < p < 38.
d De vergelijking f(x) = p heeft één oplossing voor p <-70 v p > 38.

@ f(x) =0,75x* — 2x3 — 36x2 + 300 geeft f'(x) = 3x> — 6x* — 72x
f1(x) =0 geeft 3x*> — 6x> —72x =0
3x(x?—2x—24)=0
3x(x+4)x—-6)=0
x=0vx=-4vx=6
y

X

~456

min. is f(-4) = 44

max. is f{0) =300

min. is f(6) = -456

De vergelijking f(x) = p heeft

precies vier oplossingen voor 44 < p <300

precies drie oplossingen voor p =44 v p =300

precies twee oplossingen voor -456 <p <44 v p>300
precies één oplossing voor p = -456

geen oplossingen voor p <-456
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D a

S(x)=x?+2x +5— 6 geeft

_ 2x(2x +5) ¥ 4P+ 10x+x2 5x2+10x

f')=2x-y2x+5+x2-

f(x) =0 geeft 5x2+ 10x =0
Sx(x+2)=0
x=0vx=-2
vold.  vold.

y

1
= + -
2\2x+5 V2x+5  \2x+5 \2x+5

- /2x+5

2x +5=0 geeft x = -25, dus f(-24 ) =-6, f(-2) =-2 en f(0) = -6, dus de toppen zijn (-2,-2) en (0, -6).

De vergelijking f(x) = p heeft

geen oplossingen voor p <-6

precies één oplossing voor p > -2

precies twee oplossingen voor p =-6 v p =-2
precies drie oplossingen voor -6 < p < -2,

De lijn : y = x heeft drie snijpunten met de grafiek van f.
De lijn m: y = 3x heeft één snijpunt met de grafiek van f.

y

[
m:y=3x Ly=x

f

ky=2x

f(x) =0 geeft 6x =0, dus x = 0.
Dus de grafiek snijdt de x-as alleen in (0, 0).

Voor 0 <a <2 ligt de lijn y = ax tussen de x-as en de raaklijn k: y = 2x.

Er zijn dus drie snijpunten met de grafiek van fvoor 0 < g < 2.
Dus de vergelijking f(x) = ax heeft drie oplossingen voor0 < a < 2.
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6x

@ a fix)=- geeft
x*+5
Py =T 6=6r 2 62430122 622 +30
(xz + 5)2 (x2 + 5)2 (xz + 5)2
f1(x) =0 geeft -6x>+30=0
-6x>=-30
=5
x=+5vx=-5
y
f
-5 |

. 6--5  -65
mln.lsf(—\/§)=(_\/§)2+5: o =-3./5.

6:\/5 65
max.isf(\/§)=ﬁ5)5\/;—5=—l\{):=%\/§_

Bf: [—%\/55%\/3]

b f(0)=3=15

fx) = 0 geeft 6x = 0, dus x = 0. Dus de grafiek snijdt de x-as alleen in (0, 0).
De vergelijking f(x) = ax heeft precies één oplossing voora<0v a=> 1i.
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@ a f(x)=x+/2x + 6 geeft
_ 2x+6 X _2x+6+x 3x+6

1
'®)=1-v2x+6+x- 2= + = =
S'®) T o6 w6 Jaxt6  y2+6 J2x+6
S (x)=0geeft3x+6=0
3x=-6
x=-2
y

-3

min. is f(-2) =-2/2
2x + 6 =0 geeft x = -3, dus beginpunt is (-3, 0).
De vergelijking f(x) = p heeft precies twee oplossingen voor 2+/2 < p < 0.

e 32 0+6 6 _ .
b f(O)——\/m—\/g /6, dus y = \[6x is de raaklijn in (0, 0).

y
f
y =[6x

De vergelijking f(x) = ax heeft precies twee oplossingen voor 0 < a < /6 v a > /6.

Bladzijde 84
@ a y y y y

£
2 fa

fs / £z

b f_; heeft twee extreme waarden
/-, heeft geen extreme waarden
/> heeft geen extreme waarden
/5 heeft twee extreme waarden
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@ Voor p >1 is D <0 dus heeft J,'(x) = 0 geen oplossingen.
Er zijn dus geen extremen voor p > %

Voorp = % is D =0, dus de grafiek van f," is een bergparabool die de x-as raakt.

grafiek van fp dalend dalend
horizontaal

fo
Er zijn dus geen extremen voor p = %

QD /(0= -1 +px+5 geeftf,'(x) =-x*—3x+p
/, heeft twee extreme waarden, dus /,'(x) = 0 heeft twee oplossingen.
D>0

D=(-32—4--1-p=9+4p [ " 4>0

4p>-9
p>-2
Dus twee extreme waarden voor p > -23.

Bladzijde 85
(71) Sx) = X3+ px® 4 3x + 1 geeft 1) = 3x%+2px +3

5 o

X X

J, heeft geen extreme waarden, dus ];’(x) = 0 heeft geen of één oplossing.

Geen of één oplossing, dus D <0 }
’ 4p*—-9<0
_ 2.4.3.2 =42 _ P =
D=Qpy—4-3:3=4°-9 4p2<9
P*s3
-13<p<ly
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@ 2 0= 12‘c3+x2+px+7geeftf’(x) Ly +2x+p
f’(l) Ogeeft +2+p=0
:_21
Sat'(x) = Ogeeft x2+2x 2:=0
x2+8x 9=0
E—DE+9)=0
x=1lvx=-
y

foy

/ -9 01'

max. is f1(-9) = 473,

b f,'(x)= X+ +p
f heeft twee extreme waarden, dus f,(x) = 0 heeft twee oplossingen.
D >0

D=22—4-%'p=4—p 4-p>0

-p > _4
p<4
Dus twee extreme waarden voor p < 4.

@ De lijn k met rc, = 2 raakt de grafiek in 4 geeft f,'(x,) =2 } £13)=2
x,;=3 P

4

fo(X) =523 +px? + 5x — 3 geeft /' (x) =x2 + 2px + 5
1 — 2 1Dy L &

Sy @) =x"+2px+5 3242p-3+5=2

£ 3)=2 9+6p+5=2
6p=-12
p=-2
Bladzijde 86
D a Sx) = 6x+/x + px2 = 6x12 + px?
f heeft een maximum voor x = 2, dus f } 1
f’(x) Oxs + 2px = 9Jx + 2px \/7+2p 2 =0
9-11+4lp=0
43p=-13;
p=-3
y

|

I \7fa

|

I

|

|

|

|

I

|

o 21 \ .

Dus f, heeft een maximum voor x = 24 als p=-3.
b f’(l)—rckgeeft9 Ji+2p-1=5

9+2p=5
2p=-4
p=-2

fa0) = 6y — 202

kiy=5x+gq

£5(1) =4 dus A(1, 4)}5 I+g=4

-1
Dusp=-2eng=-1.
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4x+p

@ a j;(x)zx”1 geeft
f,()_(x2+1)'4—(4x+p)-2x_4x2+4—8x2~2px_—4x2-2px+4
P : (2 +1)2 (2 + 1) (2 + 1)
4-02-2p-0+4 4
’O = :——:4
5O 02+ 1)? 1

k: y = ax + 4 snijdt de y-as in (0, 4)} _4
£,(0) =p, dus door (0, p) P

a=f£,'0)=4

Dusa=4enp=4.
b [: y=-x+ b raakt de grafiek in 4 metxA=—1,du5];’(—l)=rc,.

, -4+2p+4
D=ty
2p
2
4
2p=-4
p=-2
_4x -2
f—2(x)_x2_|_1
Ly=-x+b }
_A1=2 g acr sy (TR
f*2(_1)_(—1)2+1_ 3 dus A(-1,-3) 1+b=-3
b=-4
Dusliy=-x—4.
o _4.22—2p-2+4_
¢ f,'(2) =0 geeft o7+ 1) =
12-4p=0
dp=12
p=-3
ey LY
f5'x) = (2 + 1)

f3'(x)=0 geeft -4x* +6x+4=0
D=62—4--4-4=36+64=100
x=_6_10=2vx=—6+10=—1
-8 -8 2

e R L
N

min. is £, (-1 } =-4.
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D 2 1) = 2P+ p-3x—p geeft f,'(x) =x>+2px — 3
/, heeft twee extremen, dus f,'(x) = 0 heeft twee oplossingen.

D>0 }
4p*+12>0

— 2_A.1.-2—=124n2

D=(2p)*—4-1--3=4p*+12 4> 12
p*>-3

Voor elke p is p? > -3, dus voor elke p heeft J, twee extreme waarden.
b ];’(3)=Ogeeft32+2p-3 -3=0

9+6p—3=0
6p=-6
p=-1

F=58—2— 35+ 1enf, =023
f1'(x)=0geeftx>2—2x—-3=0
(+ D)(x—3)=0
x=-1vx=3

max. is f;(-1) = 23.
¢ f,'(-2)=rc, geeft (22 +2p--2-3=-1
_4p:_2
_1
2

fix)=3x3+3x2 —3x—1

l:_y=~x+q 5
-2+qg=42

f%(Z):%.(_2)3+%'(~2)2_3'_2_%:4g,dusB(‘2,4%)}q=2%q 6

Dusp=%enq=2%.

@ /,'(x)=-1x2+px+3 geeft [, () = -bx+p
1,'(x)=0geeft 3x+p=0

=1
pP=3Xx

Bladzijde 88
@D a x=0geefty=-3-03+0+3=3,dus (0, 3) ligt op de kromme.
J,'(0)=3" 02+2p-0+2=2#0, dus voor elke waarde van p geldt dat £,'(0) # 0,
dus (0,3) is geen top van de grafiek van f,.
b De formule van de kromme waarop alle toppen liggen, wil zeggen dat niet elk punt op de kromme
per se een top is. Het punt (0, 3) ligt dus wel op de kromme, maar hoeft dus geen top te zijn.

(79] 1) =13 +p®+3x+5 geeftf,'(x) =x>+2px +3
1,'(x) =0 geeft x>+ 2px +3 =0

2px =-x>—3
voor x # 0 geldt _x -3 -x2-3

g P = VL PR S FE VR
y:%x3+px2+3x+5 *

y=ir I - 1ix+3x+5
y:—éx3+l%x+5

Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen is y = ~éx3 + I%x + 5,
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px (O>+4)-p—px-2x_px*+4p—2px* 4p—px’

@ ];,'(x) = 2+ 4 geeﬁfp '(x) = (2 + 4)2 (2 + 4)? - (x2 + 4)2

1,'x) =0 geeft 4p — px* =0
pA4—-x)=0
p=0vx*=4
p=0vx=2vx=-2
p = 0 voldoet niet, want de grafiek van f; heeft geen top.
Dus de toppen van de grafieken liggen op de lijnen x =-2 enx = 2.

1) L_xtp oy (P41 -(xtp)2x x*+4-27-2px X2 -2px+4
a _];(.X)—x2+4 gee .fp(x)_ (x2+4)2 - (x2+4)2 - (x2+4)2
, -12-2p-1+4
ﬁ(l)zOgeeﬁwz
-1-2p+4=0
—2p=1—3
i p=1;
oy x*=3x+4
fii (x)_ (x2+4)2
Si'(x) =0 geeft -x> —3x+4=0
+3x—4=0
x—Dx+4)=0
{c=1v1x=—4
-4+1; -25
(-4 =P 2
i) (-42+4 20 8
y
f1%
/T\
4 : .
: 0 1
Dus p = 1} en min. isfl%(—4)=—é.
, -x2—=2px+4
b j;(x)=0geeftw=0
-x2=2px+4=0
-2px=x*>—4
-x*2+4 -x*+4
= + ——
voor x # 0 geldtp o _x .
_Xtp YT g
Yo ta _ 2P —x’+4
2x(x? + 4)
__xt4
YT+ 4)
L
Y 2x
1

Dus alle toppen liggen op de kromme y = o
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Diagnostische toets

Bladzijde 90
© 2 /) =02 +4)(1x2—5)=x*— 10x2 + 2x2 — 20 = x* — 8x2 — 20 geeft f(x) = 4x3 — 16x
f(x) =0 geeft 4x> - 16x=0
4x(x>*—4)=0
x=0vxt=4
x=0vx=-2vx=2

y
f

X

min. is f(-2) = -36, max. is f(0) = -20 en min. is f(2) =-36

be=[~36,—>)
_x o @D -1—-x2x  -x2-1+2x2  x2-1
o f(x)_x2+1 geeftf(x)_ (x2+1)2 - (x2+1)2 _(x2+1)2
f'(x)=0geeftx?—1=0
=
x=-1lvx=1
vold.  vold.
y
|
i
1 X
= [6)

e L

f

max. is f(-1) = 2 en min. 1sf(1)———
B,=[-3.1]

© /() =3x"—x3—3x2+ lix geeft f1(x) = 2x3 — 3x2 —x + 11
PR =2 (2P =3 (PP I th=2d VT34 21T )
%\/7 2 2\/7"'11_0

y
b2

B —
=

& \/2) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x =
Dus fheeft een extreme waarde voor x = 2+/2.
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O f=x"—x -5«
fx)=4x3—3x2—18x -5
f"(x)=12x* — 6x— 18
f"(x)=0 geeft 12x>—6x— 18 =0

2—ix-11=0

(x+1)(x-11)=0

x=-1vx= 1%
Stelk:y=ax+b.
a=f'(-1)=4-¢-1®-3-(-1)*-18--1-5=6

y=6x+b
i , L 6--1+b=-2
f(-1)=-2, dus buigpunt (-1,-2) “6+bh=-2
b=4

Dusk:y=6x+4.
Stel :y=ax+b.
a={13) =4 (3P -3+ (1F - 18- 14 - 5=-25]
y=-25kx+b
a5l 1l 4 p=_26L
f(l%) =-267, dus buigpunt (1%,—26%)} 25413+ b ="263
-37§ +b =265
b=113
Dus [ y =-255x + 1112,
De buigraaklijnen zijn k: y=6x + 4 en [: y~——254x+ 11%2

ef(x) I+ +px+2x -3
f "(x)=2x3+3x>+2px +2
f "(x) = 6x% + 6x + 2p
f "(x)=0 geeft 6x> +6x+2p =0

twee oplossingen als D >0 }
36 -48p>0
62— A6-2p =36 —
D=6=4:6-2p=36-48p | "p0 Voo
p<i
_2_ N 6_ 10
6 a f(x)— 2x7 geeft f'(x) =-10x¢=—
5+ S _
b Sy =22 x—3+l—x2+2x-3geeftf(x) -Gtz 6 206
¥ X% x* x x
i} ; 3
¢ f(x)=-—§=3xl—gxgeeftf’(x)——3x2——=x—2—%

d f(x)=x3+Ix2=x3+ x5 geeft fi(x) = 3x2 + 3x3 =3x2 + 2
3-3x

e fx)=x3 32 =x3 23 =x% geeft f'(x) = 32x% = 3252 %/)?
P -

Pl P+l

geeft

1 1
G3+1) B —x3x2 e+ e -3 -+l 38 e +30x

F= o3+ 1) @ @ 23+ 1Y
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¥—-3 -3 » 3 L ol
Q /0= T T T et

2 2
= dpttetpad L 15 -1 15 o 15 _15-x
f(x) 2X 2%x 2xli 2x3i 2X\/.; 2x3-\/_; 2x3'\/_; 2x3'\/; 2X3'\/-;

Stel k: y = ax + b.
15-1

a:f’(1)=T=7
ky=Tx+b
_1-3 ~ 7-1+b=-2
f(l)——1 =-2dus A(1,-2) b=-9
Dusk:y="7x—09.
y=0geeft7x—9=0
Tx=9

x =12, dus B(l%, 0)
x =0 geeft y =-9, dus C(0,-9).

1o /

(¢} B

wk
~io

O(AOBC)=3-3-9=3 =51

© 2 f(x) =302+ 4x)* geeft f1(x) = 4+ 3(x2 + 4x)3 - (2x + 4) = 12(2x + 4)(x2 + 4x)>

b g(x) =2+ 2 x2+2=(x2+2)% geeft g'(x) = 132 +2)7 - 2x = 3w fx2 + 2

¢ h(x)= (2x33—+2)5 =3(2x% +2) geeft A'(x) =-5-3(2x3 +2) - 6x2 =-90x2(2x3 + 2) 6 =

-90x2
(23 + 2)5

Bladzijde 91

© 2 /() =2x2(x* — 4x)° geeft
S100) =4x- (x* — 4x)° + 2x% - 5+ (x2 — 4x)* - (2x — 4) = 4x(x? — 4x)° + 10x2(2x — 4)(x2 — 4x)*

b g(x)=(3+x) x>+ 2 geeft
()= @2+ 1) T2+ (P 2) e 3= (302 4 T 2 + e D)
g 2\x*+2 23 +2

2B+ D +2) 3% +x)  2(3x° + 6x% +x° +2) + 3x5 + 31

2x3 +2 24/x3+2 2x3+2
_ 6P + 1232 + 255 +4+ 3° + 3 :9x5+5x3+ 12x*+ 4
24X +2 25%+2

6x
¢ h(x)= m geeft
(26 +2)° - 6 —6x - 5(25> + 2)* - 62 _ (2x* +2)°- 6 — 180x3(2x3 + 2)*

h'(x) = (23 +2)10 2o+ 2510
_(2x°+2)-6 180> 125 +12— 180x> _ ~168x3 +12
22y (2x*+F2)6 (2x3+2)°
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@ a f(x)=xJ50 —x? geeft
. — 1 . 50—x? -x2 50-2x?
SO =130 = X S s T 502 502
f'(x) =0 geeft 50 —2x*>=0
-2x2=-50
2x? =50
x? =25
x=5vx=-5
vold. vold.
f(5)y=25en f(-5)=-25
De punten met horizontale raaklijn zijn (5,25) en (-5,-25).
b Stelk:y=ax+b.
a=f(1)=6%
y=65x+b
f(1)=+/49 =7 dus 4(1,7)

Dus k: y = 65x +1.

}6$+b=7
1

@ 2 f(x)=x>—4x2+4x+3 geeft f'(x) =3x2— 8x + 4
F'(x)=0geeft 3x2—8x+4=0
D=(-8)—-4-3-4=16

zﬁzizzvx:§ii
6 3 6

X =2

epff—m————————
Nk —-— —— e

/ 0
max. is f(3) = 43 en min. is f(2) =3.
b De vergelijking f(x) = p heeft precies één oplossing voor p <3 v p > 425—7.

¢ De vergelijking f(x) = p heeft precies twee oplossingen voorp =3 vp= 425—7.
d De vergelijking f(x) = p heeft precies drie oplossingen voor 3 <p < 4%.

-4 o P D -4--Ax2x -4x2—4+8xF  4x2-4
© fo) =7 et/ () = @12 2+ @ty

f'(0)=-4 dus k: y = -4x is de raaklijn in (0, 0).
y

fix) =0 geeft -4x = 0, dus x = 0. Dus de grafiek snijdt de x-as alleen in (0, 0).
De vergelijking f(x) = ax heeft drie oplossingen voor -4 < g <0.
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@ a ];(X):—%x3+2x2+px+5geeﬁ];'(x):_x2+4x+p

S, (1)=0geeft-1+4+p=0
p=-3
f3'(x)=-x2+4x -3
f3'(x)=0 geeft x> +4x—-3=0
x?—4x+3=0

x—Dx-3)=0
x=1vx=3

] S S
WWhF———

max is f4(3) = 5.
b 7, heeft twee extremen dus f,(x) = 0 heeft twee oplossingen.

B0 }16+4p>0

=42—-4.--1-p=

D=4*-4--1-p=16+4p Ap's 16
p>-4

Dus twee extreme waarden voor p > -4.

(x+1)'2'ﬁ—'(2\/;c+p)'l

@f() 2\Jx+p £/ G) x+1-2x—px -x—pJx+1
— e = = =
PO e B (et 1)2 @rDP @D
s —4—p-\/z+l_
fp (4) =r1c; geeft m— -0,1
-3—-2p
—-0,1
50 0,
3-2p=-5
-2p=-2
p=1
2Jx+1
)= x+1
ky=-0,1x+gq
2 F+1 -0,1-4+g=1
fid= A1 =1dusd(4,1) | g=1,4

Dusp=1leng=14.
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x) =-3x3 + px?® + 3x — 4 geeft £, "(x) = -x* + 2px + 3
P 3 P
"(x) =0 geeft -x*>+2px +3 =0
L,'®=0g P
2px=x2—-3
x2-3 )
Voorx;éOgeldtp:z—x y=—%x3+x -3
y=-1x3+px2+3x—4

x?+3x—4
y=-1 4+ - Lx+3x—4
y=Lix3+1lx—4

De formule van de kromme waarop alle toppen liggen is y = £x° + 13x — 4.
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7 Goniometrische functies

Voorkennis Exacte waarden van goniometrische verhoudingen

Bladzijde 95
© 2 4c0s(30°) +9tan(30°) =4-1\3+9-1\3=23+3\3=53

b 3sin(30°) — 2 -sin(45°) =31 —2-12=11 -1=1
¢ 6tan(30°) —3tan(60°)=6-1\3-3-3=23-33=-3
d /2-5in(60°) + 33 -sin(45°) =2 - 33+ 33 -1\ 2=1/6 + 11\ /6 =2./6

© 2 2sin(45°)cos(@5°)=2-1\2-1\2=1

b 2./3-sin(60°) cos(30°) =23-1\3-1\3=113

¢ 2-sin(45°)sin(60°) — 2tan(60°) = \2-1\2- 13 -2-\3=1\3-23=-113

d 4sin(30°)tan(30°) +2cos(30°) cos(60°) =4 -5 33 +2-3\3-1 =2 3+13=1L/3
0 . =0V V3 \B

a = =

1+5sin(60°) 1+33 2+.3

sin(30°) +sin(60°) 5 +3y3 1+43
sin(30°) —sin(60°) 1+ —-13 1-.3

@ a sin(15°) =sin(60° — 45°)
= 5in(60°) cos(45°) — cos(60°) sin(45°)
W31 12
=16-12
b sin(75°) = sin(45° + 30°)
= 5in(45°) cos(30°) + cos(45°) sin(30°)

B NN
~ LB+ 2

7.1 Eenheidscirkel en radiaal

Bladzijde 96
P P
O 2 sin(e) = 0—}Qa = TQ = PQ, dus PQ = sin(65°) ~ 0,91.
(0] 0]
cos(a) = O—g = TQ = 0Q, dus OQ = cos(65°) = 0,42.

b P(0,42;0,91)
¢ LZPOQ=180°—115°=65°
PO =091, 00~ 0,42 en P(-0,42; 0,91)
d cos(115°) =-0,42 en sin(115°) = 0,91
Dus x, = cos(115°) en y, = sin(115°).

o :‘2?:;5“;:”70 e sin(270°) =-1 i sin(450°) =1
Al f cos(270°)=0 j cos(-90°)=0
b cos(0%) =1 sin(360°) = 0 0
¢ sin(90°) = 1 g p k tan(-540°)=—-=0
4 ens(507)=0 h tan(3609=7=0 I cos(-180%) =1
(3 Iy
b P(cos(110°),sin(110°)) = P(-0,34; 0,94)

0(c08(200°), sin(200°)) = O(-0,94;-0,34)
R(cos(-102°), sin(-102°)) = R(-0,21;-0,98)
S(cos(-50°), sin(-50°)) = 5(0,64;-0,77)
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Bladzijde 98

O a % =72°,dus B(2cos(72°),2sin(72°)) = B(0,62; 1,90)
2-72°=144°, C(2cos(144°), 25in(144°)) = C(-1,62; 1,18)
3-72°=216°, dus D(2cos(216°), 2sin(216°)) = D(-1,62;-1,18)
4-72° =288°, dus E(2cos(288°), 2sin(288°)) ~ E(0,62;-1,90)

0 - y

0,5

b f=180°—-30°=150°

Bladzijde 99
G a xp=10,81, dus cos(a) = 0,81.
De GR geeft cos™'(0,81) = 35,9°. Dus a = 35,9°.
b yp=0,94, dus sin(a) = 0,94.
De GR geeft sin™1(0,94) = 70,1°. Dus a = 180° — 70,1° = 109,9°.
¢ xp=10,26, dus cos(a) = 0,26.
De GR geeft cos(0,26) = 74,9°. Dus a = -74,9°.
d yp=-0,22, dus sin(a) = -0,22.
De GR geeft sin"1(-0,22) = -12,7°. Dus a = 180° + 12,7° = 192,7°.

Bladzijde 100
€ - = 0,92, dus sin(a,) = 0,92.
De GR geeft sin"1(0,92) = 66,926...°, dus a, = 66,926...°.
xp=-0,87, dus cos(aQ) =-0,87.
De GR geeft cos™'(-0,87) = 150,458...°, dus ag=360°— 150,458...°=209,541...°.
ZPOQ =ay—ap=209,541..° = 66,926...° = 142,6°

e a omtrek cirkel = 2nr
In de eenheidscirkel is » = 1, dus omtrek =2xn- 1 = 2.
b Bij a = 90° hoort een kwart cirkelboog, dus lengte cirkelboog = % 2n=1in.
¢ Bij a=180° is de halve eenheidscirkel doorlopen, dus lengte boog =1 - 21 =,
d 137 is driekwart van 2, dus o =3 - 360° = 270°.

Bladzijde 102
© a inrad={-180°=30° e ljmrad=1}-180°=225°

b jmrad =} 180°=45° f trad=12- 3% 276

4 4 4 4 x

¢ 2nrad=2-180°=360° g -2imrad=-2%-180° =-420°

d 2rad:2-1§to =~ 114,6° h ~2§rad:—2§-1§ro ~-133,7°
D a 360°=%§%nrad=2nrad e 90°=%n rad = inrad

b 30°=%%ﬂ:rad=énrad f 135°=%nrad=%nrad

c 45°=14T5;)nrad=%nrad g 300° =%n rad = 137rad

d 60°=%ﬂrad=%nrad h 210° =%—§1§%n rad = 1{nrad
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o_ 10 ~
@ a 10 —Wrad ~0,17 rad

. 573 ~
b 57,3 —1—801rrad~ 1,00 rad

@ a cos(%n) =-0,38
b cos(%) = 0,81
c sin(‘sin) =~ 0,59

® a a=sin"1(0,92) = 1,17
b a=cos'(0,85)= 0,55
¢ a=sin"Y(3) =043

@ a yp=0,35 geeft sin(a) = 0,35
sin"1(0,35) = 0,357...
Dusa=mn—0,357...~2,78.

Bladzijde 103

@ xp=-0,32 geeft cos(ap) =-0,32
cos1(-0,32) = 1,896...
Dus a,=1,896...
Yo =~0,88 geeft sin(a,) =-0,88
sin"'(-0,88) =-1,075...
Dusay=mn+ 1,075...=4,217...

£LPOQ=0ay—0p=4,217...— 1,896... 2,32

D a cos(in) = cos(30°) =13
Bladzijde 104

sin(§7) =312

b cos(lin) =-1./3

Csin@n) LB

<)

c tan(%n) _cos(%n) :—=—\/§

1
Z
d sin(lin) =-1./3

@® a sin(e)=1Bgeefta=Linva=2irn
b cos(a)=-% geefta=§nva= I%n

¢ sin(a) = —%\/fgeefta = I%n va= I%R

=2
(2]
.
2
=
~
Il
|
W
B
[¢]
—+
S
IN
=
IN
—_
o=
a
aQ
[¢}
a
=
=
Il
—_
W=
a

78 Hoofdstuk 7

1030° = %}trad ~ 17,98 rad

o_ 90 -
90 —Wrad ~1,57rad

d sin(%)=0,72

@®

® (=%

iy

cos(7,6m) = 0,31
cos(7,6) = 0,25

a=cos!(3) = 1,39
a=sin"(/5) = 0,84
a=cos!(\2) =1,21
xp=-0,35 geeft cos(a) =-0,35

cos-1(-0,35) = 1,928...
Dus a =2 — 1,928... = 4,35.

cos(l%n) =%
s _sm(l%n) _i__L
tan (i) = cos(13n) - 13 B

cos(a) =0 geefta = %n va= I%n
cos(a) =13 geefta=tnva=1in

cos(a) =22 geefta=inva=13n
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7.2 Goniometrische vergelijkingen

Bladzijde 106
@ e —3%7r,—2%n,—1%n,—%n,%n, lén, 2%71, 3%7:,
Bladzijde 107
@D a sin(3x-in)=0 ¢ sin?(x) — sin(x) =0
3x—in=k'm sin(x) - (sin(x) —1)=0
x=in+k-m sin(x) =0 v sin(x)=1
x=ln+kdin x=kmvx=in+k2n
2094 + -
b cos( -1 ) =0 d cos?(2x) + cos(2x) =0
1

cos(2x) - (cos(2x) + 1) =0
cos(2x)=0 v cos(2x) =-1
x=in+knv2x=n+k2n
x=int+kinvx=in+kn

2x—%n mtkem
x=in+km

x=1in+k2n

@ a cos (x—im)=1
cos(x—% y=1vcos(x—1ln)=-1

—in=k2nvx-in=n+k2n

x=in+k2nvx=lin+k2n

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x = 7 + k- .
b sin2(2x —in) =1

sin(2x — 4—71:) =1vsin(2x—1in)=-1

x—in=in+k2nv 2x—in=Un+k2n

2x=3n+k2nv2x=LBrn+k2n

x=3n+knvx=intkn

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x =37 + k- in.
¢ sin*(x) —sin(x) =0

sin(x) - (sin?(x) — 1) =0

sin{(x)=0 v sin?(x) =1

sin(x)=0v sin(x) =1vsin(x)=-1

x=kmvx=in+k2nvx=1n+k2n

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x = k- 275
d cos®(2x) — cos(2x)=0

cos(2x)* (cos?(2x) — 1) =0

cos(2x) =0 v cos?(2x) =1

cos(2x) =0 v cos(2x) = 1 v cos(2x) = -1

x=in+knvax=k2nv2x=n+k2n

x=in+klnvx=knvx=in+tk =

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x = k- }tn.
Bladzijde 108
( ) sin(4)
tan(4d) = ——_, dus tan(4) = 0 geeft————_-=
@ a tan(4) = os(d)’ us tan(4) = cos(d)
sin(4) =0
A=k-=n
voldoet

Dus tan(4) =0 geeft A = k- 7.

b tan(2x-l7t) 0
2x — 17: k-m
2x——7c+kn
x=11—2n+k-%7r
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@ a sin(4x — %n) =1
dx—Lin=1ln+k-2n
dx=2m+k-2n
xX= %11: +k- %n
b cos(4mx) =-1
4mx 1: T+ {c- 2n
x=z7+k3
¢ sin?(inx) =1
sin(4m) =1lv sin(47rx) =-1
i =in+k-2n V4TDC 117:+k~27:
x=2+k-8vx=6+k'8
Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x =2 + k- 4.
d sin(2x) cos(2x) + sin(2x) =0
sin(2x) - (cos(2x) + 1) =0
sin(2x) =0 v cos(2x) =-1
2x=k-nv2x=n+k2n
x=/c-%7rvx=%n+k-n
Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x = k- 37.

@ a x=1lngeeft sm(6 ) = 3,dusx = i is een oplossing van sin(x) = 5
b x=2}ngeeftsin(2in ) = sin(én) =1, dusx =2Ln is een oplossing van sin(x) = 7.
x= 4%1r geeftsin(4in) =sin(in) =1, dusx = 4%m is een oplossing van sin(x) =3.
¢ x=3Imgeeft sin( (j = 3,dusx =27 is een oplossing van sin(x) = 5
d x=22ngeeftsin (25 ) = in(%n) =1 dusx = 23m is een oplossing van sin(x) = 1.
x= —1 <m geeft sm( 1%7:) = sin(%n) =7,dusx =-1%m is een oplossing van sin(x) =5
Bladzijde 110
(L)
@ a 251n(5x) =1 y
L) =L i
sin(1x) =1 P
1,1 ; L._5 : 1
Xx=gntk-2nvix=3n+k-2n Sngl 2l ___ in

x=in+k-dnvx=1n+k-4n

b 2cos(x~%n) =1

<

cos(x —in) =
x—in=in+k2nvx—-in=-ln+k-2n

x=3in+k2nvx=k2n

|
|
|
|
|
— [6) 0
|
|
|
|

(I
.
a
N

¢ 2sin(2x — %) -3 y
1

sin(2x —in) =-1/3
—tr=Un+k-2nv2x—-in=-ln+k-2n /
=l5n+k-2nv2x=-5n+k2n

—19 : =_1 .
x=pntknvi=-yn+kn
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d 2cos(3x—m)=-1 y

cos(3x —m) =3 2, 1
3x—n=3n+k2nv3ix—n=-in+k2n

1
3x:1§7c+k-21rv3x=§—n+k-27r ]

i
x=§n+k'§nvx=én+k-%n :

=] - 0 T

I

|

|

dr

@ a 251n(2x—— )=f

sm(2x—~7t) 2

2x—gn~47t+k 2nv 2x—in=3n+k2n

2x = 127t+k 2nv2x=4Un+k-2n

x=gn+tkavx=Ln+k-n

xop[0,2n] geeftx=smvx=1Ignvx=Unvx=1llx
b 2005(3x—§1r)—\f

cos(3x —3m) =53

Bx—In=in+k- 27tv3x—57t— lpt+k-2n

3x= n+k 2nv 3x =3 1t+k 2n

9n+k fmvox= 971:+k 3713

xop[OZn]geeftx savx=8nvy=Bavx=invy=Invx=1izn
c sm@x) -1\2

sx=lin+k 2nv%x=—in+k~2n

—177'C+k 3rvx=-3n+k3n

xop [O 2m] geeftx = lgn
d cos(2 ) =- -1\3

x=2n+k2nvix=-2n+k2n

x=Un+kdnvx=-1in+k dn

xop[0,2n] geeftx = 13n

D a 2sinX(x)=1

sin®(x) =%
sin(x) = \/g v sinx) = —\/g
sin(x) =% 2 v sin(x) = —% 2

b sin(x)=%\/§geeﬂx=ﬁn+k'2nvx=%n+k 2n
sin(x) =-3\2 geeftx = in+ k- 2nvx=-in+k 2n

y
1 1
in G B— ir
72
= 0 T = 75
1
1 I
14w vy
= 3
¢ x=in+k2n : .. -13n, in, 2im, ...
x=3n+k2m : 1w, m, 2n, ...
x=1m+k2n: " 13m, i, ...
x=—}7n+k-2n: ...,—in, l%n, 3%n,...

Dusx=jin+k-im
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T.

DO f—

Uit de cirkel is af te lezen dat sin(x) =12 v sin(x) = -3/2 geeftx = jm + k-

1

@ a 2cos?(lx)

cos2(2 ) =3

cos( \/> v cos(}x) \/I

cos(%x) =2 v cos(%x) 52

|_. Il

—_

=
Ix=tn+kin
=ln+k-m

b 4sin2(x —im) =1
sinz(x — %n) =4
- 1y 1 - 1y _ 1
s1n(x—g7t)—§ vsm(x—gn)—~5
x— én itk onvx—¢n=3in+k2nvx— én——*n+k 2nv x—in=1in+k-2n

x——n+k v x=n+k2nvx=k2n vx—l st+k2n

=

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x = %n t+kmtvx=km

¢ 4cos?(x+1im) =3

cos?(x + 41t) :

cos(x + 37) = \/j v cos(x +im) = _\/Z

cos(x+im) =13 v cos(x £ 471'.) =-3+3

x+in=in+k-2nv x+41t———7t+k v xtin=3in+k2nvx+in=-in+k2n

x=-bu+k-2nvx=-Fn+k2nvx=5ntk-2nvx=-lgntk-2n

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot

x=-gn+knvx=-n+km
d 4sin3(x) —sin(x) =0

sin(x) * (4sin?(x) —1)=0

sin(x) =0 v 4sin%(x) =1

sin(x) =0 v sin?(x) =3

sin(x) =0 v sin(x) =1 v sin(x) =-%

x=kmvx=in+k2nvx=in+k2nv x=-in+k2nvx=1lin+k 2n

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot

x=kmvx=in+tknvx=in+km
e 2cos?(x)=cos(x) + 1

2cos?(x) —cos(x)—1=0

cos2(x) —Lcos(x) -3 =0

(cos(x)—1)- (cos(x) + %) =0

cos(x) =1v cos(x) = —l

=k2n v x=3n+k 21t vx=-3n+k-2n

Deze antwoorden kunnen (dit is met verplicht) nog samengenomen worden tot x = k-3m.
f cos2(x)—cos(x) +5 =0

(cos(x) — %)2 =0

cos(x) = %
=ln+k-2nvx=-in+k-2n
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@ a sin(;ax) =13
smc=in+k-2n v ine=%n+k-2n
x=}+k-dvx=15+k4
xop[0,10]geeft x=5% vx=45 vx=8 vx=1} vx=5 vx=9!
b cos(inx) =-13
%nxz%n+k-27r vim=-2n+k-2n
x=2+k6vx=-20+k6
xop[0,10]geeft x=25 v x=8 vx=3L vx=9]
¢ 4sin?(fmx) =1
sin?(§mx) =4
in(l =1 in(L =-1
sin(nx) =1 v sin(inx) =-1
loe=iln+k2m v tmx=3n+k-2n v le=-ln+k-2n v Ime=1lin+k-2n
x=2+k-10vx=4+k-10 vx=-2+£k 10 vx=5+k-10
xop[0,10]geeft x=2 v x=4} v x=9L v x=5
d 2c0s%0,1mx) + cos(0,1mx) = 1
2¢08%(0,17x) + cos(0,1mx) — 1 =0
c0s2(0,1mx) + 1cos(0,1mx) — 1 =0
(cos(0,1mx) + 1)(cos(o,1nx3 -H=0
cos(0,17x) = -1 v cos(0,1mx) =1
Olmx=n+k-2n v 0,1nx=%n+k-2n v 0,17rx=—%7c+k-2n
x=10+k-20 v x=35+k-20 v x=-3L +£-20
xop [0,10] geeft x =10 v x =34

@ a Uit de figuur hiernaast volgt dat y
sin(x) =0,7 geeft x = 0,775+ k-2n v x= 2,366 + k' 2n 1

b cos(x)=10,8
x= 0,644+ k-2m v x~-0,644 + k- 2n R N 7

0,775 0,775
3 o) 7

)

@ a sin(x) =-0,85
x=-1,016+k2nvx=4,158+k 2%

b cos(ix) = 0,25
Ix=1318+k-2nvix~-1318+k 2=
x=2,636 +k-4nvx=~-2636+k 4n

¢ sin(x+2)=09
x+2=1,120+ k- 2nvx+2=2,022 +k-2n
x=-0,880+k-2nvx=0,022 + k- 2n

d cos(2x+1)=-0,4
2x+1=1982+k2nv2x+1=-1982+k 2%
2x=0982+k-2nv2x~=-2982+k-2n
x=0491+k-nvx=-1491+kn

"€ a 2sin(1,75x) = 1,4
sin(1,75x) = 0,7
1,75x = 0,775 +k-2n v 1,75x =~ 2,366 + k- 2n
x=0443+k-hn v x= 1,352 +k- 1in
xop [0,27] geeft x=0,443 v x= 4,033 v x=~ 1,352 v x=4,943
b co0s?(0,95x) = 0,86
c0s(0,95x) = /0,86 v c0s(0,95x) =-+/0,86
0,95x~ 0,383 + k- 2n v 0,95x~-0,383 + k-2 v 0,95x = 2,758 + k-2 v 0,95x=-2,758 + k-2
x= 0404 +k-2%m v x=-0404+k-25m v x=2,903 + k- 251 v x=-2,903 + k- 22
xop [0,27] geeft. x = 0,404 v x =~ 6,210V x ~ 2,903 v x =~ 3,711

© Noordhoff Uitgevers bv Goniometrische functies

83




D a sin(3x)=sin(én)
sin(3x) =5
3x=im+k-2nv3x=3in+k 2n
x=fmn+kinvx=Fn+k-in
b cos(3x)=cos(é7t)
cos(3x)=%\/§
3x=im+k-2nv3x=-tn+k-2n
x=hn+kinvy=-Fn+k-in

Bladzijde 111
@ a sin(x + 1) =sin(2x + 3)
x+1=2x+3+k2nvx+1l=n—(2x+3)+k-2n
-x=2+k-2nvx+t1l=n—-2x—3+k-2n
x=-2+k2nv3x=-4+n+k2n
x=-2+k2nvx=-13+in+k3n
b cos(2x —1)=cos(x + 1)
2x—1=x+1+k2nv2x—1=-(x+1)+k-2n
x=2+k2nv 2x—1=-x—1+k'2n
x=2+k2nv 3x=k'2n
x=2+k2nvx=k3n
¢ sin(2x —in) =sin(x + In)
2x—%n=x+%7t+k-2nv2x—%n=n—(x+%1t)+k-2n
x=%n+k~2nv2x—%n=n—x—%n+/c-2n
x=2n+k-2nv3x=1¢n+k 2n
x=2n+k-2nvx={fgn+k-5n
d cosf —%n)=cos(2x)
x—in=2%x+k2nvx—in=-2x+k2n
—x=%n+k-2nv3x=%n+k~2n
x=-tn+k-2nvx=fn+k-in
e sin(2nx) = sin(w(x — 1))
sin(27x) = sin(mx — m)
2nix=mx—n+k-2nv2nx=n—(mx —m)+ k- 2n
x=-ntk2nv2mx=n—mx+n+k2n
x=-1+k-2v3mx=2n+k-2n
x=-1+k-2vx=3+k3
x=-1+k-2vx=k-3
f cosg%m%:cos(n(x—Z))
cos %nx = cos(mx — 2m)
lmx=mx—2n+k-2m v inx =-(nx — 2m) + k- 2
lmx=-2n+k-2n v imx=-mx+2n+k 2n
x=4+k4v Box=2n+k 2n
x=k-4vx=1+k 1}
x=k4vx=k 13
Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x = k- 13.

@ a sin(2x —1n) =sin(x +in)
x—in=x+in+k2nv 2x—%n=n—(x+in) +k-2n
x=bn+k2nv2x—jn=n—x—jn+k2n

x=n+k2n v 3x=1{4n+k 20

x=hn+k2nvx=Pn+kin
xop[0,2n]geeftx=2n v x=8nvx=1gn v x=158n
b cos(3x+%7t) =cos(2x—}1n)
3x+in=2x—in+k-2nv 3x+%n=—(2x—}1n) +k-2n
x=—nt+k-2n v 3x+in=-2x+in+k-2n
x=-3n+k2nv Sx=—jn+k-2n
x=-n+k-2n v x=-xn+k-in
xop[0,2n]geeft x=1in v x=mn vx=3nvx=IlZn v x=1in v x=13=n
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7.3 Transformaties en functies

Bladzijde 113
@ : W NORHAL FLORT AILTO: REAL BADXAN-Hp

b De toppen zijn (— l%n, 1), (—%n, - 1), (%n, 1) en (l%n, —1).
¢ De snijpunten met de x-as zijn (-2, 0), (-7, 0), (0, 0), (7, 0) en (2=, 0).

NORHAL FEOAT AUTO-REAL RADIANSHPE
Yimcosth

NN
\/J\/

K=o Y=1

b De toppen zijn (-2x, 1), (-x, -1), (0, 1), (n, -1) en (2m, 1).
De nulpunten zijn - 137, -3 7, 37 en 13m.

(]

—

Bladzijde 114
@ a f(x)=sin)
¢ translatie (0, 2)
g(x) =2 + sin(x)
De evenwichtsstand is 2.

b f(x)=sin(x)

translatie (%n, 0)

h(x) = sin(x — i)

h(x) =0 geeft sin(x - %n) =0
x— %71‘ =k
x= %n +k-m

De nulpunten zijn %n +k-m

¢ f{x)=sin(x)
¢ verm. x-as, 4

k(x) = 4 sin(x)
De amplitude is 4.
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D@ a

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

'\/V\\/'\/

b De periode is 6.

Bladzijde 116

translatie (0, a)

vermenigvuldiging
met b t.0.v. de x-as

vermenigvuldiging
met < t.0.v. de y-as

translatie (d, 0)

tel a op bij de
functiewaarde

vermenigvuldig de
functiewaarde met b

vervang x door cx

vervang x door x — d

™
NG

¥y =a -+ cos(x)

-

1
2

o

y

AN

N, /£
T\

y=b cos(x)

V%4
2n
T

y = cos(cx)

Ao

y=cos(x — d)

evenwichtsstand is a

amplitude is b

. . 2”
periode is <=

beginpunt is (d, 1)

@ a y=sin(x)
¢ verm. x-as, 2
y = 2sin(x)

¢ translatie (-3, 0)
f(x)=2sin(x + 3)
b y = sin(x)
¢ verm. x-as, §
y = 5sin(x)
\L translatie (0,1)
g(x) = 3sin(x) +3
@ a y=cos(x)
¢ verm. x-as, 1,2
y=1,2cos(x)
¢ translatie (én, 0)

y=12cos(x— Lx)
¢ translatie (0, 5)

f(x)=5+1,2cos(x—1in)

b y=sin(x)
verm, y-as, 5
y =sin(§x)

translatie (-1m;0,4)

g(x) =04 +sin(}(x +}n))

86 Hoofdstuk 7

c

c

d

y = cos(x)

¢ translatie (12, 0)
y=cos(x —12)

i verm: y-as, %
h(x) = cos(3x — 12)
y = cos(x)

¢ verm. y-as, 4
y =cos(jx)

verm. x-as, 13

Jj@) = 15cos(§x)

y = cos(x)

¢ translatie (-4,2; 0)
y=cos(x +4,2)

¢ verm y—as,:';
y=cos(3x +4,2)

¢ verm. x-as, 0,29
h(x)=0,29 cos(3x +4,2)
y = sin(x)

¢ verm. .)"—EIS,JL

y = sin(3x)
¢ verm. x-as, 2
y = 2sin(3x)

¢ translatie (17;-0,8)

J(¥)=-0,8 +2sin(3(x — ix))
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Bladzijde 117

@ y = sin(x)
verm. y-as,3
y=sin(}x)

translatie (4; -1,5)

fx)=-1,5+sin(} (x —4))

@ a y=cos(x)
¢ translatie (1n,4) b y=cos(x)
y =4+ cos(x — %71:) ¢ verm. x-as, 3
verm, x-as, 3 y= 3 COS(X)
f(x) 3 (4 + COS( ﬂj) ) ¢ translatie (1x, 4)
ofwel f(x) =12 + SCos(x—;n) gx)=4+3 cos(x—in)

@D a Voer iny1=—%+sin(x—}¢n).
y

1
2

iy

3n

b De grafick van f'snijdt de lijn van de evenwichtsstand in de punten (4 T, 2) (1 71:,—5) en (21 T, 2).
¢ De toppen van de grafiek van fzijn (4 ,2) (1375 12) en (23 ,2)
d fix)= Ogeeft—'+s1n(x—ln)—0
sin x-in) =1

—in in+k 2nvx—}¢n Sp+k-2m

x=3n+k2nv x—112n+k 2n
xop[O 3n]geeftx—12nvx 2 TVX= 1127!3
Dusx, = Sm,xp=l3zmenx,= 212n
AB=x,—x,= 111~ Sn=gn=3%n

e f(x)=—1geeft——+s1n( n)—
sin x-—;n)
—}Tﬂ:_—gﬂ?‘Fk 2n vx-;n—l n+k-2m
x= 271:+k 2n v x=1 21t+k 2n

xop[0,3n]geefix =157 v x=2%n v x=15m

y

T
\,,‘

1
2
120
113

X
1 | 3n
! I
| |
| i
l |

fx)>-1geeft sn<x<15n v 25n<x<3n

Rl
a

0

\4\__*

13

T

@ f(x)=2 geeft |1 +2sin(x)| =
1+2sin(x)=2 v 1+ 2sin(x) =-2
2sin(x) =1 v 2sin(x)=-3
sin(x) =% v sin(x)=—1%
x=im+k2nvx=in+k-2n
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xop [0,2n]geeftx=tn v x=23=

! I X

f(x)EdeefténSx<§

@ 2 Voeriny, = |1+ 3sin(2x)|.

4+

o T 2n

b De grafiek van y = sin(2x) ontstaat uit die van y = sin(x) bij Vermemgvuldlgen ten
opzichte van de y-as met . Dus de toppen van y = sin(2x) zijn ( T 1), ( -1), (1im,1)

en (13 -1).
Dus de toppen van de grafiek van fzijn ( m,4), ( m,2), (13;7:, 4) en (1%11, 2).
¢ f(in)=1|1+3sin(ln \—|1+3 2fl—l+lf

f(3 m) = |1+3sm( }—|1+3 2('—1+12f

fBr)= }1+3s1n(% '—‘1+3 \/§|=—1+1%\/§
SGm)= |1+ 3sin(13n)|=[1+3-43 |= -1+ 143
Bladzijde 118
@ fy=-sin®x) Jiy = -sin(x)
gy = cos(x) k:y = -sin(x)
h:y = cos(x) 1y =-cos(x)
Bladzijde 119
D a y b y
1 1
sin(@F————— sin(@)F————=
o 1 o+ n/ o
= 2 C(:351(0! - 1) = -1 5 —X
gqem S\ ] sin(o + m)
I
-1 -
cos(a — +7) = sin() sin(a + ) = -sin(a)

88 Hoofdstuk 7 © Noordhoff Uitgevers bv



¥ y
1 1
A+ T | ]
cos(a + ) o | Isin(oz)
ot x ol
7 : cos{o}]1 ] [6) cos(a)|1 X
-1 3
cos(a + ) = -cos(a) De stelling van Pythagoras geeft

sin’(a) + cos*(a) = 1.

sin(x + in) = cos(x + in—in) = cos(x — in)

cos(2x + i) = sin(2x + in + 1n) = sin(2x + in)
-sin(3x — 2n) =sin(3x —2n + ) =sin(3x + 1n) = cos(3x + in — in) = cos(3x — Lx)
~cos(4x + lén) = cos (4x + i+ n) = cos(4x + 2%7:) = sin(4x + 2%+ %n)

= sin(4x +2¢n) = sin(4x +2x)

/e o

@ a (sin(x) — cos(x))* = sin?(x) — 2sin(x) cos(x) + cos?(x) = sin%(x) + cos*(x) — 2sin(x) cos(x) =
1 — 2sin(x) cos(x)
2sin?(x) + cos?(x) _ 2sin%(x) cos?(x) _ ( sin(x)

cos?(x) cos*(x)  cos(x)

2
) +1=2tan’(x) + 1
cos(x)

@ a sin(x) + 4cos(x) = 1 — cos?(x) + 4cos(x) = ~cos*(x) + 4cos(x) + |
b 2cos?(x) + sin(x) — 2 = 2(1 ~ sin?(x)) + sin(x) — 2 = 2 — 2sin?(x) + sin(x) — 2 = -2sin?(x) + sin(x)
¢ 2sin(x) + cos?(x) + cos(x) = 2(1 — cos?(x)) + cos?(x) + cos(x)
=2 —2¢0s?(x) + cos?(x) + cos(x) = -cos?(x) + cos(x) + 2

7.4 Grafieken van goniometrische functies

Bladzijde 121

@ - ERORHAL ELORT AUTO REAL RADIAN WP

b De amplitude is 3 bij beide grafieken.
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Bladzijde 123

@ a f(x)=-2+3sin(3x+m)=-2+3sin(3(x+1ix))

evenwichtsstand -2
amplitude 3

; 2n
periode =~ =32n

3

3> 0, dus grafiek stijgend door het punt (—%n, —2).

By
v

ax

v 2§ 2h -~ (————

_________ .

AT
sEANANA

|

_____ i

b g(x)=1-2sin(2x— %n) =1-2sin(2(x— %n))
evenwichtsstand 1
amplitude 2

periode 27“' =T

-2 <0, dus grafiek dalend door het punt (%n, 1).

¥
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@D a f(x)=1+3cos(2x+in)=1+3cos(2(x+1n))
evenwichtsstand 1
amplitude 3

periode 2;“ =7

3>0, dus (-1x,4) is een hoogste punt.

Yy
Fam 4)
“““““ NI
3
f
2

———d———f = —_———1 Yt —— S —

AVARRVER

b g(x)=-2-cos(x— %n’)
evenwichtsstand -2

amplitude 1
periode 2n
-1<0, dus (%n,—S) is een laagste punt.
Y
0 m 2n 37rx
- ———— = anmm S Ao Rty Sy Sy

N A N

B ——— oy SRS (I RO NEpUNPEI [N [ N— ]
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@ a f(x)=5- 3sin(%nx)
evenwichtsstand 5
amplitude 3

periode 12_75 =8
an

1
-3 <0, dus grafiek dalend door het punt (0, 5).

b f(x) =3 —4cos(mx)
evenwichtsstand 3
amplitude 4

. 2n
periode et
-4 <0, dus (0,-1) is een laagste punt.
y

pasesaEsraacs

@D a 4=40+25sin(n(z-11)) A
evenwichtsstand 40
amplitude 25

60

: 2n
periode e

25 >0, dus stijgend door het punt (1%,40). 50 \ / \ / \ I

40,_‘,,,_,_ﬁ__,*{ .
ol | \\ l
ol |\ \|/

—

—
| ——
T—

10
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b Voer in y, = 40 + 25sin (u(x - 11)) eny, = 30.

Intersect geeft x ~ 0,63, x =~ 1,37,x~2,63,x= 3,37, x= 4,63 enx = 5,37.

A <30 geeft 0,63 <r<1,37 v 2,63<1<3,37 v 4,63 <t<537
¢ De grafiek heeft de grootste helling in de snijpunten van de grafiek met de lijn van de evenwichtsstand.

Dit is bijvoorbeeld bij £ = 13.

d
De optie dy/dx geeft [d_y}  =T8,5.
X Ix=13

Dus de maximale helling van de grafiek is 78,5.

@ a N=1} cos(%n(t—%)) +31
evenwichtsstand 35
amplitude 12
periode %—TE =3
3T
13 >0, dus (%, 5) is een hoogste punt.
N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 ) t
b Voer in y, = 1icos(3n(x—1)) +3L eny,=4.

Intersect geeft x = 1,09, x ~ 2,91, x = 4,09, x= 5,91, x= 7,09 en x = 8,91.
N>4geeft0<t<1,09 v 291 <¢<4,09 v 591 <¢<7,09 v 891 <r<10

d
¢ De optie dy/dx geeft {l} =2,720...
dx |,
De gevraagde helling is dus 2,72.

d De grafick heeft de grootste helling in de snijpunten van de grafiek met de lijn van de evenwichtsstand.
Dit is bijvoorbeeld bij £ = 2,75.

d
De optic dy/dx geeft [_y} =3,141...
dx Jy_p7s

Dus de maximale helling van de grafiek is 3,14.

@ a evenwichtsstand 3

amplitude 2
periode
b a=3
b=2
2n
c=r= 2
d=1in
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Bladzijde 125
@ a De grafick gaat dalend door de evenwichtsstand bij x =m, dus y =1 — 23 sin (1%(x -7)).
b Een laagstepunt is (0, - 1%), dus d=0 en de formule is y =1 -2 cos(l%x).

@ a De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x =3, dus y =1 — 2%sin(;—n(x - 3))
b Een laagste punt is (0,- 11), dus =0 en de formule is y = 1 — 2 cos(%nx).

3l + l
@ a a=evenwichtsstand = — 5 2z _ g =9

b= amplitude =35 —2 =11
Stijgend door de evenwichtsstand bij opvolgend x =x en x = 1ir.

De periode is 137 — 31 =7, dus ¢ = 2% =2.
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = 17, dus d = In.
Dus y =2+ 14sin(2(x - In)).

b Een hoogste punt is (37,3L), dus y=2+ 1icos(2(x —3x)).

@ a a = evenwichtsstand = 4 +2_2 = % =1

b=amplitude=4—-1=3
Stijgend door de evenwichtsstand bij opvolgend x =2 en x = 5.
De periode is 5—2=3,dus ¢ = 2?“: n.
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = 2, dus d=2.
Dus y =1+ 3sin(2zn(x—2)).
b De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x =1, dus y=1—3 sin(%n(x - %))

@ a De periode is 5 en de evenwichtsstand is 2.
De grafiek snijdt y = 2 voor x = 0.
Een top ligt een kwart periode rechts van een snijpunt met de evenwichtsstand, dus x, = 0 + i 5=13.
6+-2_4_,
2 2
b=amplitude=6-2=4
Stijgend door de evenwichtsstand bij opvolgend x =0 en x = 5.

b a = evenwichtsstand =

De periodeis 5—0=5,dusc= 25—7[ =2n.
Een hoogste punt is (11,6), dus d = 13 en de formule is y =2 + 4 cos(%n(x - 13—‘)).
¢ Een laagste punt is (33,-2), dus d= 33 en de formule is y =2 — 4cos(%n(x - 3%)).

Bladzijde 126

175+25 200
22

b =amplitude = 175 - 100 =75

Door de evenwichtsstand bij opvolgend =4 en 1= 9.

@ a a = evenwichtsstand = =100

de halve periode is 9 — 4 = 5, dus periode = 10 en dit geeft ¢ =
Stijgend door de evenwichtsstand bij # = 4, dus d = 4.
Dus N =100 + 75sin(tn(s - 4)).

b Een hoogste punt is (6% 175), dus N =100 + 75 cos (n(e— 6L)).

D+ T A

Ny

b De lijn x =3m en de lijn x = 117.

>—A‘[\)

o a
Il
hij—
a
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Bladzijde 128

® a tan(3x — Ln) =13 d 3'[3.11(%7[)6) =3

x—tn=¢ntkm tan(inx) =13
1 1

3x=in+k g =gnt ke
xx:é;’ﬂrk_%z x=fHk2
1"1231’1(1)6):2 (¢ 2+\/§-ti1n(§nx)=5
tan(%x) : -1 ﬁ-fan(gnx) =3
Sx=2n+km fan(g"ix) =V3

x=n+k 13n

tan(3x) = tan (2x - %n)
x=2x—gn+k'm
~Ux=-in+kn

f tan(lmx) = tan(};n(x -1))
emx=in(x— ) +kx
1

x=¢fn+kin Iy =imx—jn+k-mn

—11—27tx=—}1—n+k-n
x=3+k-12
vold. niet

a Beginpunt (0, 2), periode % = 27 en asymptoten zijn de lijnen x =m en x = 37.

'
I
I
|
|
|
!

+
!
1
I
I
T
t
t
I
|
|
|
|
|

X=T x=3n

Voer iny, =2 + tan (%x) De optie zero (TT) of root (Casio) geeft x =~ 4,07.
Dus het nulpunt is 4,07.
fx)=3 geeft 2+ tan(%x) =3

tan(%x) =1
Ix=in+km

x=in+k2n

x op [0, 37] geeft x =4m en x = 2Lm, dus (ix, 3) en (2=, 3).

Beginpunt (0, 1), periode 2E = l%n en asymptoten zijn de lijnen x = %n, x= Z%n enx = 3;7’171
3

Tm——

e et

=3
X=27n

¢ f(x)=0geeft1— tan(%x) =0

tan(3x) = 1
ix=in+km
x=3n+k 1in

x op [0, 4x] geeftx=%n vx=1invx=3n
Dus de nulpunten zijn 37, 137 en 33 7.
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d f(x)=2 geeft 1 —tan(3x) =2
tan(2x) =-1
%xz%n-%—k'ﬂ
leén-l-k'l%n
xop [0,4n] geeftx=13n v x=23n
y

f—————_— g —— - ————— — -

x
1]
ENTA)
a

f)<2geeftO<x<imv lzn<x<2imv 2n<x<3in

Bladzijde 129
@ a Beginpunt (0, 3), periode IE = 4 en asymptoten zijn de lijnen x =2, x = 6 en x = 10.
i
b,
i i
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
) it e
| | |
| | |
| | |
| | I
| | |
; ! :
© 1 I !
xX=2 x=6 X=
¢ f(x)=4 geeft 3 +tan(inx) =4
tan(fnx) = 1
twv=in+kon
x=1+k-4

xop[0,12] geeftx=1v x=5v x=09.

Jlr)>4dgeeft 1 <x<2 v 5<x<6vI<x<10
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d Voeriny, =3+ tan(inx) eny, =x.
Intersect geeft x = 5,52 en x = 9,81.

y ] ]
[ I i
! | y=x/"1i
i fh |
i | |
| ! I
| I 1
i | T
| | I
| I I
| T
| | T
| I i
| P i
i 1 1
1 10 ]
| |l T
B ol R pUs R A WRpUp N [P ——
| L 1
) Pt H
Pl ]
I P i
i Ll i
[ L i
I
o T I 5,53-?[ 9,81%[

x
[
N
x
I
[}

x=10
Jx)>xgeeft0<x<2 v 552<x<6 v 98l <x<10

7.5 Goniometrische functies differentiéren

Bladzijde 131

@ a Voeriny, =sin(x)eny,= £,

HORMAL FLOAT AUTO REAL PADIAN HP '

Hoenberigiy e

RELIHIEAZT WEnB5ease

b Waarschijnlijk is y = cos(x) de afgeleide van y = sin(x).

BORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP

PBESS ENTER 70 EDIT
X

-1

09

-.08

07

-06 | -6
-05 | -es5
-oi | -0y
-03 | -3
-0z | -2
-o01 | -e1
() g

Y 38cos(X)

L 4
¢ Voeriny; = cos(x) eny, = 5 (7).
HORHAL ELOAT RUTD KERL BADIAN HE

Hreniar oo iEh Ny

<
a4

HenAuisesy Heg

Waarschijnlijk is y = -sin(x) de afgeleide van y = cos(x).

NORMAL FLOAT AUTO REAL BADIAN MP

PEESS ENTER TO EDIT
X Y3 2

Y3B-sin(X)
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Bladzijde 133
@ [cos(x)]' = [sin(x + %n)]' = cos(x + %Tc) = -sin(x)

b 4

x+3n 1

S s+ 1)

I

: sin(x)
I
I

-1 | |

X
cos(x+1m)0 j 1

=

@ a f(x)=3+ 4sin(2x = ln) geeft f'(x) = 4cos(2x = %n) ‘2= 8cos(2x = %n)
b g(x)=10+ 16cos(} Cc —1)) geeft g'(x) = —16sin(% (x—1))-1=-8sin(}(x—1))
¢ h(x)=x cos(x) geeft 2'(x) = 1- cos(x) + x - -sin(x) = cos(x) — x sin(x)
d j(x) =x cos(2x) geeft j'(x) = 1-cos(2x) + x - -sin(2x) - 2 = cos(2x) — 2x sin(2x)
e k(x)=x2-sin(3x) geeftk'(x) = 2x - sin(3x) + x2 - cos(3x) - 3 = 2x sin(3x) + 3x?- cos(3x)
f I(x)=2xsin(3x—1) geeft/'(x) =2-sin(3x — 1) + 2x - cos(3x — 1)- 3 =2sin(3x — 1) + 6x cos(3x — 1)

@ a )= x? CJ; sz;l)(X) geeft f(x) = cos(x) - (2x + cos(xc)())s—z(i);2 + sin(x)) - -sin(x)
_ 2x cos(x) + cos*(x) + x?sin(x) + sin*(x)  2x cos(x) + x*sin(x) + 1
B cos?(x) B cos 2(x)
_ sin(x) s (% + cos(x)) - cos(x) — sin(x) - (2x — sin(x))
b gl = x2 + cos(x) geeft g'(x) = (x? + cos(x))?
_ x*cos(x) + cos®(x) — 2xsin(x) + sin*(x) _ x?cos(x) — 2xsin(x) + 1
- (x? + cos(x))? B (% + cos(x))?
_ cos(x) . sin(x)--sin(x) — cos(x) - cos(x)  -sin’(x) —cos’(x) = -1
M) = i) B0 = sin2(x) T sind() " sinZ(x)
d i) = x sin(x) f ) = (x + sin(x))(1 - sin(x) + x - cos(x)) — x sin(x)(1 + cos(x))
S = x + sin(x) geeft j'(x) = (x + sin(x))?

_ xsin(x) + x% cos(x) + sin?(x) + x sin(x) cos(x) — x sin(x) — x sin(x) cos(x)
B (x + sin(x))?

_ x*cos(x) + sin*(x)
~ (x +sin(x))?

@ a f(x) = cos?’(x) geeft /'(x) = 2cos(x) - —sin(x) = -2 sin(x) cos(x)
b g(x) = 2sin’(x) geeft g'(x) = 4sin(x) cos(x)
¢ h(x)=1+2cos*(x) geeft h'(x) = 4cos(x) - -sin(x) = -4 sin(x) cos(x)
d j(x)=x+ 3sin?(x) geeft j'(x) = 1 + 6sin(x) cos(x)

Bladzijde 134
— ! = & 1 . = 6
@ a f(x)=>3tan(2x) geeft f'(x) =3 0s2(2) 2 0s2(2)
1 : sin(x) N — 2 sin(x)

b g(x) = tan’(x) geeftg(x) = 2tan(x)- cos?(x) B cos(x) cos?(x) cos3(x)

@D a f(x)=cos’(x) geeft f'(x) = 3cos?(x) - ~sin(x) = -3 sin(x) cos(x)
b g(x) = cos(x®) geeftg'(x) = -sin(x?) - 3x? = -3x? sin(x?)
¢ h(x) = cos?(2x) geeft h'(x) = 2cos(2x) - -sin(2x) - 2 = -4 sin(2x) cos(2x)
d j(x) = cos?(x) — sin®(x) geeft j'(x) = 2 cos(x) - —sin(x) — 2sin(x) - cos(x) = -4sin(x) cos(x)
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@ a f(x)=sin’(x) + sin(x) geeft
(%) = 3sin%(x) cos(x) + cos(x) = 3 - (1 — cos?(x)) cos(x) + cos(x)
= 3cos(x) — 3cos3(x) + cos(x) = 4cos(x) — 3 cos’(x)
b g(x) = sin?(x) cos(x) geeft
g'(x) = 2sin(x) cos(x) - cos(x) + sin®(x) - -sin(x) = 2 sin(x) cos?(x) — sin3(x)
= 2sin(x) - (1 — sin?(x)) — sin®(x) = 2sin(x) — 2sin3(x) — sin®(x) = 2sin(x) — 3sin3(x)
( sin(x) )
tan(x) _ cos(x)

sin(x)  sin(x)  cos(x)

1 s €08(x)-0—1--sin(x) sin(x)
geeft h'(x) = cos*(x)  cos?(x)

h(x) =

@ f(x) =xsin’(x) geeft £/(x) = 1 - sin?(x) + x - 2sin(x) cos(x) = sin(x) + 2x sin(x) cos(x)
Stel k: y=ax+b.

a=1Ca) = sint(3n) +2-3n-sin(Gn)cos(in) - (12 + thm- b2 -2 =1 —in
l

Dusk:y=(} —3n)x + &n2

)x+b 1 3) 34 p=3
(%\/— =§n dus A (3, 3) (%%_4197212:%[):%“8”

=92
b=+4mn

-J:~|w ||
-Nw.mw

@ /() = cos?(x) geeft £'(x) = 3 cos(x) - ~sin(x) = -3 sin(x) cos(x)
Sf'(x) = 0 geeft -3sin(x) cos 2(x) = 0
sin(x) =0 v cos(x)=0
x=k-nvx=in+kn
xop[0,2n]geeftx=0v x=3nvx=nvx=linvx=2n
De punten zijn (0, 1), (%n, O), (m,-1), (l%n, O) en (2m, 1).

@ 2 /=5 ) et

sin(x )
oy (2 —sin(x)) - -3 sin(x) — 3cos(x)--cos(x)  -6sin(x) + 3sin*(x) + 3cos*(x) -6sin(x) +3
/)= (2 — sin(x))? B (2 — sin(x))? (2 — sin(x))?
f(x)=0 geeft 3cos(x)=0
cos(x)=0
=in+kn

xop [0,2n] geeftx=4n v x = Iin
De bijbehorende punten zijn (1x,0) en (1ix,0).
Stel k2 y=ax + b.

~ (L -6-1+3 l+3 _3_
y~—3x+b} _
-3. 27t+b—0
door (1x,0) b=1ln
Dus k: y=-3x+ 127C
Stel [ y= ax+b
-1+3_9
i —7——=1
a f( ) 1)2 9
y=x+b }
door (137,0) n+1{) 0

Dus /:y=x— im.
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b f'(x)=0 geeft -6sin(x) +3=0
sin(x) =1
x=gn+k2nvx=3n+k2n

xop [0,2n] geeftx =¢n v x=3=

y
| /
! 5
! LI s
o] 1ip Ion 2
V
3cos(¢ 3343
e i (47) = oo 2

Diagnostische toets

Bladzijde 136

@ x.=-0.81, dus cos(ap) = -0,81.
De GR geeft cos™!(-0,81) = 144,095...°, dus a, = 144,095...°.
Yo =-0,95, dus sin(ay) = -0,95.

De GR geeft sin"!(-0,95) =-71,805...°, dus ag=360° —71,805...° = 288,194...°.
ZPOQ =ay—ap=288,194...° — 144,095...° = 144,098...° = 144,1°

a 10mrad=10-180° = 1800° b 2mrad =3-180°=120°
o_60 _ 4_1 1500130 4 s
©® a 60 180 nrad = ymrad b -150 180 nrad =-2mrad

O » sin(in) -} b cos(in) =-1y2

O 2 sin(0)=; b sin(a) =-12
a=FnVa=3T a=1imva=1in

© a sin(2x+in)=0 b cos(2x+1in) =1
2x+in=k'm 2x+in=k-2n
2x=-in+km 2x=-in+k-2n
x=-in+k-im x=-5n+k-m

@ » sin(lx+ 1) =12
IX+m=im+k-2n v ix+n=3n+k-2n
Ix=-2n+k2nvix=-tn+k-2n

x=-lzn+k-dn v x=-3n+k-4n

b cos(—%x+%n) =*%

Ix+in=%n+k2nv -ix+in=-3n+k-2n

—ix=tm+k-2nv -tx=-lin+k-2n

x=-inm+k-6nvx=3%n+k 6n

100 Hoofdstuk 7

¢ 2rad :%%:38,?
¢ 390°=%‘nrad=2%nrad

c cos(l%n) =—%

¢ cos(a) = %\/§
1

el =12
a=gnvoa=Ilzm

¢ sin2(1x) —sin(ix) =

0
siné%x% : (sin(%x) —-1)=0
sin(1x) =0 v sin({x) =1
Ix=kmvix=in+k2n
x=k-2nvx=n+k-4n
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¢ 4cos?(inx)

cos?(3rr) =

cos(mx) =\/§ v cos(%mc)=—\/%
1 1 1 1
cos(gnx) =5V3 v cos(inx) =33
%nx1=é7ﬁ-k-2n vlénx=—én+k-22n v %nx=%n+k2-2n vimr=-in+k-2n
x=3t+k-dvx=—3+kdvx=15+kdvx=-15+k4

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x = T+k2vax= -1+ k-2,

0 a 2sin(2x) =-+/3
sin(2x) = -3+/3
2x=-im+k2nv 2x=15n+k2n
x=-itn+knvx=in+kn

x op [0,2n] geeft x=27 v x=1nvx=3n vx=1n

b 200s(l%x—é7t) =-\2
cos(lix —in) =-12
Bx—itn=3n+k-2n v Bx—ilg=-2n+k2n
Ux=fn+k2nv hx=-%n+k 2n
x=Un+k-Bnvx=-fn+k ln

3

|2

xop[0,2n] geeftx =1k v x=13gm v x =§4=

¢ sin2(x) - isin(x) 5 =0
(sin(x) — 1)+ (sin(x) +1) =0

sin(x) = 1 v sin(x) =-1

x=in+k2nvx=-fn+k2nv x=1lin+k2n
xop[0,2n] geeft x=4in v x=13nvx=1in

© 2 sin2x— 1) =sin(x+2)
2x—1=x+2+k-2nv2x—1=n—(x+2)+k2n
x=3+k2nv2x—l=n—x—-2+k2n
x=3+k-2nv3x=-1+n+k2n
x=3+k2nvx=-%+in+kin
b cos(x +1n) = cos(2x —im)
x+%n=2x~—%n+k-2nvx+—§-1r=—(2 ~1n)+k-2n
—x=—§n+k-2nvx+%n=—2x+%n+k-2n
x=2n+k2nv 3x=in+k-2n
x=2n+k2nvx=fntkin
c sing%nxg=sin(n(x+1))
sin(mx) = sin(mx + )
Im=mx+n+k2nvim=n—(mx+n)+k2n
A =n+k2n v ime=-mx+k 2n
x=-2+k4v Unx=k2n
x=-2+k4vx=k 1}

@ a y=sin(x)
¢ translatie (17, 0)

y =sin(x —in)

verm. y-as, 1

y=sin(3x — %n)

verm. x-as,2

fx)=2 sin(3x - %n)
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b y=cos(x)
verm. y-as,3
» = cos(3x)
translatie (-2, 5)
g(x)=5+cos (%(x +2))
¢ y=sin(x)
¢ translatie (}r, 0)
y=sin(x— };n)
verm. y-as, t
y=sin(3x— In)
i verm. x-as, 2
y=2sin(3x - 1)

translatie (0, 1)

h(x) =1+ 2sin(3x — L)

Bladzijde 137
@ a Voer iny, =-1+ 2cos(x — in).

b f(x)=-1 geeft -1 +2cos(x—_l~,7t) =-1
2 cos(x —%n) =0
cos(x - %n) =0
x—in=ln+rk-m
x=3n+k'm
xop[0,2n]geeftx=2n v x=13x
Dus (27,-1) en (lgn,—l).
¢ y=2cos(x) heeft toppen (0, 2) en (m,-2) dus de toppen van de grafiek van f zijn (%n, 1) en (1%1@ —3).
d f(x)=0geeft-1-+ ZCos(x - %n) =0
2c0s(x — %n) =1
cos(x — lpg)=1
x—sn=in+k2nvx—in=-ln+k 2n
x=3in+k2nvx=k-2n
xop [0,2n] geeft x=3nvx=0vx=2n
De nulpunten zijn 0, 37 en 2.

@ a —cos(3x— }‘n) =cos(3x — n+ ) = cos (3x + %n) = sin(3x + n+ %n) = sin(3x + lin)

b (sin(x) + cos(x))? = sin?(x) + 2 sin(x) cos(x) + cos?(x) = 1 + 2 sin(x) cos(x)
¢ 2+ cos(x) — 2 sin(x) =2 + cos(x) — 2(1 — cos%(x)) = 2 + cos(x) — 2 + 2 cos 2(x) = 2 cos 2(x) + cos(x)

102 Hoofdstuk 7 © Noordhoff Uitgevers bv



@ a evenwichtsstand 2
amplitude 3
periode 2n
-3 <0, dus grafiek dalend door het punt (—%n, 2).

b g(x) =4+ cos(2x — 121) = 4 + cos(2(x - 2n))
evenwichtsstand 4
amplitude 1

periode 2775 =7

1>0, dus (%n, 5) is een hoogste punt.

x

10+-30 _

@ a a=evenwichtsstand = 5 -10
b = amplitude =10 —-10=20
_ 2n _ 2_7E _ L -
periode 30 P

y=a+bsin(c(x —d)) met b>0
Stijgend door de evenwichtsstand voor x = 10, dus d = 10.
y=-10 +20sin(%n(x - 10))
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en de formule is y =-10 + 20 cos(%sn(x —17)).

b y=a+bcos(c(x —d)) metb>0
Een hoogste punt is (1 7, 10), dus d = 17

¢ y=a+bsin(c(x —d)) met b <0
Dalend door de evenwichtsstand voor x = 25, dus d = 25.
y=-10—20sin(&n(x — 25))

d y=a+bcos(c(x—d)) metb<0

Een laagste punt is (2%, -30), dus d = 25 en de formule is y = -10 — 20 cos (Lm(x— 21)).

beginpunt (0, 1)

periode = lEZ 4n

4
De grafiek heeft de verticale asymptoten x = 27 en x = 6.

y Ll !
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

] 4 Lo e
| |
| |

o | |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I |
| |
| |
| |
| |

X=2mn X=6n
¢ f(x)=0 geeft | —tan(ix) =0

tan(%x) =1
Ix=in+kn
x=n+k-4n

xop [0, 8n] geeftx=n v x=5n

y

~_

u

X=2n

Jx)<Ogeeftn<x<2m v Sm<x<6m

2+ ﬁ-tan(};nx) =
ﬁ-tan(inx) =-3
tan(j7x) = -3
mx=3n+k-m
x=2%+k-4

1
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b §an(%x) =Itan(2x ~1x)
Xx=2x—gn+k'm
x=6x—in+k-3n
-Sx=-3m+k-3m
x=qn+k-in
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@ a f(x)=cos(2 (x + én)) + sin(2x) = cos(Zx + %n) + sin(2x) geeft
fix)= —sin(2x + %n) *2 +cos(2x) - 2 =-2sin(2x + %71:) + 2cos(2x)

— 3 7 — 1 2 — 3x2
b f(x) = tan(x?) geeft /'(x) = c0s2(%) = o)

_ cos(3x) vy SIn(3x) - -sin(3x) - 3 — cos(3x) - cos(3x) -3 -3sin*(3x) — 3 cos*(3x)
€ W)= Gngar) B W) = sin?(3x) - sin(3x)
_ ~3(sin’(3x) +cos’(3x)) -3
B sin?(3x) ~ sin?(3x)
Alternatieve oplossing
_ cos(3x) 1
SO = GnGx) ~ tan(n) &0
1 -3 -3
o tan(3x)- 0~ 1+ c0s2(3x) 3 3 (cos 2(3x)) B (cos 2(3x) ) 00s*(3x) 3
S = tan?(3x) ~ tan?3x)  sin?(3x) - 082(3%) ~ sin?(3x)
cos%(3x)

d f(x) =x*-sin(2x — 1n) geeft
F1) =2x-sin(2x — %n) +x2- cos(2x — Im)-2=2xsin(2x - %n) +2x2 cos(2x — Ln)
e f(x)=sin®(2x) geeft f'(x) = 3 sin?(2x) - cos(2x) - 2 = 6 sin?(2x) cos(2x)
cos(x)

/&)= 1 — sin(x) gee
v (I —sin(x)) - -sin(x) — cos(x) - -cos(x)  -sin(x) + sin(x) + cos*(x)
S = (1~ sin(x))? - (1 — sin(x))?
1 —sin(x) 1

T (1—sin())*  1- sin()

@ /() = 3x cos?(x) geeft f'(x) = 3 cos?(x) + 3x- 2 cos(x) - ~sin(x) = 3 cos(x) — 6x sin(x)cos(x)
Stel k: y =ax + b.
a=f'(n)=3cos*m) — 6 nsin(n) cos(m) =3 (-1)*~6-n-0--1=3

y=3x+bh ) _
f(m) =31+ (-1)2 = 3m, dus A(x, 3n)} z:"(f b=3n

Dus k: y = 3x.

© Noordhoff Uitgevers bv

Goniometrische functies 10%




8 Meetkunde met coordinaten

Voorkennis Stelsels en kwadraatafsplitsen

Bladzijde 140
5x—7y=1’4‘ 20x—28y= 4
0 : {4x—3y=6 5181 \ 205 — 15y = 30
-13y=-26

)5’:_27 :1}5x—7'2=1
YT sx—14=1
5x=15
x=3
De oplossing is (x,3) = (3,2).
2x+3y=15 }3‘ {6x+9y=45
b {10x—9y=—5 1 18%f {10y -9y =-5
+
16x =40

x=2 } |
b 22b43y=15
2x+3y=15 Se+ Jp=15

3y=10
y=3;
De oplossing is (x,y) = (2%, 3%)
2x—5y=16|3 6x — 15y =48
{3x+4y=10 g |BREHE {6x+ 8y =20
-23y =128
5
y=-lz 5. 15 =
2x—5y=16} 2x—5--15%=16
2x+ 65 =16
2x=9%

— 422
x =455

De oplossing is (x,y) = (4%’—1%).

Bladzijde 141
© a2+ —4x+10y-6=0 c xX*+y*+3x—y-1=0

x?—4x+3?+10y—6=0 W3+ P—y—1=0
(x—2)2—4+(@y+5?2-25-6=0 x+ 1P -2k + (y-4)P-1-1=0
(x =27+ +5)=35 x+ 1)+ (y—3) =3;

b x*>+y*+8x—-6y+13=0 d x2+3)?-5x+5y+10=0
2+ 8x+)y?—6y+13=0 x?—=5x+3y?+5y+10=0
(x+4)2—-16+(y—3)2-9+13=0 (x—21P -6+ (y+28)° -6 +10=0
A=A =2+ o+ 27 =2

8.1 Lijnen en hoeken

Bladzijde 142

x|0‘6 x|0‘3%
(1 JERR [
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b De lijnen k en / zijn evenwijdig en vallen niet samen, dus hebben geen enkel punt gemeenschappelijk.
Dus het stelsel vergelijkingen heeft geen oplossingen.
2x+3y=122 dx + 6y =24
{4x+ 6y=1511 geeﬁ{4x+ 6y =15
Omdat de vergelijkingen zo te schrijven zijn dat de linkerleden van beide
vergelijkingen gelijk zijn, zijn de lijnen evenwijdig.

Dit kan ook door te controleren dat 2.3

4 6
Bladzijde 143

3 P

e a kp// IM, dusp_1 —p——+4
plp—1)=3(p+4)
pPP-p=3p+12
pP—4p—12=0
P+t2p—-6)=0
p=-2vp=6
vold.  wvold.

Dus voor p = 6 en ¢ elk getal van R of voor p = -2 en ¢ elk getal van R.
b p=6geeftk,;3x+6y=5enl, ;:5c+10y=gq.
Voor samenvallen geldt % = 1% = 3 ofwel 3g =25, dus ¢ = 81.
p=-2geeftk,3x—2y=5enl, -3x+2y=gq.
-3 2

Voor samenvallen geldt 32 2 ofwel 3¢ =-15, dus g =-5.
Dus voor (p,q) = (6,85) en (p, ¢) = (-2,-5).

e Voor samenvallen geldt L 9 %

q+3:]?1:

Kruiselings vermenigvuldigen bij

=%geeftq=4p—4.

Kruiselings vermenigvuldigen bij qp = % geeftp=4g +12,dusg=1p - 3.

+3
q:4p“4}4 ~4=1p-3
g=ip—3J " "

32p=1

p=1s
p=14—5geeftq=4'14—5—4=—2%

Dusp=% enq=—2%.
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O , 2] o]
X -2 1 4 7
y 5 3 1 -1
y
\\4
2 \\
,
N R
- 4 o 1 2 3 4 5 N\ 7
-1
-2
b Jx=3t+4 |2 & 2x = 61 + 8
y=-2t+1 |3 ?:y:—6z‘+3+
. 2x + 3y=11
b ¢ Door ¢ te elimineren krijg je de vergelijking van de lijn 2x + 3y =11,
x= 3t+4 .
dus {y Y stelt een lijn voor.
Bladzijde 144 c
@ Vrijmaken van ¢in x = ar + ¢ geeft at = x — ¢, dus t=§—5.
o X c. X ¢
SubstltutleVant=E—Emy=bt-l—dgeefty:b'(g—a)+d
y=§-x—%c+d
Dus de richtingscoéfficiént van de lijn is %
O 2 |x=5t+p|4 dx =20t +4p
{y=4f+3 ‘5 ) geelt {5y=20t+ 15
jﬁ:gyzfll’o_ls} 4p—15=-10
Y 4p =15
p=1

Alternatieve oplossing
Kies een punt op 4x — 5y =-10, bijvoorbeeld (0, 2).
0=5+p

Hieruit volgt > =47+ 3

2=4t+3 geeft 4r=-1, dus t="-7.
DustS-—i +pgeeftp:l%.
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b (5,2)invulleninx=2¢t+peny=-t—2p geeft

5=2t+p |1 5=2t+p
{2=—t~2p)2 g%ﬂ{4=—2t—4p
o
9 = -3p
p=-3
x=3t+p |2 2x =6t+2p
¢ {y=2t+3l3'geeft{3y =61+ 9
2x—3y =2p-— 9}
3y = 2p-9=p
2x—3y =p p=9
03 x=at—3|b coft bx =abt—3b
y=bt+1|a & ay =abt+ a _

bx ~ay :‘3[’_"} 3b—4a=-3b—a

door (3,4) 6b = 3a
2b=aqa
Dus kies bijvoorbeeld b= 1, danisa=2 bx—2v=-5
bx—ay=-3b—a ' 4

Omdat geldt dat % # % vallen k en / niet samen en snijden elkaar in (3, 4).

L 2x+5y=c

door (3, 4) }c=2-3+5-4=26

Dus mogelijke waarden zijna=2,b=1en ¢ =26.

b k:bx —ay=-3b—aenl 2x+ 5y = ¢ vallen samen als geldt g = % = _3bc_ a
Uit g = % volgt dat 5b = ~2a. Kies bijvoorbeeld a = 5, dus b =-2.
e 5 _-3--2-5
a=5enb=-2 51

5 ¢
c=-1

Dus mogelijke waarden zijna=5,b=-2enc=-1.

Bladzijde 145
e a y=0geeft2x=18
x=9
Dus het snijpunt met de x-as is (9, 0).
x=0geeft3y=18
y=6

Dus het snijpunt met de y-as is (0, 6).
b 2x + 3y =18 links en rechts delen door 18 geeft —)95 + % =1
¢ In de noemer van de breuk g staat de x-codrdinaat van het snijpunt met de x-as.

In de noemer van de breuk % staat de y-codrdinaat van het snijpunt met de y-as.

* Y *L Y
Qaa+b 1 §+0=1 ba+b 1 0+_)bi:
y=0 x=0
E_l Zzl
a- b
x=a y=>b

Dus het snijpunt met de x-as is (a, 0).
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Dus het snijpunt met de y-as is (0, b).
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Bladzijde 146

Y
b+ =1
Daky+

Dus k: 7x — 4y = 28.

b itdo
2 -p
Dus I: x — 2y =2p.
x Y
R
¢ my 5 1
5x+@=ﬁq}
~ 5:3+g--1=5¢q
door (3,-1) 15 — o= 5
-6g=-15
q=2;
x Y
k=+—=1
G)acz o
Dus k:x — 2y =2.
x, Y
L=+=—=1
5 -3

Dus /: 3x — 5y = 15.

x—2y=2 |3 3x—6y= 6
b {3x—5y=15’1’geeﬁ{ X —

Sy =-
yfg _z}x—2-9:2
A=) x-18=2
x=20
Dus het snijpunt is (20, 9).
x , J x ) x Y
a—li—t—= e ] 24t =
@'ﬂ/psl bm4q1 C”3rr
Dus : 5x + py = 5p. Dus m: gx + 4y =4q. Dus n:x + 3y =3r.

x Yy
S =
G)ﬂkp g~ 1

Dus k: 8x + py = 8p.

b&+m=@}

door(1,2) 8:1+p-2=8p

8+2p=28p
-6p=-8
p=13
¢ k:8x+py=8p geeft py=-8x+8p
y=—}§7x+8
klll geeftrc, =r1c,
8

p
2p=-8
p=-4

Bladzijde 147
x Y
E—+==1
a)ac3 =

Dus k:px + 3y =3p.
EX 4L

re—f =]
2p 5
Dus /: 5x + 2py = 10p.
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k:px+3y=3p}p.1+3_2:3p

door A(1,2) P+6=3p
-2p=-6
p=3
dx+ =
’ 5+4p=10p
-6p=-5
P=i
k:px +3y=3p geeft3y=-px+3p
y=-3px+p
kl/m geeftrc,=rc,,
-1 =4
p=-12
5 2p
L/ ft ===
n geeft ==
4p=15
pP=3

Alle lijnen met vergelijking y = ax + 3 hebben een richtingscoéfficiént. Jan mist dus lijnen zonder
richtingscoéfficiént, ofwel verticale lijnen.
Dus Jan mist de y-as.

Voor elke p # 0 zit er een term met x in de vergelijking l£7 + % = 1. Harm mist dus de horizontale lijn y = 3. Verder

mag p geen 0 zijn, dus Harm mist ook de verticale lijn x = 0 ofwel de y-as.
Je mist de lijn x = 4.
Je mist de lijnen y =0 enx=4.

fontrsy 125
’ 3p+10=8
3p=-2

p=-3%

px+2y=8}
p3+2:0=8
door (3,0) 3p=38

p=2

x Yy
—+==1 + 2y =
2T geeft Sx +2y =10

5x + 2y = 10 evenwijdig met &, geeftl% = %, dusp=>5.
X Y

— == 1

p pt2 344

door (3,4) p pt2

3(p+2)+ 4p —1
ppt+2) pp+2)
3p+6+4p
plp+2)

p+6

p>+2p
pr+2p=Tp+6
p>—5p-6=0
@pP+DEP—-6)=0
p=-1lvp=6




p p+t2

(p+2x+py=pp+2)

py=-(p+2)x+pp+2)
+

1

y=—pp xt+tp+2
pt+2
=2 geeft -——=2
Ic gee 7
pt2=-2p
3p=-2
p=-3
Bladzijde 148
@ a tan(éCAB)z%:%=2

ZCAB = 63,435°
b De tangens van de hoek tussen 7 en m is §.
Dit geeft dat de hoek ongeveer gelijk is aan 14,036°.
¢ De hoek tussen k en m is 63,4349...° + 14,0362...° = 77,5°.

Bladzijde 149
@ Als de eenheden langs de assen verschillend zijn, dan maakt bijvoorbeeld de lijn y = x geen hoek van 45°
met de x-as, maar is elke hoek athankelijk van de keuze van de eenheden.

Bladzijde 150
@ a y=3x+4,dusrc,=3.
tan(a) = 3 geeft a = 71,56...°
y=2x—1,dusrc,=2.
tan(f) = 2 geeft f = 63,43...°
a—f=171,56..°—63,43..° = §8°
De gevraagde hoek is 8°.

b y=13x+2,dusrc, = 11
tan(a) = 1% geefta = 56,30...°
y=-3x+3,dusrc,=-1.
tan(f) = -1 geeft f =-26,56...°
a—f=5630..°—-26,56...° = 83°
De gevraagde hoek is 83°.

¢ y=33x—1,dus rcp:3%.
tan(a) = 35 geeft a = 74,05...°
y=-13x+5, dus rcq=—1}1.
tan(f) = - 15 geeft f=-51,34...°
a—p=74,05..°—-51,34..°=125,39..°
De gevraagde hoek is 180° — 125,39...° = 55°.

@ a 3x—2y=>5
-2y=-3x+5
y=1x-2L, dusrc,=11.
tan(a) = 15 geefta = 56,30...°
4x—3y=6
-3y=-4x+6
y=1ix—2, dusre,= 1%,
tan(f) = 15 geeft = 53,13...°
a—pf=5630..°—53,13...° =3,2°
De gevraagde hoek is 3,2°.
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b 4x+y=1
y=-4x+1,dusrc,=-4.
tan(a) = -4 geeft a =-75,96...°
3x+4y=2
4y=-3x+2
y=-3x+3,dusrc,=-3.
tan(f) = -2 geeft f=-36,86...°
B—a=-36,86..°—-75,96...° = 39,1°
De gevraagde hoek is 39,1°,

¢ 5x+3y=4
3y=-5x+4
y=-15x+ 13, dus Ic,, =-12,
tan(o)) = - 12 geeft a =-59,03...°
6x—5Sy=1
~Sy=-6x+1
y=1ix—1, dus rc, = 1%,
tan(f) = 11 geeft #=150,19...°
f—a=50,19..°--59,03..°=109,23...°
De gevraagde hoek is 180° — 109,23...° = 70,8°.

D aky=3x+4
tan(a) =2 geeft a = 33,69...°
6x—5y=3
-Sy=-6x+3
y=1ix—3 dusrc,= 1%
tan(f) = 1% geeft §=50,19...°
f—oa=50,19..°—33,69..° = 16,5°
De gevraagde hoek is 16,5°.

5-0 |

b I'Cm—0_4—“13
tan(a) = -1} geeft a =-51,34...°

o =170 1

n 0—-2 2

tan(f) = % geeft f=26,56...°
p—a=26,56..—-51,34..°=77,9°
De gevraagde hoek is 77,9°.

R
C rcp—ﬁ—lg
tan(a) = 1% geeft a = 59,03...°
_6-1_
=o_ 371

tan(ff) = —1% geeft f=-54,46...°
a—fF=59,03..°—-54,46..°=113,49...°
De gevraagde hoek is 180° — 113,49...° = 66,5°.
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8.2 Afstanden bij punten en lijnen

Bladzijde 152

€® a In AABCis AB>= AC* + BC?
AB>=22+32
AB*>=13

AB=1/13
b M(2,35)

_83+89 _61+69
=T, =86 en yy= 2

= 65, dus N(86, 65).

Bladzijde 153
@ a MG +p+2),53+2p))

M(p+1,13 +p)
M(p+1,p+13)

b dA4,B)=~(p+2—pP+Q2p—3)P2=4+4p>—12p+9=[4p>—12p + 13
1

,B) =d(p) =\/4p> — 12p + 13 geeftd'(p) = Bp—12)=F—m—ms
¢ d(4,B)=d(p) = \4p* — 12p + 13 geeftd'(p) 2JapT—12p + 13 @p—12) 4p?—12p +13

d'(p)=0geeftdp—6=0

4p=06
_ 7
r=1
voldoet
d(A, B)
|
|
|
|
(0] 1% P

De minimale afstand is d(13) = \/4 (13)2-12-13+13 =4=2.

d y,=4x*—12x+ 13 eny,=5.

Intersect geeft x =~ 3,80.

d(A, B)
. b
|
. |
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
o p
o 3,80

d(4,B) > 5 geeft p > 3,80
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Bladzijde 154
D ad=Jo+q-07+@q—p’=Vo+9*+@—pP=\p*+2pq + ¢+ ¢~ 2pq + p* = \2p* + 2¢?
b g=2p geeft d=2p? +2-(2p)* = \2p* + 2 4p? = \[10p? = p/10
Dus ¢ =10.

¢ g=-/pend=12 geeft .[2p* + 2([p)* = 12
V2p? +2p =12
kwadrateren geeft
2p% +2p =144
2p*+2p—144=0
p>+p—-72=0
P-®p+9=0
p=8vp=-9
vold. vold. niet

Dus p =8.

D a MEG+p+5.5@4+p+2)

Ip+4,ip+3

MR ER IR IEE
p+8-3=3p+3

p="2

p=-4

b d=\(p+5-3P2+@p+2-42=Jp+2P+@p -2 =p*+dp+4+pP—dp+4=2p*+8
Dusa=2enb=8.

¢ dB,CO)=dp)=p - (@ +57+@p~@+2)y =V -5+@2p-2)
=\p?—10p +25+4p*—8p + 4 =/5p> — 18p + 29

1 5p—9
ft d'(p) = (10p—18) =B —
gt d0) = o tsp a0 WP T I e, v 0
d(p)=0geeft5p—9=0

S5p=9
p=13
voldoet
d(B, C)
|
|
|
|
t
}
i
o] 1‘% P
De minimale afstand is d(13) = /5~ (13)>~ 18- 1§ +29 = /12 = \/@= 8 N5 IENG
5 5 \/g \/g 5

@ tan(a) =1c, =2 geeft a=63,434..°
tan(f) = rc, = -1 geeft f=-26,565...°
o— f=63,434°—-26,565...° = 90°
De gevraagde hoek is 90°.
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Bladzijde 155
@ a Stel k:y=ax+b.
kL l,dusrck-rc,=—1}

re;=13 rc,-3=-1 1

rc,(=—%,dusa=—§
1
y:“§X+b}_l.6+b_7
! —
doorA(6,7) S p=7
b=9
Dus k:y =-1x+9.
b Stel m: y=ax+b.

m L n,dusrc,,1c,=-1 1
1 I'Cm'EZ—l
I, =3 1c, =-2,dusa=-2
y=-2x+b }
-2--3+p=4
doorB(-3,4) 6+b=4
b=-2
Dus m:y =-2x — 2.
¢ Stel p:y=ax +b.
Pi‘]agusrcp'rcq:_l}rc % =-1
rc,=-% P ]l =3l
q rc, =33, dusa=3;
1
y=3x+b }31-2+b——5
_ 2 =
door C(2,-5) T4 h=-5
b=-12

Dus p:y= 3%x —12.

@ a 2x—3y=5geeft—3y=—2x+5,dusy=§x—1%.

3x+2y=cgeeft 2y=-3x+c,dusy =-13x +3c.
rc, rc,=%--13 =-1, dus elke lijn van de vorm 3x + 2y = ¢ staat loodrecht op k: 2x — 3y = 5.

b I:3x+2y=c| _,. i
door A(4, 1) }c—3 44+2-1=14
Dus [: 3x + 2y = 14.

¢ m L ndusm:5x —4y=c.
5x—4y=c k41
doorB(3,—1)}c_5 3-4--1=19
Dus m: 5x — 4y = 19.

g

@ y vrijmaken in ax + by = ¢ geeft by =-ax +c, dusy=—%-x+ 5

y vrijmaken in bx — ay = d geeft ay = bx — d, dusy=§-x—g.
rc,(-rc,=—%-§=—l, dusk L/

@ a k:§+%=1geeftk:5x+3y:15
b /1lkdusl:3x—5y=c.
3x—5y=c B B E A
doorA(2,—4)}c_3 2-5--4=26
Dus I:3x — 5y = 26.
x Y
¢c m—+-—=1geeftm2x+y=2
7 2 y=2p

nlm,dusn:x —2y=c.

x—2y=c e
doorB(S,—3)}c_5 aw=ll

Dusn:x—2y=11.
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Bladzijde 156

5-3 >
Stel k: y = ax + =——=2Z
® a ezky ax +bmeta R
y=sxtb }%~2+b—3
2 =
door 4(2,3) §+b=3
b=25

Dus k:y =2x + 2%,
b Stell:y=ax+b.
lilj,gusrck-rc,=—l} 2re,=-1

rc,=
k5 =l
rc;=-25

y=—2%x+b Al -
door C(4,6) [ 2 4+b=6

-10+b6=6
b=16
Dus /:y =-24x + 16.

c Stelm:y=ax+bmeta=;S_t;l:—l%.
nJ_m,dlisrcm'rcn=—l qtere, =-1
rc,, =-1z _s"

Ic, =g
5
my=gx+b| s _
doorF(3,7)} 5:3+b=7
15+b=7
b=>5}

Dus n:y=%x+5§.

€ a Stelk:y=ax+b.
k.LZ,dusrck-rc,:—l}

-3 €~

e, =75 -

2
y=1lx b }12-6+b~15
2 =
door 4(6, 15) 10+b=15
b=5
Dus k:y=13x+35.
b mLn,dusm:7x+ 6y =c.
Tx+6y=c - h
doorB(Z,—Z)}c_7 2+6:-2=2
Dus m: 7Tx + 6y = 2.
S = lgeeft3x—dy=-12

ploodrecht op3x —4y=-12,dus p:4x + 3y =c.

4x+3y=c a4 A
doorC(—5,3)}C_4 5+3-3 11

Dus p:4x+3y=-11.
d De lijn door E(1, 5) en F(5, 1) heeft richtingscoéfficiént

5 =
5-1
g staat loodrecht op deze lijn, dusrc,, -~ 13 =-1endit geeftrc .= 2.

Dusq:y=%x+b}2

5--6+b=4

_ 3

door D(-6,4) A+ b—4
b=38

Dusq:y:§x+8.
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@ e, 2P _ 1
Fo-2p -2p 2
_a9=0_aq _ a

103 3¢ 3
k1 1lgeeftrc,-rc,=-1

@ a Stel:y=ax+b.

kJ_f,lduser'rC/:_l } 3-1c;=-1
I‘Ck42 rc]:—Z
y:—2x+b 9 1 i e
doorA(1,3)} 214b=3

b=5
Dus/l:y=-2x+5.
k en  snijden geeft ix=-2x+ 5
2x=5
x=2
x=2geefty=1-2=1,dus B2, 1).
b d4,B)=2-12+(1-32=\1+4=45
Dus de afstand van 4 tot k is /5.

Bladzijde 157
@ a De lijn p gaat door A4 en staat loodrecht op .

rc, - =-1
. rfp %-rc =-]
=1 P

=2 e, =-2

p:y=2xlb}
-2:3+bh=0

door A4(3,0) 6+b=0
b=6

Dus p:y=-2x + 6.

ken p snijden geeft ;x + 1 =-2x + 6
25x=5
x=2

1
_ y=53-2+1
y—%x+l y

2
=2

Dus C(2,2).

d4,k)=d4,C)=J2 -3 +2-02=1+4=.5
b De lijn g gaat door B en staat loodrecht op /.

gx—2y=c .0
B(6,0) }c 6—-2:-0=6
Dus g:x —2y=6.
q en / snijden geeft
2x+y=2|2 oft dx+2y=4
x—2y=6 |1 x—2y=6+
S5x =10
x=2
2x + _y=2 } i +2y+:y2_2
y=-2

Dus D(2,-2).

dB,)=d(B,D)=+/2—-6)>+ (-2 - 0)>=/16 + 4=20=2,/5
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¢ De lijn  gaat door O en staat loodrecht op m.

rc,-rc,=-1 } Bepe =-1
rc,,=-3 !
re, =1
Dusriy=
m enrsmjden geeft3x——3x+ 10
3—x—10
;ﬁx } y=3-3
3 y:1
Dus E(3, 1).

A0, m)=d(0,E)=~3 - 02+ (1 -0 =9+ 1=410
d De lijn s gaat door O en staat loodrecht op 7, dus s:4x + 3y =0.
s en n snijden geeft

x—4y=12|3 9x — 12y =36
{4x+3y=0 |4‘ geeﬂ{l6x+12y=0 N

25x =36
x=13 } 11
4-15 +3y=0
4x+3y=0 2
Y 5;2+3y 0
3)’—‘525
y=-1%

Dus F(lzs,—l23

d(O,n) =d(0,F) = [(135 = 07+ (-15 —0) = |[GEP + (-5 = /& +%5 = s =2 =

@ De lijn k door de punten B(2, 1) en C(7, 3) heeft richtingscoéfficiént 3-1_»

7-2 %
k:y=%x+ b
door B(2,1)

2+b=
+

g.. [TIES u.|m

Lh|>-- G“

Dus k:y= §x+—
I 1k, dusrck rc,=- 1}
5°1C,=
re,=% -
Ly=-25x+b
door 4(33,45)

re,=-23

213l +p=4)

-8 +b=4;

b=13;

Dus l:y=-24x+ 13%.

ken I snijden geeft 2x + 1 =-25x + 13}
8x +4=-50x + 265

58x =261
x=4%

2 L(rY=
y=s5xts

Dus D(44,2).
(4, =d4,D)=[(47 -3} + (2 -4 ) =1 +65= \/7~269
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@ De lijn m gaat door 4 en staat loodrecht op £.

m:3x—y=c
door A(1,4)
Dus m:3x —y=-1.
k en m snijden geeft

x+3y=3 ’1‘ eﬂ{ x+3y=3
3

}c=3-1—4=—1

Ix—y=-1

Dus B(0, 1).

d(4,k) =d(4,B) =0 -1+ (1 —4)2=1+9=1/10

De lijn 7 gaat door A4 en staat loodrecht op /.
mx—y=c _ _

doord(1,4) [¢=174=73
Dus n:x —y=-3.

x+y=9
x—y=-3 %
2x =6

x=3 _
x+y=9} y=6

[ en n snijden geeft {

Dus C(3, 6).

dA,)=d4,C)=J3 - 12+ (6—-472=\[4+4=8

Nee, 4 ligt dichter bij / dan bij £.

—

b=0

+b6=0
2

3

ky=3x+b
door A(1, 0)

SRSV

Dus k:y=%x—3.

De lijn / door C staat loodrecht op &, dus rc, - rc,=-1
%-rc,z—l
1
Ic,= —15

@ a De lijn k door 4(1, 0) en B(7, 4) heeft richtingscoéfficiént

l:y=—1%x+b} .
-15-3L+b=6
door C(33,6 i
oor( ,) —5i+b=6
b=113
Dus /:y =-13x + 113
k en [ snijden geeft 3x —% =-11x + 113
8x —8=-18x+ 135
26x = 143
x=5%
2 1 2
:_.5__,
p=5u—g| 22 2

Dus D(S%, 3).

d(C, k)= d(C,D) = \/(55 -3+ 3-62=\4+9=13
b d(4,B)=\(7T=12+(@E=02=36+16=1/52 =213
O(AABC) =35 - d(4,B) - d(C,AB) =1 - 23/13- /13 =13
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8.3 Cirkelvergelijkingen

Bladzijde 159
@ a Dit volgt rechtstreeks uit de formule van de afstand tussen twee punten.
b Als de afstand van P(x, y) tot M(1, 4) gelijk is aan 5, dan ligt P op de cirkel met middelpunt M en straal 5.
¢ Een vergelijking van de cirkel met middelpunt M(1, 4) en straal 10 is
(x—1)2+ (y — 4)* = 10? ofwel (x — 1)>+ (y — 4)* = 100.
d Middelpunt (-2, 3) en straal /16 = 4.

Bladzijde 160
@ ac x-22+@p+572=9

b c, met middelpunt (3, 1) raakt de x-as, dus straal 1.
Duscy(x =32+ - 1)2=1.

¢ ¢, met middelpunt (-4, 2) raakt de y-as, dus straal 4.
Dus ¢;: (x +4)2 +(y — 2)2 = 16.

d ¢, heeft middelpunt (3, 4) en gaat door de oorsprong,
dus straal \/(3 — 0)2+ (4 —0)2=/9 + 16 = /25 = 5.
Dus ¢y (x —3)? + (y — 4)? = 25.

@ a De lijn / gaat door M en staat loodrecht op £.
rc, =%, dusrc,=-3

Ly=-3x+b }—3-5+b=5

door M(5,5) 15+ b=5
b=20
1y =-3x + 20 snijden met k geeft -3x + 20 = %x
-34x=-20
x=6

Het snijpunt van & en / is het raakpunt 4(6, 2).

r=dM,k)=dM, A)=-J5-62+(5-2P2=/1+9=4/10
Dus ¢;: (x — 5)?+ (y — 5)* = 10.
b De cirkels raken de x-as en de straal is 2 geeft y,, =2 of y,, = -2.
Mop k, dus y =2 geeft {x =2
x =6, dus M(6, 2)
eny=-2 geeft %x=—2
x =-6, dus M(-6,-2)
Dusc, (x —6)?+(y—2)2=4ency (x +6)>+(y +2)2 =4,
¢ De cirkels raken de y-as en de straal is 12 geeft x;,= 12 of x,,=-12.
Mop k, dus x = 12 geeft y =1 - 12 =4, dus M(12,4).
enx=-12 geeft y = % =12 =-4, dus M(-12,-4).
Dus ¢y (x = 12)2+ (y —4)? = 144 en c5: (x + 12)> + (y + 4)? = 144.

@ a AB is middellijn, dus het middelpunt is het midden van AB.
M(L(-1+9),1(4+4)), ofwel M(4, 4).
De straal is d(M, A) = /(9 — 42+ (4 — 4> =5, dus (x —4)? + (y — 4)2 = 25.
b Voor snijden met de x-as geldt y = 0.
(x—4>+(0—-4)?%=25
(x—4)?2+16=25
(x—4)*=9
x—4=3vx—4=-3
x=7vx=1
Dus de snijpunten met de x-as zijn (1, 0) en (7, 0).
Voor snijden met de y-as geldt x = 0.
(0—4+(y—4)?=25
16+ —4)»=25
(=47 =9
y—4=3vy—4=-3
y=Tvys=1
Dus de snijpunten met de y-as zijn (0, 1) en (0, 7).
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c

Het middelpunt van ¢, is (4, 0) en de straal is 3.
Dus ¢,: (x —4)2 +»?=9.
Het middelpunt van ¢, is (0, 4) en de straal is 3.
Dus ¢;:x2 + (y —4)2=9.

Bladzijde 161
€D a Middelpunt 4 en raakt de x-as, dus straal is y, = 7.

b

ci(x=32+@—-7?%=49

Middelpunt B en door de oorsprong, dus straal is d(O, B) = /92 + 12 = /82.
ei(x—92+(y—172=82

Middellijn 4B dus middelpunt is het midden van 4B, dus M(1(9 +3), 1(1 + 7)) ofwel M(6,4).
De straal is d(4, M) = /(6 —3)? + (4 — 7)> =9+ 9 = /18.

c(x—6)*+(y—4)2=18

De lijn / gaat door 4 en staat loodrecht op .

l:4x~3y=c}cz4_3_3_7:_9

door A(3,7)
Dus I: 4x — 3y =-9.
[ snijden met k geeft

4x—3y=-9 |4 ceft l6x — 12y =-36
3x+4y=12 |3 9x-l-12y=36+
25x =0
x=0 _
3x+4y=12}4y'12

y=3

Dus het snijpunt is S(0, 3).
r=d4,8) =3 -02+(7-32=9+16=25=5
De gevraagde cirkel is ¢,: (x —3)? + (y — 7)? = 25.

De lijn m gaat door O en staat loodrecht op .

m:4x —3y=0
m snijden met k geeft
4x—3y=0 ‘4 ft{16x~12y=0
3x+4y=12 |3 9x+12y=36+
25x =3161
=1z }3'1%+4y=12
Ix+4y=12 4%_'_4)}:12
4y =741
y=13%

Dus het snijpunt is 7(13%, 12).

r=d0,1)=,[(15)2+ (18)?= 5% =[5 =¥ =2

De gevraagde cirkel is c5: x2 + 32 = 533.

@ 2+y?—4x+6y—3=0

122

x2

—4x+y’+6y—3=0

(x=22-4+@+3y-9-3=0
x=22+@+3)2=16

Bladzijde 162
@ a2+)y?+6x—4y+4=0

b

xit+6x+y?—4y+4=0
(x+32-9+(—-2%-4+4=0

(e 3P+ (y=2)2=9

Dus van ¢, is het middelpunt (-3, 2) en de straal 3.
x2+y?2—=8x+10y+31=0

x> —=8x+?+10y+31=0
—4P—16+G+5P—25+31=0
x—4)2+@+52*=10

Dus van c, is het middelpunt (4, -5) en de straal \/10.

Hoofdstuk 8
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¢ X2+ +5x+3y+3=0
¥+5x+y*+3y+3=0
(x+28P-6t+ (y+11)P-2 +3=0
&+2) ( +1)~51

Dus van c; is het middelpunt (-25,-11) en de straal \/7 \/g =

dx2+y2—7x+8y=0
—Tx+3y2+8y=0
x—3P—12t+(p+42-16=0
x— 32)2+(y+4)2—281

Dus van ¢, is het middelpunt (3%;4) en de straal [28% = /13 =

=122.

I\)]"-‘

VI
o

%l%

@ a 2+y’+6x-8+15=0
W+ 6x+3?—8y+15=0
(x+32—9+(y—42-16+15=0
T3P+ —4)7=
Dus M(-3,4) en r =/10.

b d(M, A)=JO0~-32+@4-42=9+0=3

¢ A ligt binnen de cirkel want d(M, 4) <r.

d dM,B)=+(-3—-32+(@4—-02=0+16=4
B ligt buiten de cirkel want d(M, B) > r.

Bladzijde 163
@ a 2+y2—6x-8=0
—6x+3?~8y=0
(x—=32—9+(@—42—16=0
(x—3)2+ (y— 4)2 =25
Dusr=35en M3, 4).
d(M, 4) = JCT=3)? + (2 =47 = \JT6 + 4 = /20 < r, dus 4 ligt binnen cirkel c,.
b x2+3?2-8x—4y+2=0
~8x+3?—4y+2=0
(x—=4P2—-16+(ry—-22—-4+2=0
(x— 4P+ (y—272=18
Dus = /18 en M(4, 2).
d(M, 0) = \J42+ 22 = \[16 + 4 = \[20 > r, dus O ligt buiten cirkel c,.
¢ xX>+y?+4dx—6y+3=0
x?+4x+32 -6y +3=0
(x+2)2-4+@r—-3%2-9+3=0
(x+22+(y—372=10
Dus r = +/10 en M(-2, 3).
d(M,B) =J(1 —-2)>+ (4 - 3)2=/32+ 12 = /10 =1, dus B ligt op cirkel c,.

Bladzijde 164
D aP+y—6x—4y+3=0
—6x+3)?—4y+3=0

(x=32-9+@r—-2%2-4+3=0
(x=3yP+(@-2y=
Dus r=+/10 en M(3, 2).
d(M,A) =2 =3P+ (1-22=1+1=42
d(4,¢)=10—+2

b dM,B)=+/(-1-32+(5-22=/16+9=+25=5
d(B,c)=5—/10

¢ dM,C)=(9-3)72+(4—-2)2=/36+4=+40=210
d(C,c)=2/10-/10= /10
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@ 2+y*-2x+4y=0
x2=2x+)’+4y=0
(x—12-1+@r+2)*-4=0
x—12?+@+2)2=5
Dus 7 =/5 en M(1, -2).
d(M,A) = &= 12+ (027 = 37+ 22 =13
d(4,c) =13 —/5=1,369...
De lijn / gaat door A4 en staat loodrecht op .
Lox—4y=e _ B
door 4(4, 0) } e=6-4-4-0=24
Dus [: 6x — 4y =24, ofwel [: 3x — 2y = 12.
[ snijden met k geeft

3x—2y=12 3 9x — 6y =36
4x+6y=29 |1 4x+6y=29+
13x =65
=3 }3-5—2))—
3x—2y=12 15— 2y =
#zy:ﬁ
y=1
Dus S(5,11).

d(A,T) = d(4,8) =[5 — 4+ (1} — 0 = [1 + 2} = \[F =113 = 1,802...

Dus 4 ligt dichter bij ¢ dan bij £.

@ *>+)*-8x+a=0
=8+’ +a=0
(x—42-16+y*+a=0
x—42+3y’=16—a
Dus ¢ heeft middelpunt M(4, 0) en straal » = /16 — a.

De lijn / gaat door M staat loodrecht op &, dus /:x — 2y =c.

Lx—2y=c PN
doorM(4,0)} E=h— 2 =4
Dus I:x — 2y =4.
[ snijden met k geeft
2x+y=18 |2 4x + 2y =36
{x—2y=4 ‘1 geeft{ x—2y=4+
S5x =40
x=8 }
_ 2:8+y=18
Z+y=18] 164+,=18
y=2
Dus S(8, 2).
A, K) = d(M, ) = 8= AV 2~ 07 = A7+ 22 = /20
V20=1/16-a
20=16—a
a=-4

@ De cirkel heeft straal 1 en middelpunt O(0, 0).

Bladzijde 165
@ ax-52+r@p+1)2=4
2—=10x+25+)>+2y+1=4
xW2+y?—10x+2y+22=0
b (x—4)?%+@H-3)2=1
x2—-8x+16+)2—6y+9=1
x+3y2—8x—6y+24=0
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¢ (x—20)P+(y-3L)y =16
XE=S5x+6k+y*—Ty+12 =16
x2+y2=5x—Ty+2;=0

d x—1)2+(@x—-2)?%=9
¥=2x+1+y*—4y+4=9
X2 +)2=2x—4y—-4=0
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@ a x=-3+./10cos(f) A y=-4+/10sin(F)
b x*+y?—4x—10y+13=0
X —4x+y?-10y+13=0
(x—2P2-4+(@—5%-25+13=0
(x—=2+@y-5?%=16
Dus x =2 +4cos(t) A y =15+ 4sin(f).
e X2+3)2+2y=0
?+@+1)2-1=0
¥*+@y+1)r=1
Dus x =cos(t) A y=-1+sin(?).

@ Een pv van ¢, is x =3 + Scos(f) A y =4+ 5sin(r).
Het midden Q van P(3 + 5cos(f),4 + Ssin(f)) en A(-5,2) is

Q( 3+ 5cos(f) +-5 4+ 5sin(r) +2

2 ’ 2
Dus Q ligt op de cirkel (x + 1)2+ (y — 3)> = 6}
A2+ 1+)2—6y+9=6%
24y +2x—6y+33=0
Dusc21x2+y2+2x—6y+3%=0.

) - (~1 +2Lcos(s),3 + 2%sin(t)).

D a x?+y*—12x—4y+30=0
x*=12x +y?~4y+30=0
(x—=6)2—36+(—2>—4+30=0
x—6P+(@—-2)Y=10
¢, met middelpunt M(6,2) en r = \/10.

d(M, A) = (2= 6)2 + (0 — 2)2 = /16 + 4 = \[20 > r, dus 4 ligt buiten de cirkel.

d(M,B)=~[(T=6)>+ (5 —2)? =1+ 9 = /10 =r, dus B ligt op de cirkel.

d(M, C)=+J(8 = 6)2+ (1 —2)2=+/4+ 1=1/5<r, dus C ligt binnen de cirkel.
b Eenpvvanc, isx =6+ 10cos(®) Ay =2+ /10sin(¥).

Het midden van P(6 + /10 cos(?), 2 + /10sin(#)) en 4(2,0) is

6 ++/10cos(f) +2 2+ /10sin(r) + 0
0 2 ’ 2
Het midden van P(6 + /10 cos(f), 2 + /10sin(¢)) en B(7,5) is

) = (4 +1/10cos(r), 1 +1/10sin()).

6++/10 H+7 2++10sin(H) +5
R( ré‘”” : F; = )=(6%+%Jﬁcos(t>, 34 +4y/T0sin(®).
Het midden van Q en R is
S(4+% 10cos(f) + 65 +3/10cos(?) 1+3+/10sin() +35 +3 10sin(t)):
2 > 2

(5% +1/10cos(p), 2L +1/10sin(?)).

Dus S ligt op de cirkel (x — 51 + (y — 25)* =21
x2 = 105x +275% +)* — 45y + 57¢ =23
X2+ = 105x — 43y +30§ =0

Dus ¢y: x* + 3% — 103x — 43y + 305 = 0.

8.4 Raaklijnen en snijpunten bij cirkels

Bladzijde 167

_9)2 12 =
@ag(sgﬂy D 10}(5—2)2+(2-1)2=10
’ 32+12=10
10=10

Dus 4 ligtop c.
_2-1

b1rc,—~#—5_2 3
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¢k staat loodrecht op / geeft 5 - rc, =-1,dusrc, =-3.

k:y:—3x+b}

-3:5+bh=2

door A(5,2) 15+ b=2
b=17

Dus k:y=-3x+ 17.

Bladzijde 168
@ a Stell:y=ax+b.
1

ndoorMeanetrc”=ﬁ:2,dusazrclz-i.

1
y=-yxtb }—l-2+b:—1
_ 2
door B(2,-1) +b=-1

b=0

Dus I: y =-1x.
b De lijn g gaat door M en staat loodrecht op 7: y = 2x, dus rc,, = =

q:y=-%x+b}_l. _
door M(3, 1) _21%121’:11
b=2%
Dusq:y=—%x+2%.
r en g snijden geeft 2x =-3x + 21
25x=2;
x=1
x=1geefty=2-1=2,dus £(1,2).
d(M,E)=~J(3 =12+ (1 —2)2=+/4+1=1/5=r, dus E ligt op de cirkel.
Dus de lijn r: y = 2x raakt de cirkel.
¢ Snijden met de x-as, dus y = 0 geeft (x —3)2+(0—1)>=5
(x—32+1=5
(x—3)*=4
x—3=2vx—-3=-2
x=5vx=1

Dus C(1,0) en D(5, 0).
Stel p: y=ax + b.

q door M en Cmetre, =_——=
y=-2x+b }

-2:-1+b=0
door C(1,0) ek

b=2
Dus p: y=-2x+ 2.

, dus Ic, = 9

(O8]

I
—

B |—

@ a De richtingshoek van £ is a.
tan(a) = geefta = 26,56...°
De richtingshoek van / is j5.
tan(f) = -5 geeft f =-26,56...°
o—f=26,56...°—-26,56...° = 53,1°, dus de hoek tussen k en / is 53,1°.
b k snijden met / geeft 3x +2 =-1x

x=—2 _ 1. ~_
y=-%X}y_ 221

Dus S(-2, 1).
A 5
¢ MS=x,,—xg=3—-2=5en AM=/5 geeft sin(LMSA)=%=§.

Dit geeft £ MSA = 26,56...° en ook hieruit volgt dat de hoek tussen & en / gelijk is aan 53,1°.
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@ a x=3geeft32+)?—12-3+11=0
9+3y2-36+11=0
=16
y=4dvy=-4

¥,> yp, dus A(3, 4) en B(3, -4).
¥?+y?—12x+11=0

W= 12x+y*+11=0
(x—6)2—-36+32+11=0
(x— 62 +y*=25

Dus M(6, 0) en r= 5.

Stel k: y=ax + b.
mdoorMenAmetrcm=%=—1%,dusrck=;’{.
3
y:Zx+b }1.3+b—4
2 =
door A(3,4) 2};+b=4
b=13

Dus k:y =3x + 13.

Stell: y=ax+b.

n door M en B metrc, =—“—06:_; =13, dusrc, =3,
3
y=“2x+b }_1.3+b——4
_ 4 =
door B(3,-4) 2k 4b=-4
b=-13

Dus y=-3x—12.
b De richtingshoek van £ is a.

tan(a) = 2 geeft a = 36,86...°

Dus de hoek tussen ken /is 2-36,86...° = 74°,
c y

De raaklijnen door O raken de cirkel in de punten Cen D.

In AOMC is £C=90°, OM=6en MC=>5.

sin(£ MOC) =2 geeft L MOC = 56,442...°
£ZDOC=2-LMOC=2-56,44..°=112,88...°

De hoek tussen de raaklijnen door O is 180° — 112,88...° = 67°.
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@ a 2+y?—4x+2y—-12=0

¥—dp+ 24+ 2y —12=0

x—=22-4+@+1)*-1-12=0

G—2P+lp+ 1R=17

Dus M(2,-1) en r=+/17.

¢ snijden met de x-as, dus y = 0 geeft x> —4x—12=0
x+2)x—6)=0
x=-2vx=6

Dus 4(-2, 0) en B(6, 0).

n door Men A metrc, = % =4, dusrc, = 4.
tan(a) = 4 geeft a = 75,96...°
p door Men C met Ic, = ;%f= -4,dusrc,, = i.

tan(f) = ; geeft f=14,03..°
a—f=7596..°—14,03..° = 62°
Dus de hoek tussen de lijnen k en m is 62°.

b qdoorMeanetrcq:_;%6()=4l,dusrc,=—4.
LLy=-4x+b }

-4-6+b=0
door (6, 0) A+ b=0

b=24
Dus /: y =-4x + 24.

m:y=}1—x+b}

doorc(1,3) (4 116=3

+b=3
=2

[SEE N

3

4

D =1 3
us m:y = ;x +23.

[ en m snijden geeft ;x + 25 = -4x + 24

dix =213
x=5 _ . _
y:_4x+24}y— 4-5+24=4
Dus S(5, 4).
¢ d(S,c)=dS,M)—r=~J(5-2P2+{@—-172—17=9+25-17=-34 - 17
Bladzijde 169
2 2 _ -
@ a ;c):+xy_110x+15 0} 24 (= 1) =105+ 1520

¥+ —2+1—10x+15=0
2x2—=12x+16=0
x> —6x+8=0
b x2—6x+8=0
x=-2)x—4)=0
x=2vx=4
x=2geefty=2-1=1
x=4geefty=4—-1=3
Dus de snijpunten zijn (2, 1) en (4, 3).
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Bladzijde 170
@ m loodrecht op y = 4x + ¢, geeftrc,, = 1.

1

my=-;x+b ligip=1
4

door M(5,1) L+b=1
b=2;

Dus m:y =-5x +2%.

Substitutie van y =-1x + 2% in (x = 5)2 + (y — 1)> = 17 geeft
(x—52+ (Lx+2L—17=17

Voer in y, = (x —5)2+ (-3x + 11 )2 eny, = 17.

Intersect geeftx=1enx=9.

x=1lgeefty=-+-1+2L=2

x=9geefty=-5-9+2:=0

Dus A(1, 2) en B(9, 0).

y=dxtq } _
) 4-1+¢g=2
door A(1,2) 4tg=2

qg=-2

y=dxtq } _
4-9+g=0
door B(9,0) 36+g=0
qg=-36
Dusg=-2 v g=-36.

Bladzijde 171
@ a Substitutie van y=x + 1 in x2 + 2 — 10x — 2y + 9 = 0 geeft

2+ E+1)2=10x~-2(x+1)+9=0
X2Hx2+2+1-10x—2x—-2+9=0
2x>—10x+8=0
xX2—5x+4=0
x—Dx-4)=0
x=1vx=4
x=1geefty=1+1=2
x=4geefty=4+1=5
De snijpunten zijn (1, 2) en (4, 5).

b x+y=6geefty=6—x
Substitutie van y = 6 — x in x? +? = 26 geeft
¥+ (6—x)?=26
x?2+36-12x+x2-26=0
2x2-12x+10=0
x*—6x+5=0
x-Dx-5=0
x=1lvx=5
x=1geefty=6-1=5
x=5geefty=6-5=1
De snijpunten zijn (1, 5) en (5, 1).

¢ Substitutie vanx=¢+1eny=2¢+11inx?+y? ~ 8x — 4y + 10 = 0 geeft
E+1P+ @+ 12 -8+ D) —42t+1H)+10=0
P+2t+1+42+41+1-8-8-8—4+10=0
572 —-10t=0
5Ht—2)=0
t=0vi=2
t=0geeftx=0+1=1leny=2-0+1=1
t=2geeftx=2+1=3eny=2-2+1=5
Dus de snijpunten zijn (1, 1) en (3, 5).
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@ a

2x =3y +4=0 geeft 2x =3y — 4 ofwel x = 1y — 2.
Substitutie van x = l%y =2in(x—6)?+(y— 1) =26 geeft
(ly—2-6)+@—12=26

(1zy—=8)*+ (= 1) =26

Voer in y, = (13x — 8)* + (x — 1) en y, = 26.

Intersect geeft x =2 en x = 6.

Dusy=2eny=6.

y=2geeftx=13-2-2=1

y=6geeftx=15-6—-2=7

De snijpunten zijn (1, 2) en (7, 6).

3x +4y=19
4y=-3x+19
y=—%x+4%

Substitutie van y = -3x + 43 in x2 +? — dx + 6y — 12 = 0 geeft
2+ (Bx+ a2 —dxt+6(E3x+43) - 12=0

Voer in y, =x?+ (3x +42)* —dx + 6(-3x + 43) — 12.
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 5.
x=5geeﬂy=—f—1-5+4%:1

Het gemeenschappelijke punt is (5, 1).

Substitutie van y = 2x in (x — 3)? + (y — 1)> = 9 geeft
(x—3P2+2x—1)2=9

Voerin y, =(x—3)*+(2x—1)2eny,=9.

Intersect geeft x = 0,105... en x = 1,894...

x=0,105... geefty=2-0,105... = 0,211...
x=1,894...geeft y=2 - 1,894... = 3,788...

De snijpunten zijn (0,11; 0,21) en (1,89; 3,79).

Substitutie van y = ax + 1 in x2 + y2 — 10x — 2y + 6 = 0 geeft
=l =0r=2(ax=1)"=6=0

2+ a?x?+2ax+1-10x—2ax—2+6=0
(1+a»)x®>—-10x+5=0
D=(-102—4-(1 +a?)-5 =100 — 20 — 2042 = 80 — 20>

= + =
)lz):agxo _12r(?jzktc als D=0 } 80 — 2042 = 0
-20a =-80
at=4

a=2va=-2

b Geen gemeenschappelijke punten als D < 0, dus als 80 — 20a? < 0

Cc

-20a? <-80
a’>4
a<-2va>2
Twee snijpunten als D > 0, dus als 80 —20a%> 0
-20a* > -80
a*<4
-2<a<2
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@ a Substitutie van y =1x + b in x> +3? — 10x — 2y + 6 = 0 geeft

2+ (Sx+by - 10x-2(3x+b) +6=0
2+ +bx+ b2~ 10x—x—-2b+6=0
L+ (h—11Dx+b2-2b+6=0

y=4x+ braaktcals D=0 }

— 2 4.1 .¢p2 — =
D=(b— 11y —4-11-(p?—2+6)f G I =4 Ty (0720 +6) =0

b*—22b+121 =52+ 10b-30=0
-4p> - 12b+91 =0
D=(-12)?-4--4-91 =1600

12 - 40 12 +40
h=-""""2 v p=—t

b Geen gemeenschappelijke punten met ¢ als D < 0, dus als -45% — 125 + 91 <0.

& 51
D

Dus b <-65vb> 35,
¢ Twee snijpunten als D > 0, dus als -46%> — 125+ 91 > 0.

Dus -6 <b <31,

® a Hetmidden M van het lijnstuk 4B is M(3(-1+7),1(3 +-1)) = M(3,1).

F=dd, M) =JB =17+ (1 =372 = /16 + 4 = 20 en M3, 1) geeft
c:(x—3%+@y—1)2=20

x2—6x+9+y?2—2y+1-20=0

x?+y?-6x—2y—10=0
Substitutie van y =-2x + p in x? + 32 — 6x — 2y — 10 = 0 geeft
w2+ (2x+p)—6x—2(-2x+p)—10=0
x> +4x? —4px+p?—6x+4x—2p—10=0
Sx2+ (-4p— Dx+ pt—2p—10=0
y=-2x+praaktcals D=0 }
D=(-4p—2)2—4-5-(p2—2p— 10)

(-4p =22 —4-5-(p*—2p— 10)=0
16p* + 16p +4 —20p? +40p + 200 =0
~4p? + 56p + 204 =0
p>—14p-51=0

(p+3Xp-17)=0

p=-3vp=17
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b Substitutie van y = gx — 5 in x2 + 32 — 6x — 2y — 10 = 0 geeft
X+ (gx—58)—6x—2(qgx—54) —10=0
x2+ g2 —11gx +30; —6x—2gx+11—-10=0
(A +g)x?+(-13g—6)x +315 =0
Geen punten gemeenschappelijk als D <0 }

e - .y 0, o 1
D:(_Bq_6)2_4.(1Jrq2).31}T (-13¢g—6)*—4-(1+4% 313 <0

1692 + 156q + 36 — 125 — 12542 < 0

2 -
442+ 1564 — 89 = 0 44g"+ 1569 - 89<0

D=156%—4-44--89 =40000

_-156+200 ,  -156-200
A
<3 e

4442 +156q — 89 < 0 geeft-455 < g <1

8.5 Meetkunde met GeoGebra

Bladzijde 173
@
b *
¢ De baan is een rechte lijn.
d r=-10geeft (2--10— 1,3 —-10) ofwel (-21, 13).

t=10 geeft (2-10—1,3 — 10) ofwel (19, -7).
Dus 4 beweegt tussen (=21, 13) en (19, -7).

Bladzijde 174
@ a ky=-0,75x+3,25 of k:4,5x+6y=19,5
b Ly=-2x+9 of [.6,6x+3,3y=29,7

D2
b *
@2
b *
D
b %
c *
d ES
Bladzijde 176
@D a d4,k)=2,24
b d(B,c)~ 4,47
¢ dO,m)=3,16
d dO,n)=24

@ d(4,k)=3,16 en d(4,])~2,83.
Dus 4 ligt dichter bij / dan bjj £.

Bladzijde 177

@D a d4,c)=3,83
b d(C,c)=0,59
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@ a Teken lijnstuk AC.
AC snijdt ¢, en ¢, in de punten F en F.
d(c,,c,) = d(E,F)=~ 1,61
b In AABCis AC=[32+22=/13
EF=AC—r —r,=13-1-1=13-2
¢ d(c,,BD)= 0,66

Diagnostische toets

Bladzijde 178
1 ] kz/l/ll dus = p=>
Pepe T ptl ~(3-p)
p _PTS5
p+1l -3+p

p-3+tp)=(p+Dp-3)
SBptpt=p*—4p-5
p=-5
vold.
Dus voor p =-5 en g kan elk getal van R zijn.
b p=-5geeftk,;-5x—10y=2enl, :-4x -8y =gq.
-5 -10 2 .
Voor samenvallen geld 4" 8 g en dit geeft -5¢ =-8, dus ¢
Dus voorp=-5eng= 1%.

e (2, 7) invullen in x =3¢ — 6p en y = -2t + p geeft

3t—6p=2]2 6t—12p = 4

{—2t+p=7 3 geeﬂ{~6r+ 3p=21,
“9p =25
p=-24

e a k:1x7+33_}:1geeftk:3x+py=3p

b A(3,6)opk,dus3:-3+p-6=3p
9+6p=3p
3p=-9
p=-3
3 P _3:5_ 4
¢ k/lm geeft L dusp= ;" 73.
@ 2 y=4x+2,dusrc, =4
tan(a) = 4 geefta = 75,96...°
y=-1x+6,dusrtc;=-1.
tan(B) = -1 geeftf=-26,56...°
a—f="17596..°—-26,56..°=102,52...°
Dus de gevraagde hoek is 180° — 102,52...° = 77,5°.
_2-0_,
b rc,= 0_3 2
tan(q) = % geefta =33,69...°
_5-0_
rcn - 0—2 - 22
tan(f) = -2 geeftf=-68,19...°
a—f=33,69..°—-68,19..°=101,88...°
Dus de gevraagde hoek is 180° — 101,88...° = 78,1°.
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¢ 2x+3y==6geeft3y=-2x+6
y=-%x+2,dus rc,=-3
tan(a) = -2 geefta =-33,69...°
y=8x—6,dusrc, =8
tan(f) = 8 geeft f = 82,87...°
p—a=82,.87..°--33,69..°=116,56...°
Dus de gevraagde hoek is 180° — 116,56...° = 63,4°.

© 2 d4,B)=J3-2p2+(p+1 —02=\9-12p+4p* +p>+ 2p+ 1 =/5p2— 10p + 10
b d(4,B)=>5 geeft \/5p> - 10p +10=5
kwadrateren geeft
5p— 10p+10=25
5p2—=10p—15=0

P—2p—3=0
@+DE-3)=0
p=-1lvp=3
d(A, B)
5
\ |
i |
i i
| |
| |
| |
| I
| I
| I
| i
| I
' !
-1 0 3 R

d(4,B) <5 geeft-1<p<3
1 Sp—35
d(4,B) = d(p) =/5p* — 10p + 10 geeft d'(p) = (10p—10) = ————
¢ dd,B)=d(p)=3p*~10p+ 10 geelt d'p) = 7= 5= ==+ (100~ 10) 5p7— 10p + 10
d'(p)=0geeft5p—5=0,dusp=1.
d(A, B)

I
I
I
I
|
(0] 1 a

De minimale afstand is d(1) =+/5-12—10-1+ 10 =/5.

d Het midden van het lijnstuk 4B is M(3(2p +3),5(0 + p + 1) ofwel M(p + 11, 1p + 1),

Mopx+y=6geeftp+13+ip+1=6
lip=4
p=2
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G a Stelk:y=ax+b.

kJ_f,_ciusrck-rcE—l} re, -+ =-1

1
3
¢, =3
y=3x+b } B
3:2+b6=3
door4(2,3) 6+b=3
b=-3

Dus k:y=3x — 3.

b mLn,dusm:2x—3y=c.
2x—3y=c Cmn o aA
doorB(Z,—4)}c_22 3--4=16
Dus m: 2x — 3y = 16.

¢ Stelp:y=ax+b.

plg,dusre, rc,=-1
e 2470 re, -13y=-1
9 0-3 3 rc,=3
y——x+b
door C(-2,6) [ 2 TP=6
~11+b=6
b=T;

Dus piy=3x+7;.

0 a De lijn m staat loodrecht op & en gaat door A(6, -1).
rc, =2, dusrc, =3

1
m:y:_5x+b}~l'6+b~—1
_ 2 =
door A(6,-1) 34b=-1

b=2
Dusm:y= —%x+ 2.
m snijden met k geeft 2x —3 =-1x +2

Het snijpunt is S(2, 1).
dA,K) =d4,8) =2 - 62+ (1 —-12=16+4=20=2\5
b Stelly=ax+b.
5-1_4_,
-2-2 -4

ny=-x+b| _ _
door C(2, 1) } b2:3b !

Dus /iy =-x+3.
[1ln,dusrc,=1.
y=x+b

doorB(3,5)}

a=

3+b=5

b=2
Dusn:y=x-+2.

nsnijden met / geeft x +2=-x+3
2x=1

1
x=1
y= x+2} %+2:2%

Dus het snijpunt is 7' (5, 25).

dB, ) =dB,T)=\[(5 -3+ (2 — 5 = Joi + 61 = 12} =[5 = 7

%
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Bladzijde 179

s

ci(x— 8?2+ (y—2)2=25

b De straal is gelijk aan d(4, B), dus r = /(8 = 2)> + (2 —-3)> = /36 + 25 = \/61

Dus ¢,: (x —2)>+ (y +3)>=61.

De cirkel heeft middelpunt 4 en raakt de y-as, dus r=x, = 2.

Dus ¢y: (x —2)2 + (y +3)>=4.

Het middelpunt M van c, is het midden van het hjnstuk AB, dus M( (2+ 8) 1(-3+2)) = M(5,-1).
De straal van c, is de helft van d(4, B), dus » = 3./61.

ci(x— 52+ (y+1)=1-61

cp(x=5)2+ (y+1)y= 153—‘

De lijn / staat loodrecht op k en gaat door B.

rc, =3, dusrc, = -3

I
y=-3x+b }l-8+b=2
3
door B(8,2) *2% +bh=2

b=45
Dus /:y =-3x + 42,

I snijden met k geeft 3x — 6 =-3x + 43
33x =105

y=3x—
Het snijpunt is S(3%, 33).

De straal van cs is d(B, S) = \/(3% — 8+ (32 —2P= \/52756 T8 \/g \/g

s (x = 8)* + (y —2)2 =252

x2+3y?—6x+8 —11=0
—6x+y2+8y—11=0

(=32 =9+ (+4)2—16-11=0

(x=3y+(@p+4)2=36

Dus het middelpunt is (3, -4) en de straal is 6.

x2+32+3x—=Ty=0

¥+ 3x+y?=Ty=0

(4 1P =24 + (=302~ 124 =0

(s 13+ (=397 14)

29
Dus het middelpunt is (- 11,31) en de straal is | /141 \/7

o

Sl

x?+y?—16x+8—1=0

¥ 16x+ )2+ 8p—1=0

(x— 8P —64+(y+4)2—16—1=0

(x—8)?+(y+4)2=81

Dus M(8,-4)enr=29.

d(M,A) =~/(3 — 8)? + (-4 —-4)> = \[25 + 0 =5 <, dus 4 ligt binnen cirkel c,.

d(M,B) =2 — 8)*+ (5 —-4)?=/36 + 81 =/117 =313
d(B,c,)=d(M,B) —r=313 -9
d(M,C)=~J(3 — 82+ (4 —-4)2 =25 + 64 = /89
d(C,c,) =d(M,C)—r=+/89—9
Een pv van ¢, is x =8 + 9cos(?) A y =-4 + 9sin(z).
Het midden Q van P(8 + 9cos(?),-4 + 9sin(?)) en A(3,-4) is
8 +9cos(f) +3  — 4+ 9sin(f) +-4
e
Dus Q ligt op de cirkel (x — 51 + (y + 4)2 = 205
X2 = 11x + 30} +32 + 8y + 16 =204
x?2+)2—1lx+8y+26=0
Dus ¢,: x* +32 — 11x + 8y + 26 = 0.

) = (5} + 4kcos(1),-4 + 4lsin(r)).
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@ a 2+)2+14x—4y+43=0
x*+14x+y? -4y +43=0
(x+7)2=49+(y—2)2—-4+43=0
x+72+(y-2)2=10
Cirkel met middelpunt M(-7, 2) en » = +/10.

Invullen van x =-8 in ¢ geeft (-8 + 7)* + (y —2)* =10

1+@-2P2=10
r—-27=9
y—2=3vy—2=-3
y=5vy=-1
Dus 4(-8,5) en B(-8, -1).
m door Men A metrc,, = _;:%7 =-3.
kLm,dusrc, =1
k:y=%x+b } 1
3--8+b=35
_ 3
door A(-8,5) —2%+b:=5
b=T5
Dus k: y = 1x + 73.
n door M en B met rcn=:8l___27=3.

=_1
[Ln,dusrc,=-3.

Ly=-x+b } 1
4. 84+pH=-1
Q. 3
door B(-8,-1) 2%+b=—1
b=-3%

Dus /; y=-jx — 33.

b y=1ix+7% dusrc, =1

tan(a)) =+, dus o = 18,43...°

y= —%x - 3%, dusrc, = —%.
tan(f) = -3, dus f =-18,43..°

a—f=1843...°—-1843..°=37°
De gevraagde hoek is 37°.
¢ ken [snijden geeft 1x + 73 = -1x — 33

tx=-115
x=-17
x=-17 geefty =1--17 + 75 =2, dus S(-17,2).

d(S,¢) = d(S, M) —r =17 =77+ (2 =27 = 10=10 - /10

d dM,0)=J-T)2+22=1/53 enr=/10. y
10
In AOEM is sin(£ MOE) = ~—
n is sin{ E) 53 .
£ MOE =2574...° £

Vanwege symmetrie is £ MOF = £/ MOE =25,74...°,
dus de hoek tussen de raaklijnen is 2 - 25,74...° = 51°.
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@D a-1)2+@p-22=5
P—2x+1+9P2—4p+4=5
X2+y?—-2x—4y=0
y =-2x + p substitueren in x? + y? — 2x — 4y = 0 geeft
2+ (2x+p)?—2x—4(-2x+p)=0
¥ +4x?—4px+p?—2x+8x—4p=0
5x2+ (-4p+6)x +p*—4p=0
D=(-4p+6)*—4-5-(p*> —4p) = 16p> — 48p + 36 — 20p*> + 80p = -4p> + 32p + 36
Voor raken geldt D=0, dus -4p> +32p +36=0

p*—8-9=0
@P+DE-9=0
p=-1lvp=9

Dusp=-1vp=09.

b y=21x+ g substitueren in x2 + y? — 2x — 4y = 0 geeft x? + (%x+q)2—2x—4(%x+q) =0
X+ +gr+q*—2x—2x—4g=0
1P +lg— A+ g2 —4g=0

D=(q—4P—4-13-(¢*—49)=q¢*>— 8¢ + 16 — 5¢* + 20q = -4¢> + 12¢ + 16
Twee snijpunten, dus D > 0.
D=0 geeft-4¢>+ 12g+16=0

?-3¢-4=0

(gt1)(g—4)=0
qg=-1vg=4

o\

D >0 geeft-1<g<4.
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Wiskunde Olympiade

2009
A-vragen

Bladzijde 182

o 60% van 25 is 15, 70% van 30 is 21 en 80% van 45 is 36.
Ze had dus in totaal 15 + 21 + 36 = 72 vragen goed van de 100, dus 72%.
Dus antwoord C is het goede antwoord.

e We kijken hoeveel van de getallen cijfersom 1, 2, ... hebben. Er is 1 getal met som 1 (namelijk 10),
er zijn er 2 met som 2 (namelijk 20 en 11), ... 9 met som 9 (namelijk 90, 81, ..., 18), ook 9 met
som 10 (namelijk 91,82, ..., 19), ... tot en met 1 met som 18 (namelijk 99). Zie de tabel hieronder.

som: |1 |2]314[5|6|7|8|9]10]11 (1213 |14 |15|16|17]|]18
aantal: [ 112345167899 |87 16|54 |3]2]1

De som is een kwadraat (dus 1, 4, 9 of 16) voor 1 +4 + 9 + 3 =17 van de 90 getallen.
Dus antwoord E is het goede antwoord.

e De tweede dobbelsteen geeft altijd een even getal en de derde dobbelsteen altijd een oneven getal. De vraag is dus
eigenlijk hoe groot de kans is dat de eerste dobbelsteen op een even getal valt.
Dat is in 2 van de 6 gevallen, dus met kans 2 =1.

Dus antwoord B is het goede antwoord.

o Als we a, b en ¢ in de bovenste drie vierkantjes plaatsen, is de vitkomst a +2b + c. a
De grootste uitkomst krijgen we door voor b en daarna voor a en ¢ zo groot mogelijke

b
getallen te nemen. b =9,a =8 en ¢ = 7 geeft uitkomst 33. \ / \ /

De kleinste uitkomst krijgen we juist door voor b en daarna voor a en ¢ zo klein

C

mogelijke getallen te nemen. b = 1,a =2 en ¢ = 3 geeft vitkomst 7. a+b b+c

Het verschil is 33 — 7 = 26.

Dus antwoord D is het goede antwoord. \ /
a+2b+c

e De diagonalen zijn 3 - 56 = 24 en 47 -56 = 32. De halve diagonalen zijn dus

12(=4-3) en 16 (=4-4). De ruit is dus 4 keer zo groot als de ruit in de figuur, die is 5 5
opgebouwd uit vier 3-4-5 driehoeken. 8
De zijde is dus in werkelijkheid 4 - 5 =20 en de omtrek 4 - 20 = 80. 4 u 4

Dus antwoord A is het goede antwoord.

G De tijd die Wouter over de eerste kilometer gedaan heeft, noemen we voor het gemak een ‘kwartier’;
dat is wellicht meer of minder dan 15 minuten, maar het zal er niet toe blijken te doen.
Stel de gevraagde afstand is x. Hij is dus al een ‘kwartier’ aan het lopen over die ene km. Doorlopen
kost hem dan x ‘kwartier’. Teruggaan naar huis en dan op de fiets kost eerst weer 1 ‘kwartier’ lopen en
+x

1 . i 1+x
dan kwartier’ fietsen; de fiets gaat immers 7 keer zo snel. Dan moet dus wel x =1 + —7—, dus

7x =7+ (1 +x) ofwel 6x = 8. Conclusie: x =% =2

Dus antwoord E is het goede antwoord.
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Bladzijde 183

0 In AABC is £A de helft van 60°, dus 30°. Verder is £ C recht, dus AABC
is een 30-60-90 driehoek met BC = 1. Het is dus de helft van een gelijkzijdige
driehoek met lengte van de zijden 2: 4B = 2. Hieruit volgt dat AC = /22— 12 = V3.

Dus de gevraagde lengte is \/3 + 1 + /3 =1 + 24/3.
Dus antwoord D is het goede antwoord.

J3 c

e Stel dat het getal » bestaande uit de cijfers a, b, ¢ en d (n = 1000a + 1005 + 10c + d) voldoet, dus
deelbaar is door 44. Het is dan zeker deelbaar door 11. Omdat
m=1001a+99b + 11c=11(91a + 9b + ¢) ook een 11-voud is, moet m — n dat ook zijn, dus
m—n=a—b+c—dmoet een 11-voud zijn. Maar dit is maximaal de twee hoogste min de twee
laagste (dus 13 — 7 = 6) en minimaal -6, dus het moet wel 0 zijn. Dus a + ¢ = b + d. En omdat de
cijfers samen 20 zijn, geldt dus a + ¢ = b + d = 10. Stel d= 4, dan b = 6 en we krijgen 3674 en 7634
die echter beide niet voldoen (want 74 en 34 zijn niet deelbaar door 4). Stel =6, dan b =4 en we
krijgen 3476 en 7436 die allebei juist wel voldoen. Andere opties voor d zijn er niet, want d moet
even zijn. Dat zijn in totaal 2 oplossingen.
Dus antwoord A is het goede antwoord.

B-vragen

o We kunnen de figuur van 1012 vierkantjes als volgt opgebouwd denken. Eerst linksboven één
vierkantje, dan twee L-vormige stukjes, één van drie vierkantjes (met één grijs vierkantje) en één
van vijf vierkantjes (alle vijf grijs) daaromheen. Dan weer twee L-vormige stukjes, één van zeven
vierkantjes (waarvan één grijs) en één van negen vierkantjes (alle negen grijs), en zo verder. Van de
laatste twee L-vormige stukjes bestaat het eerste uit 199 vierkantjes (waarvan één grijs) en het tweede
uit 201 vierkantjes (allemaal grijs). In totaal bekijken we 50 maal twee L-vormige stukjes.
Het aantal grijze vierkantjes dat we tellen is
I+(A+5)+A+9)+(A+13)+..+(1+201)=1+(6+ 10+ 14+..+202)=1+1-50-(6+202) = 5201.

© 9° =729;99% = 970299; 9993 = 997002999. Het lijkt erop dat in het algemeen de derde macht van
het getal 7 bestaande uit &k negens er als volgt uit ziet: eerst k— 1 negens; dan een 7; dan k — 1
nullen; dan een 2; en ten slotte k£ negens. Om dat te bewijzen, schrijven we  als 10k — 1. Inderdaad:
(10k—1)>=10%—3-10%+3-10F — 1 = 10%§(10% — 3) + (3 - 10* — 1). Het getal 10* — 3 kun je
uitschrijven als 999 . .. 997 met &k — 1 negens. Vermenigvuldigd met 10% levert dat een getal met 2k
nullen op het eind. Als we daar 3 - 10* — 1 bij optellen, worden de laatste & + 1 nullen vervangen door
2999 ... 999 met k negens. In totaal gaat het dan dus om (k — 1) + k negens; voor k= 2009 zijn dat
er 4017.

e We kunnen volstaan met het bekijken van een kwart van de tegel: AABC. B a
De oppervlakte van APQR is de helft van die van AA4BC. De driehoeken
zijn gelijkvormig, dus corresponderende zijden verhouden zich als

1:4/2,dus OR:BC=1:+/2.
In ABQQ' is BQ'? + BO? = 12
2:-BO%=1
BOp?=1
BO= ;=32 <
Stel OR = x en je krijgt x + /2 = /2 - x, dus x(\/§— 1) = /2 ofwel
_ 22 el 22D 2442, s y
V2-1 \2-1 2+1 (\2)2-12 2-1 ' 15

Dus BC=x+/2=2+22. e

Nl—
~

—
AN

140 Wiskunde Olympiade © Noordhoff Uitgevers bv



0a+b+c=18geeftb+c=18—a
2424 2
atbire 756}b2+2bc+c2:756+bc

a’=bc 5 )
ébjc"i 1‘87_5?" } (18 — a)2 =756 + a2

324 —36a +a? =756 + a*
-36a=-432
a=-12

a=-12 geeft b+ ¢ =30 en bc = 144.

Zi}é‘i} c(30~c) =144

¢>—30c+144=0

(c—24)c—-6)=0

c=24 v ¢c=6
c=06geeft b=24 en c =24 geeft b=6.
Dus (a,b,¢) = (-12,24,6) of (a,b,c) = (-12,6,24).

2010

A-vragen

Bladzijde 184

o Twee cirkels snijden elkaar in hoogstens twee punten, een cirkel en een
lijn snijden elkaar in hoogstens twee punten en twee lijnen snijden
elkaar in hoogstens één punt.
Er kunnen dus niet meer dan 6 + 6 + 6 + 1 = 19 snijpunten zijn.
Dat dit aantal ook kan voorkomen, zie je hiernaast.
Dus antwoord D is het goede antwoord.

9 De mogelijke eindscores zijn precies de oneven getallen -21,-19, ..., 19, 21,
Dat alleen oneven scores mogelijk zijn zie je als volgt.
Alle opgaven goed levert een score van 21 op.
Voor iedere fout beantwoorde vraag gaat er een even aantal punten van deze 21 punten af, zodat de
score oneven blijft.
Dat alle oneven scores tussen -21 en 21 ook mogelijk zijn, zie je als volgt.
Door geen of precies één opgave fout te beantwoorden, kun je scores 21, 19, 17, 15, 13, 11 en 9
halen. Fout beantwoorden van vraag 6 en een van de eerste vier opgaven levert 7, 5, 3 of 1 punt op.
Door juist één opgave goed te maken of alleen opgave 6 en een van de eerste vier opgaven, krijg je
scores -21,-19, ... -1.
Dus antwoord B is het goede antwoord.

9 Verbind het middelpunt M met 4, C en E. Verbind ook C met E.

A
Zo wordt de zeshoek in zes gelijke driehoeken verdeeld, waarvan
er 4 samen de vlieger vormen.
Dus antwoord B is het goede antwoord. B F

e Na drie ronden heeft iedereen 1 fiche verloren en zijn er 3 in de pot beland.
Na 123 ronden hebben de spelers respectievelijk 1, 2 en 3 fiches over en
zitten er 36 fiches in de pot. In de volgende ronde komt daar nog 1 fiche D
bij en eindigt het spel. Dus antwoord B is het goede antwoord.

e Het product van twee getallen die eindigen op een 1, eindigt zelf ook op een 1.
Omdat het laatste cijfer van 74 = 2401 gelijk is aan 1, geldt dat dus ook voor iedere macht van 74, In het bijzonder is
het laatste cijfer van ((((7°)%)*)*)? = (74)!# gelijk aan 1.
Dus antwoord A is het goede antwoord.

G Stel a = (\/f + 1)7 en b= (\/i - 1)7. Dan is de gegeven uitdrukking gelijk aan
(@a+ b2 —(a—b¥=4ab=4(2+1)7(y2-1)"=4((2+ D)({2-1))7=4-1"=4,

Dus antwoord B is het goede antwoord.
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Bladzijde 185
o Na 9 kilometer verspringt het tweede wieltje van rechts. Nadat deze negenmaal is versprongen, dus
na 9-9 kilometer, verspringt het derde wieltje van rechts.
Na 9-9-9 =729 kilometer verspringt het vierde wieltje van rechts.
Dus in de stand 002010 is het aantal afgelegde kilometers gelijk aan 2-729 + 1:9 = 1467.
Dus antwoord B is het goede antwoord.

e Van de 6 kortsten, is Piet de langste. Er zijn dus minstens 5 mensen korter dan Piet. Jan is de kortste
van de 6 langsten, dus zijn er minstens 5 mensen langer dan Jan. Jan kan daarom niet 21 posities
rechts van Piet staan, want dan zouden er van links naar rechts minstens 5+ 1 +20+ 1+ 5 =32
mensen naast elkaar staan. Alle andere posities zijn wel mogelijk.

Hier controleren we dit alleen voor antwoord C: Jan en Piet staan naast elkaar.

Nummer de mensen van klein naar groot van 1 tot en met 30. Zet nu personen 1, 2, 3,4 en 10 in een
rij en zet in elk van de andere rijen één van de personen 5, 6, 7, 8 en 9. De rest mag willekeurig
verdeeld worden over de resterende posities.

De kortsten van de rijen zijnnu 1, 5, 6, 7, 8, 9, dus Piet is nummer 9.

Jan is nummer 10, want van zijn rij is hij de langste en in alle andere rijen staat iemand met een
nummer groter dan 10.

Dus antwoord E is het goede antwoord.

B-vragen

o De buitenste vier lucifers vormen een parallellogram. De vier basishoeken van
de twee aangegeven gelijkbenige driehoeken zijn daarom allemaal gelijk,
zeg o en gelijk aan 180° minus de gevraagde hoek. De drie lucifers in het
midden vormen een gelijkzijdige driechoek (met hoeken van 60°).
De som van de hoeken van een driehoek is 180°, dus
(180° — @) +2(120° — a) = 180°. We vinden a = 80° zodat de gevraagde
hoek gelijk is aan 100°.

9 Dat 2216 bij deling door a rest 29 geeft, betekent precies dat 2216 — 29 = 2187 deelbaar is door a en
dat a groter is dan 29 (de rest is altijd kleiner dan de deler a).
De delers van 2187 = 37 die groter zijn dan 29 zijn 81, 243, 729 en 2187.
Er zijn dus 4 positieve getallen.

e Noem het middelpunt van de omgeschreven cirkel O, het raakpunt E
met de kleine cirkel £ en geef het midden van BC aan met M.
In AOMC is OC? = MC? + OM?.
Omdat OM = EM — OE = 11 — OC volgt hieruit dat A b
oc?= (1f + (1} - 0C) :
oC*=1+2t-3.0C+0C
3-0C=2;
OC:% M
B c

Dus de straal van de omgeschreven cirkel is 2.

e We nummeren de rijen van boven naar onder 0 tot en met 27 en de kolommen van links naar rechts 0
tot en met 36. Bekijk het vakje in rij 7 en kolom .
Het rode getal is hier 1 + k£ + 37r en het groene getal is 1 + » + 28k.
Deze twee getallen zijn aan elkaar gelijk precies als 1 + k+37r=1+r+ 28k
36r=27k
4r =73k
De oplossingen krijg je door voor r de drievouden 0, 3, ..., 27 te nemen en voor k de bijbehorende
viervouden 0, 4, ..., 36.
De bijbehorende gekleurde getallen zijn 1, 1 + 115, 1 +2-115, ..., 1+ 9-115.
Optellen van deze tien getallen geeft de uitkomst (1 + (1 +9-115))-5=5185.
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2011
A-vragen

Bladzijde 186

o Merk eerst op dat alle vakjes in de tweede rij en in de tweede
kolom wit gekleurd moeten zijn. We bekijken twee gevallen,
athankelijk van de kleur van het vakje linksboven,
Als dit vakje wit is, moeten de laatste twee vakjes in de eerste
rij en kolom zwart zijn. Dit legt de kleuring vast. Zie de bovenste
figuur.
Als dit vakje zwart is, moet in de eerste kolom en in de eerste rij
elk nog één vakje zwart gekleurd worden.
Voor elk van de 2-2 = 4 keuzes is er precies é¢én oplossing. Er is ‘

dan namelijk nog één rij en één kolom die een zwart vakje mist.
Het vakje in die rij en kolom moet dus zwart worden en de rest wit,
zie de onderste vier figuren.

Dus antwoord D is het goede antwoord. H:

9 Het jaartal van de gezochte datum begint met een cijfer dat 2 of hoger is.
We zoeken de eerste datum waarvan het jaartal met een 2 begint en alle acht de cijfers verschillend
zijn. Als die bestaat is het de gezochte datum.
Voor de maand vallen 11 (twee dezelfde cijfers) en 12 (cijfer 2 is al gebruikt in het jaartal) af.
De maand (01 t/m 10) bevat dus het cijfer 0. De dag begint daarom of met een 1 of een 3.
In het tweede geval is het de 31-ste, want de 0 is al bezet.
In beide gevallen zit de 1 in de dag. Nu de 0 en 1 al bezet zijn, is het kleinst mogelijke jaartal 2345.
De kleinst mogelijke maand die we dan nog kunnen kiezen is 06, ofwel juni, met als dag de 17e. We
zien dat de gevonden datum 17-06-2345 inderdaad met acht verschillende cijfers wordt geschreven.
Dus antwoord C is het goede antwoord.

e De zevenhoek kan worden opgedeeld in twee vierkanten en drie gelijkzijdige B A
driehoeken, allemaal met zijden van lengte 2.
We weten dat de oppervlakte van zo’n vierkant gelijk is aan 4. De hoogte van

c G
de gelijkzijdige driehoeken is /3, dus de oppervlakte van elke
driehoek is dan% 2++f3=1/3.
De totale oppervlakte van de zevenhoek is dus 2-4 + 3 - \/§ =8+ 3\/§ .
Dus antwoord B is het goede antwoord. D E
E

0 Aangezien de voorspelling van Bram fout was, heeft Bram minstens zes vragen goed.
De voorspelling van Aline was ook fout, zodat Bram hoogstens één vraag meer goed heeft dan
Aline. Aline heeft dus minstens vijf vragen goed. Omdat de voorspelling van Cas fout was, heeft hij
meer vragen goed dan Aline, dus minstens zes. Aline kan niet meer dan vijf vragen goed hebben.
Immers, dan zou Cas minstens zeven vragen goed hebben en zijn er in totaal minstens 6 + 6 + 7 =19
vragen goed, zoals de docent (fout) voorspelde. We concluderen dat Aline vijf vragen goed heeft.
Aangezien de andere twee minstens zes vragen goed hebben, heeft Aline het kleinste aantal vragen goed.
Dus antwoord A is het goede antwoord.

o Jaap kan zeker 62 getallen opschrijven, bijvoorbeeld de getallen 1 tot en met 62 (want
62 + 61 <125). Meer dan 62 getallen kan Jaap niet opschrijven. Immers, de getallen 25 tot en met
100 kun je opdelen in paren die samen steeds optellen tot 125: 25+ 100 = 125,26 + 99 = 125, en zo
verder tot en met 62 + 63 = 125,
Van elk van die 38 paren moet hij dus minstens één getal missen. In totaal kan hij daarom niet meer
dan 100 — 38 = 62 getallen opschrijven.
Dus antwoord C is het goede antwoord.
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G Door met een staartdeling a =11 ... 11 (2011 enen) te gaan delen door 37, valt al gauw op dat 111
deelbaar is door 37. Dat feit gaan we gebruiken.
We zien nu namelijk dat het getal 1110 ... 0 deelbaar is door 37, ongeacht het aantal nullen aan het
eind. In het bijzonder zijn de volgende getallen deelbaar door 37: 1110 ... 0 (2008 nullen), 1110 ... 0
(2005 nullen), 1110 ... 0 (2002 nullen), en zo verder tot 1110 (1 nul).
De som van deze getallen is 1 ... 10 (2010 enen) en is dus ook deelbaar door 37.
De rest van a bij de deling door 37 is dus gelijk aan 1, want a — 1 is deelbaar door 37.
Dus antwoord B is het goede antwoord.

Bladzijde 187

o Na 140 seconden heeft Anne 7 rondjes afgelegd en Bob 5. De voorsprong van Anne is op dat
moment twee hele rondjes. Na %42 = 35 seconden loopt Anne een half rondje voor. Dat is precies de
eerste keer dat zij zo ver mogelijk van Bob verwijderd is.

Dus antwoord B is het goede antwoord.

Q Noem het middelpunt van de vijftienhoek M en het snijpunt van AC en BD B C
punt S (zie de figuur). In vierhoek MRST zien we dat £ MRS = 90° en w
ZSTM = 90°. Verder zien we dat £ TMR = % - 360° = 48°.
De som van de hoeken van een vierhoek is 360°, dus geldt:
ZRST=1360°—2-90°—48°=132°, £LBSC= ZRST=132°
(overstaande hoeken)

Dus antwoord B is het goede antwoord.

B-vragen
1 1
o Gegeven is dat x = IT We zien dat x # 0, want 0 # T
X
We kunnen dus links en rechts de breuk omkeren.
1
Dit geeft T + 1. Hieruit Volgt%—x =1,dus x _%: =L,

9 Bekijk drie roltrappen naast elkaar: de eerste gaat omhoog, de tweede staat stil en de derde gaat naar
beneden. Als Dion de eerste trap omhoog neemt, is hij na 12 stappen boven. Raymond, die omhoog
gaat op de derde trap doet er 60 stappen over en is na 12 stappen dus pas op . Als een derde
persoon (zeg Julian), de middelste trap neemt (ook met hetzelfde tempo), is hij na 12 stappen precies

541
515

tussen Dion en Raymond in: op =2 van de trap.

Hij heeft dus 3 - 12 = 20 stappen nodig om boven te komen.

e Noem de oudste padvinder 4. Er zijn 5 mogelijkheden om voor hem een partner B te vinden voor de
eerste dag. Vervolgens zijn er 4 mogelijke partners C voor B op de tweede dag, want hij mag niet
opnieuw met 4 gaan. Voor C zijn er nog 3 mogelijke partners D voor de eerste dag, want hij mag
niet tweemaal met B, en 4 is al bezet. Voor D zijn er daarna nog 2 mogelijke partners E voor de tweede
dag, want B en C zijn al bezet en 4 kan zijn partner niet zijn omdat er dan twee padvinders
overblijven die op beide dagen een paar vormen. Ten slotte is er nog 1 padvinder over die geen
keuze heeft en op de eerste dag met £ meegaat en op de tweede dag met A.

In totaal zijn er dus 5 x 4 x 3 x 2 = 120 manieren.
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e Bekijk de ingeschreven cirkel. Noem het middelpunt O en de straal r. %

Het raakpunt aan AB noemen we M en het raakpunt aan boog BC A

noemen we R. '

De drie punten 4, O en R liggen op een lijn, zodat AO=AR—-OR=1-r.

Verder geldt OM=ren AM=1%-AB = 3

In AAMO is AM? + OM? = AO?
(z)2+r2=Q-rp
rrr=1-2r+1r?
2r= % A~ ¢ L J-]
r=1
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Gemengde opgaven

5 Machten en exponenten

Bladzijde 188
O 2 Y=xtxi=xh % () =xt () =x 0=
X2 s x5 _i 2!
b 2 X e \/;C 2 =x
= (xl )3 = (x4)3 = x4
c ¥ xl_szx'\/F:xl'x_Z%:x_l% f (x x) (x x) (x ) X
O a2 (5x)4-12=18 b 3-¢xS=16
2 (5x)%>* =30 45— 16
(5x)*4=15 3
5x =152 x’§=13—6
x=1.15%~0618 x= (%)% =0.262
©a2,y-2-5%-3
N2 —Sx—3=yp
V2-5x=y+3

kwadrateren geeft
2-5x=y*+6y+9

“Sx=)>+6y+7
x=-5—lsy— 13
b B=3-3f64-1+2
3-64-1+2=B
3:-64-1=B-2

J64-1=5(B-2)
(64— 1) =11B 22
64—1=(11B-22)°
64=(15B-22  +1
A=b- (382 +}
¢ 4P\JQ-0=3
JO@P—-1)=3
Vo= 4P3— 1
kwadrateren geeft

-9
©=apr-1yp

d x=2t'%ﬁsubstitueren iny=23x2-/x geeft
y=3Qt- 3t \2t-Je =301 6) 2065 =328 215 =3-47% 2 A = 122
O - umf(x):}im(lo—y(%)"):1o—3-o=10

Dus de horizontale asymptoot is de lijny = 10.
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b noemeris 0 geeft 8 —x=0
-x=-8
x=8
Dus de verticale asymptoot is de lijnx = 8.

3
0—-1

nmg(x):nm(m-é_i) 8 =6-3=

3 =1im(6+ >=6+
xX—w x—00 X P el __1
X

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 3.

limh(x) = lim (-2 +4- (18)) =-2-4-0=-2
Dus de horizontale asymptoot is de lijny = -2.
noemer is 0 geeft 3 —2x =0

-2x=-3

x= 1%
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = l%.

2

xX—>-co

2+ 6x
3—-2x

= lim +3:37=2

x—>-

=+6
lim j(x) = lim

X—>-00

+3x+1—2)
-2

x
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = -5.

Voeriny1=\/x+6~—3eny2=;-1——1.

2

-6 -5 -2

3

0+6
0-—

+3.0-2=-3-2=-5
> 2=-3

S -3 -2 -1 | -06 | -04 0,2 10,5

0,7

g |-11|-12|-13|-15]|-04 -0,5 | -0,8

-0,8

w

-3

B, =[-3,7)
b Intersect geeft x =-2,791 enx = 3.
f(x) < g(x) geeft -6 <x<-2,791 v 2<x<3
c f(x)=lgeeft\/m—3=l
Jxt6=4
x+6=16
x=10
flx)<1geeft-6<x<10
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d f(-2)=y2+6-3=-1

x <-2geeft-3 < f(x)<-1

__ .
e gx)=-Sgeeft ———1=-5
1
x=2 &
-4(x—2)=1
“4x+8=1
“4x=-7
x:1%
glx) =~ SgeefthI%Vx>2
1
f g0)=5;—1=-leng() -~ 1=

0<x<6 geeft g(x)S—l% v g(x)E—fT

Bladzijde 189

a noemer is 0 geeft 2x +3 =0
2x=-3
x=- 1%

Dus de verticale asymptoot van de grafieken van fen g is de lijnx=-11.

2
4+=
4x+2 . x _4+0
) = s T M =50 2
2+;
Dus de horizontale asymptoot van de grafieken van fis de lijn y = 2.
2
lim (x)—hmI4x+2l=lim4X+2:1im4+}=4L0=2
\—>wg e 2X+3 0 1 5e2x+ 3 e 3 240
2+
g2
lim g() = Tim |4x+2] _ A N o x_-4-0_ ,
\—>wg xo- 2X+3 x—- 2X+3 xo-00 2%+ 3 »\-_>gm2+§ 2+0
X

. . - y=2voorx —
Dus de horizontale asymptoten van de grafiek van g zijn de lijnen { = N 5

b [4x+2] 4x+2
M= 13 T3

Dus f(x) = g(x) voor x > —%.

dx +2

2x+3

L |

2x 13 V00r4x+2<00fwelx<—5

_ 4x+2 “4x -2
g =lgeefty —y=1vH o3 =1

dx+2=2x+3 v -4x—2=2x+3
2x=1v-6x=5
x=tvi=-3

vold. wvold.

Voor4x+2200fwelx2—%

V00r4x+2200fwe1x2—%
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;
119
i
]
i
|
e e y=2
I
AN =
I\ '/ |
T 50| 1 x
[ 78 2
|
I
e B it y=-2
|
i
|
|
i
i
Xx=-1}

_33x+1 =-27
33+l =33
3x+1=3
3x=2
x=2

b 2¥°2=32
2x2~2:25
x2—-2=5
x2=17

x=+7vx=-7

¢ 2:3%1+5=59
2-3x1=54
31=27
3x—1:33
x—1=3
x=4

d 43x+1 :%\/5
(22)3x+1 — 2—3 . 2;—

26x+2 — 925

6x+2=-25

6x = —4%
3

1
e 51~3x:% . 325
51-3x — 5-1. 5%
51*33::5—%
1-3x=-}
“3x=-13
4
x=73

f 43— = (%)3"36
(22)3x~x2 _ (2_1)3~x

26x-2x* _ 2-3+x
6x —2x2=-3+x

2x2—5x—3=0

D=(-52—4-2--3=49

5T 547
4 4

=_1 =
x=-3 vx=3

© Noordhoff Uitgevers bv

g 3x=3 4 3x—4:%\/§

3¥.3343.34=43
R N
IELENE
3x=273

3r=133.35

3x:33;-

x=3%

(e

(3~1)x+2 _ (32)2x—5

32 = 324~10
-x—2=4x-10
-5x=-8

x= 1%

i 22-251=142

2x.22_2x.2—1:14\/§
4-25—3.2=142
3;:27=142
2*=4.2

2=2%2:

9x =%
x=2%

(%)—x+2 +2x+3:4%
(271)**% +2x.23=4L
2772482 =4y
20-22 482 =4
1258 2x =44

85 -2v =44
2r=3
2,\::2—1
x=-1
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Gjaar = 1,096

€ 10jaar = 1,096'°= 2,50

De toename is 150% per 10 jaar.
Zoaana = 1,0967 = 1,008

De toename is 0,8% per maand.

T=a-RY? 15
R=528en T=4,5}" 5280 =45
e 4’5 ~
= 58057 0

R =35,6 geeft T=0,37-35,6°=78,6
Dus de omlooptijd 7' is ongeveer 78,6 dagen.

RRhea = 5328 geeﬁ RTitan = % : 5,28 =12
T=0,37-12'=15,38

9

De omlooptijd is =~ 3,4 keer zo groot.

Bl

Alternatieve oplossing

De omlooptijd is (f—f)l’s = 3,4 keer zo groot.

d 037RY¥ =T
1
RWS=——-T
0,37
1 s 1 \5.,.L
R=|——T| = i T1,52194.T0,67
(0,37 ) (0,37) ’

€

Dus R=1,94-T%¢7,

15 uur geeft T=12.
R=194-(5)""=1,42

De straal van de baan is 1,42 x 10° km.

Bladzijde 190

(103

y=2" p=28
¢ verm. x-as, 3 ¢ translatie (3, 1)
y:3.2.\‘ g(x)zzx—3_|_1
i translatie (0, -2)
fx)=3-2"-2

b Voeriny, =3-2*—2eny,=23+1.

X -3 =2 -1 0 1 2

¢ 8o =0.83

G = 0,837 20,271

De afname is 72,9% per week.
d g, = 0,837~ 0,992

De afhame is 0,8% per uur.

fx) |-1,6-13-05] 1 4 | 10

x -1 0 1 2 3 4
g(x) 1,1 1,1 1,3 1,5 2 3
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—————————————————— —— 2 e ——— Y =22

-3

B,=(-2,7)en B, =(1,7).

¢ Intersect geeft x = 0,06 en y ~ 1,13, dus het snijpunt is (0,06; 1,13).
d f(x)=—% geeft 3'2"—2:—%

3-2¢=13
2r=1
2x:2—1
x=-1

e g(N=2"3+1=16+1=17
Voorx<7is1<g(x)<17.

f Voeriny,=9.
Intersect met y, en y; geeft x, = 1,874,
Intersect met y, en y; geeft x, = 6.
AB=6—-1,784=4,13

@ a Van 1 mei tot 21 mei zijn 20 dagen.
Van 21 mei tot en met 31 mei zijn 11 dagen.
Op 31 mei zijn er 1,05%°-0,92!! = 1,06 miljard bacterién.
b Noem de groeifactor per dag vanaf 21 mei g.
Er geldt 1,052 - gl = 1
no_ 1
g = 1’0520

1\
g= ( 1’0520) = 0,915

Dus de afhame per dag zou 8,5% moeten zijn.
¢ Stel toename »n dagen, dan is er 31 — » dagen afhame.
Er geldt 1,057-0,931 7 =1,
Voer iny; =1,055-0,93 " eny, = 1.
Intersect geeft x = 21,2.
Hierbij hoort 22 mei.

@ a StelP,=c-g?
25 o = 0,5 geeft g, = 0,510,707} P,=100-0,7074
¢ =100
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b P, =10 geeft 100-0,7077= 10

Voer in y, =100-0,707* en y, = 10.

Intersect geeft x = 6,64.

Dus om 90% van de intensiteit te absorberen, is 66 mm bot nodig.
¢ P, =50 geeft 100-0,03125¢ = 50.

Voeriny, =100-0,03125" en y, = 50.

Intersect geeft x = 0,2.

Dus de halveringdikte is 2 mm.
d P,=10 geeft 100-0,03125¢=10

Voeriny; =100-0,03125" en y, = 10.

Intersect geeft x = 0,664.

Om 90% van de intensiteit te absorberen, is 6,6 mm lood nodig.

Dus je hebt % = 10 keer minder lood dan bot nodig.

>

6 Differentiaalrekening

Bladzijde 191
@ a f(0)=(2+1)* geeft f'(x) =42+ 1)3- 2x = 8x(x2 + 1)}
WP+4x—7 1 L b
b gx)= T: 2x% + 2x0 — 31y
, " 4L 1 7 3x2+4x+7
geeftg(x)=%xz+xz+%x1z=%\/§+$+4x\/;: s
¢ h(x)=(x2+ 1) (3x> — 5x) geeft
h'(x)=2(x*+ 1) 2x- (3x* — 5x) + (x2 + 1)2- (6x — 5) = 4x(x® + 1)(3x% — 5x) + (6x — 5)(x2 + 1)2

3
x2-{x3 x4

4 J0)="5 5 =y el
. O3 +2)-23x —x%-3x2  23x% + 5Lli—3x % -1y 4 5y
(x) = — < — =
J() (x3+2)2 (X3+2)2 (x3+2)2
xS+ Sk 43 x4+ 20 43
- (3 +2)2 43 +2)2
r—2xt2
@ a f(x)=?—geeft
f,(x):(x*l)(2x_2)*(X2_ZX+2)‘1:2x2—2x—2x+2—x2+2x—2:x2~2x
(x—1) (x—1) (x—1)
f'(x) =0 geeft x> —2x =0
x(x—2)=0
x=0vx=2
y XI=1
|
f
|
:
|
. X
5 2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

max. is f{0) =-2 en min. is f(2) = 2.
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b
c

De vergelijking f(x) = p heeft geen oplossingen voor -2 <p <2.

Stel k: y=ax + b.
(‘2)2_2'"2 8
— r_2 _- 7 - -8
a f( ) (_2_1)2 9
y=sx+b
$.-2+p=-3%
oy 10 o )| ’
f)=73="3% dus 4(-2,-3%) ah=-3
b=-15
Dusk:y=§x—1g—.
fx) = 6 = 6 = 6(3x + 5)1z geeft
(Gx+5)-Brt5 (Gxt 5 8
-27 -27

fl(x)=-9(3x+5y%-3=

Gx+53 (Gx+572Bx+s
g(x) = (2x + 6) x2+ 6x + 10 geeft

1
(x)=2-x*+6x+ 10+ S S N
g'(x)=2x2+6x+ 10+ (2x + 6) N =) (2x + 6)

42+ 6x+10)  (x+ 6)>
2Jx2+6x+10  2yx?+6x+10
_ 4% +24x +40 +4x2 +24x +36 _ 8x? +48x + 76 _ 4x?+24x + 38

2x2+6x + 10 2 6x 10 X2+ 6x+ 10

3x
(x? - 6x)?
h'(x)=3-(x2—6x)3 +-9x(x? — 6x)*- (2x — 6) =

h(x) = = 3x(x? — 6x)73 geeft
3 -9x(2x — 6)
_|_
(2—6x)7 (x*—6x)*
_3(2—6x) | ~182+54x _3x? — 18x— 18+ 54x _ -15x” + 36x
(2 -6x)*  (x*—6x)* (x2 — 6x)* (x% - 6x)*

) =x*+ (252 — 1) geeftj '(x) = 4x3 - (2x% — 1)? + x4+ 3(2x% — 12+ 4x = 4x3(2x% — 1)> + 123247 — 1)
__*
k(x)= m geeft
1
3+ 11—-x-——=——-3 2
b v PO El 2@ 1)-38 2842-30 42
oo Bl 2B+ DB F1 200+ Do 1 208+ YR + 1

1

13
2Jx 24

x\x+3x  xli+3x

===

= 1+3x7=1+3/x geeft ['(x)=3"

x+2

Sf) =37 geeft
xX—x+6
f(x):(x3_x+6)'1_(x+2)'(3x2"‘1):x3—x+6—3x3+x—6x2+2:~2x3_6x2+8
(3 —x +6)? (® —x + 6)? o —x+ 6y
-2:13-6-12+8 0
JOE _0

(P—1+62 36
y

o

i
|
|
|
i f
|
!
1

In de schets is te zien dat de grafiek van feen top heeft voor x = 1, dus fheeft een extreme
waarde voor x = 1.
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b (x+2)(x2—2x+3)=x—2x2+3x+2x2—4x+6=x>—x+6

x+2 x+2

¢ fix)=

B-x+6 (+2)(2—-2x+3) x2—2x+3

mits x # -2

De grafiek van fheeft een perforatie voor x = -2.

x+2 . x+2

L 1

=1 =1i
wa2x3—x+6 xi_z(x+2)(x2—2x+3) _\.lfzxZ—sz 1

De perforatie is dus (—2, &).

x+2 xE2 ;
d f(x)_x3—x-|-6_()c+2)(x2~2x+3)_)c2-2x+3mlts}Hé 2 geeft

f(x):(x2—2x+3)-0—1-(2x—2): 2x+2

(% — 2+ 3P (x? = 2x + 3)?
f(x)=0geeft-2x+2=0

“2x=-2

x=1

voldoet

@ SHx)= Ix4 = 2px3 + px? — dx — 2
1) =2x* —6px®+ 2pw — 4
1) = 6x> — 12px + 2p
/") = 0 geeft 6x2 — 12px + 2p = 0
twee buigpunten als D > 0
D=(-12p)? —4-6-2p = 144p? — 48p
D =0 geeft 144p*> — 48p =0
3p’—-p=0
rBp—1)=0
p=0vi3p=1
p=0v pol

A

0

p

} 144p* — 48p >0

Dus de grafiek van f, heeft twee buigpunten voor p <0 v p>1.

10x+p
@ fp(x): 211 geeft

X

X+ 1)-10=-(10x+p)-2x  10x+10—-20x2 —2px -10x2—2px + 10
p = =t

S’ = (2 +1)2 G2+ 1)2 (x2+ 1)?
, -10-12-2p-1+10 |
J,'(1) =rc geeft REER) ="l
2 _3
4 2
-4p=-12
p=3
_10x+3
A ="57
k:y=~1%x+b
13 -13-1+b==6L
S ="=6;,dusA(1,6}) | 2 ¢ 2

Dus k: y=-1ix +8.
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Bladzijde 192

D a

fx)= 10 geeft f1(x) = (*+4)--10 —-10x-2x -10x2—40+20x> _ 10x* —40
44 (2 + 4)? (2 + 4)? (2 + 4)?
fi(x)=0 geeft 10x2—40=0
10x2 =40
x2=4
x=2vx=-2
y
I
|
|
{
|
i
2 0 x

T L

max. is f(-2) = 25 en min. is f(2) = -2L,
f(x) =0 geeft -10x =0, dus x = 0.

De grafiek snijdt de x-as alleen in (0, 0), dus B = [—2%, 2;—]

f(x) = p heeft twee oplossingen voor -21 <p <0 v 0<p<2L
2 2
x+2)-0-1-1 1
=x+1+ ftf'x)=1+ =1-
Jsf(xl) A x xb+2gee T (r+2)° (x +2)?
tel kit y=ax + 0.
, 1
a=f©)=1-;=}

y=gx+b
£(0) =1} dus 4(0,1%) b=1
Dus k:y =3x+ 13.

D [

. 1
f(x)=0geeft1*6c+—2)2=0
L =1
(x+2)?
(x+2)2=1

x+2=-1vx+2=1
x=-3 vx=-1

f(-3)=-3 enf(-1) = 1, dus de horizontale raaklijnen zijny =-3 eny = 1.

De afstand tussen deze lijnenis 1 —-3 =4.

x=-2 y
f

[ I I U
|
@]

|
1
I

De vergelijkiné f(x) = pheeft precies twee oplossingen voorp <-3 v p> 1.
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d f'(x)= geeﬁl—(fz)f}-ﬁ)
1 _ 1
(X+2)2_16
(x+2)3=
x+2=4vx+2=-4
x=2vx=-6

@af(x)=——x3 —px*—4x+ 1 geeftf,'(x) = -x> — 2px — 4
1(4)=0 geeft-16 - 8p — 4= 0

fa'(x)=-x2+5x—4
St '(x) =0 geeft -x2+5x—4 =0
—5x+4=0
x-—Dx—4)=0
x=1vx=4

N

for()=-3-13+24-12-4-1+1 :%
Het andere extreem is min. is f ,i1(1) =-2
b 7, heeft twee extreme waarden dus iy ’(x) 0 heeft twee oplossingen.

D>O

4’ -16>0
= 2 Ao e=q=4p—
D=(-2p)*—4--1--4=4p’>- 16 4p2> 16

p*>4
p<-2vp>2
Dus f, heeft twee extreme waarden voorp <-2 v p > 2.

¢ f,'(x)=0geeft-x>—2px—4=0
2px=x>+4

2
Voorx;éOgeldtp:x ;4 }
-2x

# +

y=-33+ —4x+1

=-Ly3 24y +
yegpopr-dnt] y=-33+ir+2x—4x+1

y= %x3 —-2x+1
x =0 geeftf,'(0)=4 # 0, dus geen top.

Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen isy = %x3 —2x+1.

@ a J;(X)=x\/§—p\/§—x5‘—p\fgeeft ;
) =it —p- L — p_ _3x-p
A N N N SN S

3-16 -
];(16) 5 eeﬁﬁ=5

48 —

8
48—p=40
-p=-8
p=28
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Jy@) =xx = 8x

ﬁ(li)sz 16\/3—8\/—13=32 dusA(l6,32)} 5164 =32

y=5x+gq 80 + ¢ =32
qg=-48

Dus p=8eng =-48.

b f,'(x)=0geeft3x —p=0
-p=-3x

p=3x — o r—
y=-2xx
Dus de kromme waarop alle toppen liggen is y = -2x/x.
¢ f,'(x)=0 geeft p =3x, dusx = %p.

Y =15P) =5p7f5p ~ P3P =30 5P } Spy3p =2

Yiop = -2

7 Goniometrische functies

Bladzijde 193
@ A(cos(40°), sin(40°)) = 4(0,766; 0,643)
B(cos(160°), sin(160°)) =~ B(-0,940; 0,342)
C(cos(-80°), sin(-80°)) = C(0,174;-0,985)
@ a 4(cos(3n),sin(3n)) = 4(-3.3 )
b C(cos(—%n), sin(—én)) = ( )
¢ cos(B) =-3+/2 geeft f= -3

d De langste cirkelboog BCis 2n — 37 + lp=13m.

@a cos(3x—%n)=%\/§
3x—in=in+k-2n v 3x- Im=-in+k2n
3x=3n+k~2nv3x=zn+k-27r
x=lntkinvx=fntk-in
b sin(}x+in)=-3
%x+%n=—én+k~2nv§x+}~;n=1%n+k-2n
y=-Sn+k2nvix=fn+k-2n
x=-lLn+k6nvx=2n+k 6n
¢ 1+tan(3x—%n)=0
tan(3x — i) =-1
3x—3n=3n+km
3x=lm+kn

=1 1
=sn+k3m
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sin(3x — $7) - cos(2x) = 0
sin(3x — 1) =0 v cos(2x) =0
sx—in=k-mv 2x=int+kn
x=in+kmvx= Im+kin

x=3n+k 2n vx=in+k-in

3tan(jx + é—n) =3

tan(bx-+ 1) =13

Xtin=ln+kn

x=km

x=k-4n

4cos?(2mx — in) =3

cos2(2mx —im) =3

cos 2nx—§n \[v cos(2nx—%n)= 2
cos(2mx —in) =13 v cos(2nx—%n) =-13

2y —in=Lln+k2n v 2mx—sm=-in+k-2m v 2mx —sm=

Sn+k2m v 2nx—%n=

2ix=3n+k2n v 2mx=1in+k-2n v 2mx=1in+k2m v 2mx=-in+k-2n

x=3+k1vx=Li+k1 vx=3+k1lvx=-L+k1

Sn+k2n

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x = % +hdvax= %

cos(2x—%7t) = cos(T — x)

x—im=n—x+k2n v 2x—im=-(n—x)+k2n
3x=1%n+k-2n % 2x—%7r:—7r+x+/r-27r
x=in+k-in v x=-in+k-2n

sin(2x + im) = sin(x—%n)

Xx+im=x—in+k-2nv x+sn=n—(x—1in)+k 2n
x=-2n+k2n v x+in=n—x+in+k-2n
x=-2n+k-2n v 3x=1in+k2n

x=-2n+k-2m vx=fn+k-in

sin(mx) = sin(27x)

w=2nx+k2n v ax=n—2nx+k 2n

-mx=k-2n v 3nx=n+k-2n

x=k2vx=1+k3

cos(10mx) = cos(5mx — 6m)

10mx = 5nx —6n + k- 2n v 10mx = -(Snx — 6m) + k- 21
Smx=-6n+k-2n v 10mx =-5nx + 6m + k- 2n
x=-14+k2 v 15mx=6n+k2n

= J.2 =2 -
x=k'svx=t+k
2

x=k:ivx=k%

Deze antwoorden kunnen (dit is niet verplicht) nog samengenomen worden tot x =

sin(lzx —47) =3+/3

x—in=1in+k- 2nv x—in=n—in+k-2n
lx=4n+k2m v Lyx=3n+k-2n
x=%n+k-1%nvx:§n+k-1%n

x op [0,27] geeft x =1 vx=lnvx=3in vx=1%x
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b cos3(2hx) + cos(25x) =0
cos(25x) - (cos2(2kx) + 1) =0
cos(2Lx) =0 v cos?(2ix) =-1
2x=1n+k-n geen oplossing
x=in+k-in
xopl0,2n]geeftx=tnvx=3invx=nvx= 2 v x=1%n

¢ sin?(11x) =sin(13x) +2
sin2(13x) —sin(15x) —2=0
(sin(13x) — 2)(sin(l%x) +1)=0
sin(13x) =2 v sin(1}x) =-1
geen opl. 1ix= Un+k2n

x=n+k-1in
xop [0, 2n) geeftx =17

d tan(2x+ %n) = tan(3x - én)
2x+in=3x—in+kn
~x=-in+km
x=in+km

xop[0,2n] geeftx=1n v x=1in

@ a Voeriny, = |1+ 3sin(3x)|.

b De periode is %E =3m,
3
Dus de grafiek heeft een horizontale raaklijn voor x = P 3m=im,x= 3.3m=2;men
x=1;-3n=3%m

De cobrdinaten zijn (3r,4),(247,2) en (337, 4).
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¢ Voeriny, =2.

Intersect geeft x = 0,51,x = 4,20, x = 2};1: (zie vraag b) en x = 9,93.

y
4
|
|
|
|
|
2 ; ly =
/ | | =2
| | | |
| | | |
1F | I [ |
| | | |
| | | |
| | | |
0| 0,51 21n 9,93 4
2

S(x)>2 geeft 0,51 <x<4,20 v x=2%n v 993 <x<4n

d De maximale helling is waar de grafiek vany =1+ 3sin( %x) stijgend door de evenwichtsstand gaat,

dus als geldt f(x) = 1, bijvoorbeeld voor x = 0.

; Yy
Voor y, is | —
yl dx

Bladzijde 194
@ a y=cos(x)
i translatie (0,-2)
y=-2+cos(x)
i’ verm. x-as, 3
y=-6+3cos(x)
b y=cos(x)
¢ translatie (37, 0)
= sas{z— L)
¢ verm. y-as, %
y=cos(2x — %n)
¢ y=cos(x)
i verm. x-as, 3
¥ =3cos(x)
¢ translatie (0,-2)
y=-2+3cos(x)

¢ verm. y-as, %

y=-2+3cos(2x)

€ a sin(4x—in) = cos(4x —in— 5m) = cos(4x — 1)

=2, dus de maximale helling is 2.
x=0

d y=cos(x)
¢ verm. y-as, %

y = cos(2x)
¢ verm. x-as, 3

y=23cos(2x)

¢ translatie (0, -2)

y=-2+3cos(2x)
e y=cos(x)
i verm. x-as, 3
y=3cos(x)
¢ verm. y-as, 3
¥ =3cos(2x)
¢ translatie (0, -2)

y=-2+3cos(2x)

¢ verm. y-as, 3
y=-2+3cos(4x)
f y=rcos(x)

¢ translatie (17, 0)
y= COS(X - %TE)
¢ verm. x-as, 3
y= 3cos(x - %n)
¢ verm., y-as, 1

y= 3cos(2x —37)
translatie (0, -2)

y=-2+ 3cos(2x - %n)

b -cos(3x + tm) = cos(3x + lén) = sin(3x +1in+ IT) = sin(3x + 13n)

¢ 3sin?(x) —2cos(x) = 3(1 — cos*(x)) — 2cos(x) = 3 — 3cos2(x) — 2cos(x) = ~3cos2(x) — 2cos(x) + 3
d 3cos(x — 3m) — 2cos *(x) = 3sin(x) — 2(1 — sin2(x)) = 3sin(x) — 2 + 2sin2(x) = 2sin(x) + 3sin(x) — 2
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@

C

N=a+ bsin(c(t — d))

40+0
= =2
a > 0
b=40—-20=20
Periode is 2+ (4 ~-2) = 12,dus ¢ = 1 = .

Stijgend door de evenwichtsstand bij x =-2,dusd =-2.
Dus N =20 + 20sin(in(z + 2)).

N=20-20cos(in(t— d))

Een laagste punt is (7,0),dusd =7.

Dus N=20 - 2OCos(én(t - 7))

y = cos(x)

L verm. x-as, 20
y=20cos(x)

¢ verm. y—as,%
y = 20cos(mx)

¢ translatie (0, 15)
f(x) =15 + 20cos(nx)
beginpunt (0, 30)
periode is 1£ =2

XU

De asymptoten zijnx =1 enx =3.

Voer in y, = 15 + 20cos(nx) en y, = 30 — tan($mx).
y x=1

d Intersect geeft x = 0,24,x = 0,98, x ~ 1,78,x = 2,24,x ~ 2,98 en x = 3,78.

y Xx=1 x=3

O
N S D

N

I
[
I
i
1
|
[
i
i
1
|
|
|
i
|
I
i
i
i
i
I
i
!
|
]
0,24 \i/ 1,78
[
|

F(x) < g(x) geeft 0,24 <x<0,98 v 1 <x<1,78 v 2,24 <x<2,98 v 3<x<3,78
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@ a f(x) =3 = sin(5 (x - §m)) geeft /'(x) = ~cos(} (x ~ §n)) - } = ~Leos(} (x — 1))
b g(x)=x*cos(3x — 4) geeft
g'(x) = 4x’ - cos(3x —4) + x*-~sin(3x — 4) - 3 = 4x3- cos(3x — 4) — 3x*- sin(3x — 4)

(sin(x) + cos(x)) - 0 — 1 - (cos(x) — sin(x)) _sin(x) — cos(x)

. 1 —
¢ hx)= sin(x) + cos(x) geefth'(x)

d j(x)=2mx— % sin(3mx — 1) geeft j'(x) = 2n — % cos(3mx — 1)-in=2n- cos(3mx — 1)
x% + cos(2x)

e k(x)= Sin(2x) geeft
sin(2x) - (2x — sin(2x) - 2) — (x* + cos(2x)) - cos(2x) * 2
k'(x)= T
sin“(2x)
_ 2xsin(2x) — 2sin?(2x) — 2x%cos(2x) — 2cos(2x)
- sin?(2x)
_ 2xsin(2x) — 2x%cos(2x) — 2(sin?(2x) + cos%(2x))
B sin?(2x)
_ 2xsin(2x) — 2x%cos(2x) — 2
- sin?(2x)

f I(x) = 4cos*(x) geeft /'(x) = 16cos3(x) - ~sin(x) = - 16sin(x) cos 3(x)
g m(x) = xsin?(x) geeft m'(x) = 1 - sin(x) + x - 2sin(x) - cos(x) = sin(x) + 2xsin(x)cos(x)

2
h n(x) = 5x* tan(3x) geeft n'(x) = 10x - tan(3x) + 5x2 - -3 =10xtan(3x) + o

cos?(3x)

Bladzijde 195
@ a f(x)=2sin(x) + sin?(x) geeft /'(x) = 2 cos(x) + 2 sin(x)cos(x)
Stel /: y = ax + b.
a=f'(m) =2cos(w) + 2sin(m)cos(n) =2--1+2-0--1=-2
y=-2x+b _
f(m) = 2sin(m) + sin(m) = 0, dus A(x, 0) } ;)2:' ’; =1
Dus [: y=-2x + 2m.
b f'(x) =0 geeft 2 cos(x) + 2 sin(x)cos(x) = 0
2cos(x) - (1 +sin(x)) =0
cos(x) =0 v sin(x) =-1
x=in+kmvx= Iyn+k-2n

X op [0,4n]geeftx=%n vx=lmvx=2n v x=3im.
y

J(Gm) =£(23m) =3 en f(15m) = /(35m) =-1, dus B, = [-1,3].

8 Meetkunde met codrdinaten

O {x=2t+% 2 eeﬂ{zx =4t+1
y=%+p |5 B Sy =4+ 5p
2x—5y=1 —5p
x y_1-5p
2x—5y=1- t - —=—"—
%= 3y Peeetts =5 =" -5 _,
x_ Y 10
5 2 1-5p=10
-5p=9
p=-13
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b {x=2t+p1|iigeeft{3x =6t+3p

y=-l3~ 4y  =-6t—4
+
3x+4y=3p—4}
_ 3p—4=2p
Ix+4y=12p p=4
x=3t-p | p px =3pt — p?
¢ {y=pt—4 l 3 | geeft {3y =3pt— 12

x — 3 =-p2+12
fioor(%) 141)D }p'3—3-14=_p2+12
’ 3p—42=-p*+12
p*+3p-54=0

p-6)p+9)=0
p=6vp=-9

@ a 3x+y=6,ofwel y=-3x + 6 geeftrc, =-3
tan(a) = -3 geefta =-71,56...°
y=-2x+3 geeftrc,=-2
tan(B) = -2 geeft f =-63,43...°
p—a=-6343.. —-71,56..°=8,1°
De gevraagde hoek is 8,1°.

tan(a) = —1% geefta =-53,13...°
rc, = 371 1
" 3-1
tan(f) = 1 geeft f = 45°
p—a=45°—--53,13..° =98,13..°
De gevraagde hoek is 180° — 98,13...° = 81,9°.
€ y=%x+2geeftrcp=%

tan(a) = 5 geefta = 26,56...°
y=%x-—6geeftrcq=§
tan(f) =1 geeft f = 18,43...°

a—f=26,56..°—18,43..°=8,1°
De gevraagde hoek is 8,1°.

X Y
: + =
Qakp+l 3p !
Dus k:3px +(p+ 1)y =3pp + 1).
b 3px+(@+1)y=3pp+1
dfgorc((‘fl 6))y 4l )}3p'—1+(p+1)'6=3p(p+1)
’ “3p+6p+6=3p*+3p

-3p*=-6
=2
p=\2vp=-2
¢ :2x+3y=6
3y=-2x+6
y=-3x+2
Dusrc,=—§.
3p-0 3p
Cy =

To0-(p+1) prl

3
I‘Ck-rcp=—l geeft—prl._% =_1

2p !
p+1-
2p=-pt1)
2p=-p—1
Ip=-1

__1
pP=3
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d d4,B)=\O0- @+ D2 +Cp—02=\p? +2p+1+9p?=10p2 +2p + |

d(4,B) =3 geeft \J10p?> +2p+1=3
kwadrateren geeft
10p?+2p+1=9
10p*+2p—8=0
D=22-4-10--8=1324

_"2+18 4 _2-18
20 TP g0 T

d(A, B)

-1

[

mlal —_———— e D>
©

-1 o

d(4,B) <3 geeft-1<p<#

e m L kenmdoor O, dus m:(p+1)x —3py=0.
M(5(p +1+0),5(0 +3p)), dus M(3p +3,13p).
(p+1)x—3py=0} (1 1\ _a,..11 _
door M(1p+1,11p) @+ Gp+3)=3p 13p=0

2P +3p+3p T3 —4pP=0

-dpr+p+i=0

D=12-4--4-3=9
_ol#3_ o -1-3

p -8 g vVp -8 2

@ a d4,B)=\J(6-32+(@8—4P2=\0+16=25=5

b ¢, heeft middelpunt M(2, 3) en straal r = /10.
d4, M) =2 -3 +B-4P=\T+1=42
dA4,c;)=r—d(4, M) =10 -2

¢ xX2+32—4x+2y=0
x2—4x+y2+2y:0
x=2-4+@F+1)2-1=0
(F—2P+r+1P =5
¢, heeft middelpunt N(2, -1) en straal r = /5.

dA,N)=\2-3)*+(-1-4?=1+25=/26

d(4,c,)=d(4,N) —r=126 — /5

d /staat loodrecht op , dus /: 4x — 3y =c.
4x—3y=c Aa_aa
doorA(3,4)}c_4 B=ded=0
Dus :4x —3y=0.
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lsnijdenmet/cgeeft{4x_3y:0 l4t ft {16x—12y= 0

3x+4y=15|3 9x + 12y=45
-+
25x =45
x=1% 14 _
4x—3y=0}4 ls=3=0
_3y:_7§
y=2

Dus het snijpunt is S(1%,22).
d(A, k)= d(4,8) = [(13 =37 + (2 — 42 = [P + ()= 35 +35 =4 =2

{x=§z+6 8| ot [B¥  —4rt48
y=4t—-4|1|8 =4t— 4
&—y = 52

Dus k: 8x —y =52,

I 1 mdusl:3x+2y=c.
3x+2y=c A, Ty
doorA(l,Z)}C_3 1+2:2=7

Dusl:3x+2y=7.

r gaat door O en B en staat loodrecht op 7.
rc, = ﬁ =2 dusrc,=-15.

ny= —1%x +b

_1l. =
door B(3,2) } 13:3+b=2

-4k +bh=2
b=6;

Dus n:y =-13x+ 65.

q;§+%}3—:1geeftq:3x—5y=15
pllg,dusp:3x—5y=c| _ 2 2 _c._1-
door C(3,-1) c=33mslmle

Dus p: 3x — 5y = 14.

Bladzijde 196
@ a De middelloodlijnen van de zijden van een driehoek gaan door één punt. Dit punt is het

middelpunt van de omgeschreven cirkel. De afstand van het middelpunt van de omgeschreven
cirkel tot één van de hoekpunten van de driehoek is de straal van de omgeschreven cirkel.
Wanneer het middelpunt en de straal van de omgeschreven cirkel bekend zijn, is de vergelijking
van de cirkel op te stellen.

IC 5 =%:—2= ~Tenk LAB,dustc,=7.

Nis het midden van 4B, dus N(4 (6 + 7),4(8+ 1)) ofwel N(6%,4%).

ky=%x+b }

L.gl =4L
door N(6%,43) | 7 6210=4
en-4t
b=33
Dus k: y =5x + 33,
4-38

rcACZT_-g=% enl | AC, dusrc,=-2.

P is het midden van AC, dus P(1(6 + -2),% (8 +4)) ofwel N(2,6).

l:y:*2x+b}

-2:2+b=6

door P(2,6) At b=6
b=10

Dus [: y=-2x + 10.
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k en I snijden geeft 1x + 3§ =-2x+10

2%x=6%

x=3
x=3geefty=-2-3+10=4, dus M(3,4).
dM,A)=(6 -3 +(8—-4)2=9+16=25=5
Dus ¢: (x —3)? + (y —4)?>=25.

¢, gaat door 4(0, 2) en B(0, 8), dus het middelpunt M ligt op de lijn y = 5.

¢, raakt de x-as in C(4, 0), dus M ligt op de lijn x = 4.

Dus is M(4, 5) en is de straal gelijk aan 5.

Dit geeft ¢,: (x —4)* + (y — 5)*=25.

Het middelpunt NV van ¢, is N(0, 5) en de straal is gelijk aan 3.
Dit geeft ¢,:x2 + (y — 5)>=09.

3x +4y=p geeft 4y =-3x + p, dusy:—%x+%p.
x—4)2+@Hr-5)2=25

x2—8x+ 16+ — 10y +25=25

P +92—Bx—10p+16=0

Substitutie van y = ~3x + zp in x2 + 2 — 8x — 10y + 16 = 0 geeft

24 (Bt~ 8- 10- (3 +1p) + 16-0
X2+ x? —3px+&pt—8x+ Tix—2lp+16=0

162 + (-3 = 3p)x +{gp? ~ 25p + 16 =0
25x2 + (-8 — 6p)x + p? — 40p + 256 =0

D= (-8~ 6p)>—4-25-(p>— 40p + 256) = 64 + 96p + 36p> — 100p> + 4000p — 25600

=-64p? + 4096p — 25536
Raken, dus D = 0 geeft -64p* + 4096p — 25536 =0
p?—64p+399=0
D=(-64)>—4-1-399 = 2500

64 —50 64 + 50
= = = :5
5 7vp > 7
y
B
N
3 3
3
D E
A
X

In ADON is sin(£DON) = g—]]\\; =3 geeft ZDON = 36,86...°.

De hoek tussen de raaklijnen is 2 - 36,86...° = 74°.

d Een pv vanc,is x=3cos(f) A y=>5+3sin(?).

Het midden van P(3cos(#), 5 + 3sin(?)) en C(4,0) is
3cos() +4 5+ 3sin(f) + 0
Q( °°S(2) ] S‘;( ) ) = (2 + 1 cos(1), 2% + 1Lsin(2)).
Dus Q ligt op de cirkel (x —2)2+ (y— 21 ) =21
X2 —4x+4+)2—5p+ 65 =0k
$#+)y2—4x—59+8=0
Dus ¢;: x2 +y2 —dx— Sy + 8 =0,
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@ Een pv van ¢; is x =4 + 2cos(f) A y=-3 + 2sin(?).

Het midden van P(4 + 2cos(#), -3 + 2sin(7)) en 4(0,-6) is
(4 + 20(;5(1) + 0’ -3+ ZS;n(t) - 6) o0+ cos(t),—4% + sin().

Het midden van P(4 + 2cqs(t),~3 + 2sin(¢)) en B(6,0) is

R(4 + 20025(1) + 6’ -3+ 2s;n(z‘) + 0) _ R(5 + cos(d), _1% +sin(h).

Het midden van P(4 + 200§(t), -3+ 2sin(f)) en O1is

S(4 * 20()28(t) * 0, 3 2S;n([) * 0) = S(2 + cos(?),~ 13 + sin(#).

Het punt T is het midden van zude OR, dus

{05 ¥ el) TS0 S0y i)

Het zwaartepunt ligt op de zwaartelijn ST zo, dat geldt 7Z:SZ = 1:2, dus
7 2+ (3% + cos( )) +1-(2+ cos(t)) 2+ (-3 +sin(®) + 1- (-15 + sin(z))
3

) = Z(3 + cos(f),-25 + sin(?))
Dus z ligt op de 01rkel G-32+(y+2y =1
2 6x+9+ )2 +5p+6k=1
X2 +y2—6x+ 5y + 145 =
Dus ¢;: x2 + 2 — 6x + 5y + 145 = 0.

@ a x—3y=gqggeeft3y=x—gq, dusy=%x—%q.
Substitutie van y = fx — 1q in x2 + % + 2x + 4y — 5 = 0 geeft
2 (g 24 () =50
i -Zgx+iP+ 2+ 13x—15¢-5=0

1532 + (37 —Jg)x +5¢° ~ 134 =5=10
10x2+ (30 —2g)x +g> — 12g—45=0
D=(30-29)2 —4-10- (¢ — 12g — 45) = 900 — 120g + 4q2 — 40¢? + 480g + 1800 = -3642 + 360g + 2700
Raken, dus D = 0 geeft -36¢> + 360g + 2700 =0
g>—10g—75=0
(g+5)g—15)=0
g=-5vg=15
b 3x+y=pgeefty=-3x+p
Substitutie van y =-3x + p inx? +»? + px + 4y — 5 =0 geeft
2+ (Bx+p)P+px+4-(3x+p)—-5=0
K+ —6px+pr+tpx—12x+4p—5=0
10x2+ (12 =5px +p*+4p—5=0
D=(-12-5p) —4-10- (p? + 4p — 5) = 144 + 120p + 25p* — 40p? — 160p + 200 =-15p* — 40p + 344
Raken dus D < 0 geeft-15p? — 40p + 344 <0
Voer in y, =-15x% — 40x + 344.
Optie zero geeft x =-6,30 en x = 3,64.

D

—6,37 \3,64 P

D <0 geeft p<-6,30 v p>3,64
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Bladzijde 197
@ a In AONMis ON? + OM? = MN?

ON?+ 52 =132
ON?=169 — 25 = 144
ON=12

O(OPNM)=1-(4+9)-12=78

b In AONM is ON? + OM? = MN?
ON? + (r=s5)* = (r + )2
G
ON?=r2+2rs + 52— (r2 — 2rs + %)

ON? = 4rs
ON=2\frs

O(OPNM) =7 - (r +5) - 2\Jrs = (r + s)Jrs

¢ In AONM is QM? + ON? = MN?

(r — 5)*> + OP? = MN?
(r—s5)>+152=252
(r—s)>=625-225
(r—s5)?=400
r—s=20

MN =25 geeftr +s=25

r+s=25

r—s=20

— ol
P2 }22%+s=25
s=2%
Dus r =22} ens =25
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