B

mM
2
®)
=
>

L]
=
| ==
- o
e
Ve







Getal & Ruimte
vwo B deel 3

Twaalfde editie, 2021 Auteurs

Noordhoff J.H. Dijkhuis
Groningen G. de Jong
H.J.Houwing
J.D.Kuis
F. ten Klooster
S.K.A.de Waal
J.van Braak
J.M.H. Liesting-Maas
M. Wieringa
R.D.Hiele
J.E.Romkes
M. Haneveld
S. Voets
M. Vos
J.M.M.van Haren
B.W.van Laarhoven
R.Meijerink
E. Terlaak

© Noordhoff Uitgevers by



Voorwoord

Aan de docent,

Het boek vwo B deel 3

Samen met de delen 1, 2 en 4 van vwo wiskunde B bevat dit boek de leerstof van
het programma vwo wiskunde B, zoals dat met ingang van 2015 is vastgesteld.
De totale studielast van het vak vwo wiskunde B is 600 uur. De delen 1, 2, 3 en 4
bevatten samen 17 hoofdstukken.

Deel 3 is bestemd voor het vijfde leerjaar. Afthankelijk van de verdeling van de
studielast over de leerjaren vier, vijf en zes zal in het vijfde leerjaar eerst vwo B
deel 2 moeten worden afgehandeld. Na deel 3 wordt in het zesde leerjaar nog
deel 4 doorgewerkt.

In de vijf hoofdstukken van dit boek, die elk een studielast van ongeveer 30 uur
hebben, komen de volgende (sub)domeinen aan de orde.

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies: B Functies, graficken en
vergelijkingen en C2 Technieken voor differentiéren.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren: E2 Algebraische methoden in de vlakke
meetkunde en E3 Vectoren en inproduct.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening: C3 Integraalrekening.

Hoofdstuk 12 Goniometrische formules: D Goniometrische functies en E3
Vectoren en inproduct.

Hoofdstuk K Voortgezette integraalrekening: F Keuzeonderwerpen.

Bespreking van de hoofdstukken

In hoofdstuk 9 worden de rekenregels voor logaritmen bewezen en gebruikt,
bijvoorbeeld bij het oplossen van vergelijkingen. In de tweede helft van het
hoofdstuk komen het getal e en de natuurlijke logaritme aan de orde, waarbij ook
de afgeleiden van exponentiéle en logaritmische functies worden behandeld.

In hoofdstuk 10 worden vectoren gebruikt in allerlei situaties, zoals bij rotaties,
voorstellingen van lijnen, berekeningen van hocken en bij berekeningen bij
snelheid en versnelling.

In hoofdstuk 11 wordt eerst het begrip primitieve functic behandeld. Hiermee
worden oppervlakten en inhouden berekend. Aan het eind van paragraaf 11.3
worden integralen ook numeriek berekend, en in de laatste paragraaf komen
enkele toepassingen van integralen aan de orde, zoals snelheid en versnelling.

In hoofdstuk 12 wordt gerekend met goniometrische formules bij vergelijkingen,
herleidingen, symmetrie en primitiveren. Ook de eenparige cirkelbewegingen en
de harmonische trillingen ontbreken niet. De bewegingsvergelijkingen komen
opnieuw aan de orde, maar nu met goniometrische formules.

In het keuzehoofdstuk K worden de substitutiemethode en het partieel integreren
aangeboden. Ook komen cyclometrische functies aan de orde, en het berckenen
van primitieven met behulp van breuksplitsen.

Men is vrij om een ander keuzeonderwerp te kiezen en hoofdstuk K over te slaan.
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Opbouw

De opbouw in deel 3 is dezelfde als in de delen 1 en 2. Elk hoofdstuk heeft een
begin- en eindopdracht en een paragraaf Voorkennis. De oriéntatie-opgaven staan
voor clke nicuwe theorie en activeren het denken over cen nicuw wiskundig
begrip. Ook de reflectie-opgaven spelen een belangrijke rol bij het activeren van
een wiskundige denkhouding. Naast de gewone opgaven zijn er nog de
afsluitende opgaven en de extra opgaven. De afsluitende opgaven geven het
beoogde eindniveau aan. De extra opgaven doorbreken de standaardaanpak en
activeren zo het wiskundig denken.

Elke paragraaf wordt afgesloten met een Terugblik, aan het eind van elk
hoofdstuk staat een Diagnostische toets en achterin het boek staan de Gemengde
opgaven.

Drie leerroutes

In deze editie wordt gewerkt met drie leerroutes: de basisroute, de middenroute
en de uitdagende route. De theorie is voor alle routes gelijk. Bij de opgaven zijn
de routes aangegeven met symbolen. Een gevolg van het werken met deze routes
is dat leerlingen niet alle aangeboden opgaven hoeven te maken. De routes zijn
zo samengesteld, dat alle leerlingen in hetzelfde tempo het hoofdstuk
doorwerken. Nieuwe theorie kan dus klassikaal aan de orde komen.

De basisroute geeft de leerling voldoende oefening om zich alle vaardigheden die
bij de eindtermen horen eigen te maken.

In de middenroute worden enkele oefenopgaven overgeslagen en in plaats
hiervan maakt de leerling opgaven die dieper op de stof ingaan.

De uitdagende route is voor de leerlingen die de basisstof snel oppikken. Deze
leerlingen maken nog minder oefenopgaven. Zo komt er tijd vrij om aan
uitdagende opgaven te werken.

Getal en Ruimte online

Alle opgaven kunnen ook digitaal worden gemaakt. Daarbij krijgt de leerling
zoveel mogelijk gepaste feedback. Ook kan de leerling in de digitale omgeving
uitwerkingen bekijken.

Het docentenmateriaal bevat per hoofdstuk een studiewijzer waarin bovendien de
routes overzichtelijk zijn weergegeven. De studiewijzer kan naar eigen inzicht
worden aangepast. Verder is presentatiemateriaal aanwezig en zijn bij elk
hoofdstuk toetsopgaven opgenomen. Behalve een bundel waaruit zelf een toets is
samen te stellen, is ook een kant en klare toets (voor ongeveer 75 minuten)
opgenomen. In het online materiaal voor de leerlingen staat bij elk hoofdstuk een
oefentoets.

Zoals altijd stellen we op- en aanmerkingen van gebruikers zeer op prijs.

zomer 2020
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Legenda

Voorkennis

Kennis van enkele onderwerpen uit
een voorgaand hoofdstuk die je paraat
moet hebben.

Oriéntatie-opgave
Opgave waarmee je je oriénteert op
de theorie erna.

Gewone opgave
Na de theorie ga je oefenen met de
gewone opgaven.

Reflectie-opgave

In een reflectie-opgave kijk je nog
eens terug op een voorgaand
probleem.

Afsluitende opgave
De afsluitende opgaven geven het
beoogde beheersingsniveau aan.

Extra opgave
Opgaven waarmee je extra wordt
uitgedaagd.

Route-aanduiding
Basisroute

Middenroute
Uitdagende route

NB De symbolen van de route-
aanduiding kunnen in combinaties
voorkomen.

Opgaven zonder route-aanduiding
In de Diagnostische toets en in de
Gemengde opgaven hebben opgaven
geen route-aanduiding.

[»cr] Verwijzing naar een module van
de GR-handleiding.

[»werkeLAD] Verwijzing naar een
werkblad.
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Exponentiele en
logaritmische
functies

Wat leer je?

De rekenregels voor logaritmen gebruiken.
Groeipercentages omzetten naar een andere tijdseenheid.
Rekenen met verdubbelingstijden en halveringstijden.
Werken met e-machten en natuurlijke logaritmen.
Exponentiéle en logaritmische functies differentiéren.
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Beginopdracht Medicijnspiegel

Bij sommige medicijnen moct cen spicgel worden opgebouwd. Dat wil
zeggen dat er in het bloed voortdurend een zekere concentratie van de
werkzame stof aanwezig moet zijn voor een optimale werking. [s deze
concentratie te laag, dan is de werking niet voldoende. Maar is de
concentratie te hoog, dan kan dit allerlei vervelende bijwerkingen geven.
Je bekijkt in deze opdracht de situatie dat er in het lichaam tussen 500 en
650 mg van een medicijn aanwezig moet zijn voor een optimale
werking. De hoeveelheid medicijn mag dus niet zakken onder 500 mg en
niet komen boven 650 mg. Het is wel toegestaan dat in het begin een
oplaaddosis wordt ingenomen die meer is dan 650 mg. Deze moet wel
minder zijn dan 1000 mg.

Het medicijn wordt door het lichaam afgebroken en ook neemt de
hoeveelheid mediciyn in het lichaam af door uitscheiding. Elk etmaal
verdwijnt 40% van het medicijn en deze afname verloopt exponentieel.
Je onderzoekt verschillende procedures van medicijninname. Een
procedure is juist als er op den duur steeds tussen 500 en 650 mg
medicijn in het lichaam aanwezig is.

We bekijken eerst de volgende procedure. M
De patiént neemt één keer per dag het medicijn
in en begint met een oplaaddosis van 830 mg. 800
Daarna neemt de patiént steeds 24 uur later een
onderhoudsdosis van 150 mg. 600 L
In de figuur hiernaast zie je het verloop van de
hoeveelheid medicijn M in het lichaam uitgezet 400 b
tegen de tijd ¢ in dagen.
Het is duidelijk dat deze procedure niet juist is. 200 |
* Onderzoek of er bij inname van één keer per
etmaal wel een juiste procedure mogelijk is. 05 : - t
Het medicijn kan ook twee keer per etmaal worden el Seg

ingenomen. Een exponentiéle afname met
groeifactor 0,6 per etmaal komt overeen met een
afname van 22,5% per 12 uur.

» Controleer dit percentage met een berekening,
* Onderzoek of er een juiste procedure mogelijk
is waarbij de patiént na een oplaaddosis eens
per 12 uur een vaste hoeveelheid van het

medicijn inneemt.

Er wordt besloten dat de patiént drie keer per

etmaal (dus om de acht uur) een vaste hoeveelheid van het medicijn

moet innemen.

¢ Onderzoek hoeveel mg per keer de patiént moet innemen. Geef ook
een advies voor de oplaaddosis.

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers by



Voorkennis De logaritme

Theorie A Logaritmen

’log(32) is de exponent van een macht met grondtal 2 waarmee de macht
gelijk is aan 32.

Omdat 32 =23, is %log(32) = 5.

Je noteert 2log(32) = 2log(2%) = 5.

En zo is log(r2s) = Slog(5%) = -3 en 5log(9) = log((3)2) =-2.

Algemeen geldt:

€log(g”) = a

Voor het oplossen van logaritmische vergelijkingen gebruik je de
volgende regel.

Uit slog(x) = y volgt x = gv.

Dus

log(x) = 4 geeft x =24=16,
“log(x) =-3 geeft x=(3)>=8 en
3log(2x — 5) =0 geeft 2x —5=13°

2x—5=1
2%=6
x=3
Bereken.
a Zlog(64) d log(1)
b log(z;) e log(y)
¢ 6log(61/6) t Jlog(z\/3)
Los exact op.
a Jlog(x)=5 d :log(3x+4)=-2
b *log(3x+7)=4 e 3+2log(5—15x)=0
c 5+3logx+3)=7 f 4-2 3logx)=3

© Noordhoff Uitgevers by Voorkennis De logaritme 9
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9.1 Rekenregels voor logaritmen

Voor a >0 is 27g@ =g,
a Licht dit toe.
b 27°¢@ =g is een voorbeeld van de regel g'°e® =y,
Licht toe hoe deze regel ook volgt uit #log(x) = y geeft x = g”.

Theorie A Herleiden van logaritmen

De formule g“°¢*) = x van opgave 1 gebruiken we om de rekenregels
voor logaritmen te bewijzen.

Voorg>0,g#1,a>0en b > 0 geldt
flog(a) + £log(b) = *log(ab)

*log(a) — *log(b) = *‘*’log(;—l)
p * &log(a) = flog(a’)

De rekenregel #log(a) + 2log(b) = flog(ab) bewijs je als volgt
met behulp van de rekenregels voor machten en g 1°g® = x,

gglog(a)+5’]0g(b) — gslog(a) " géflog(b) =qg-bh= gglog(m’))’ dus

— -
flog(a) + &log(b) = &log(ab). | g*=g’geeftA=B

De andere rekenregels bewijs je in opgave 6.

Om een getal als logaritme te schrijven, gebruik je a = ¢log(g?).
Zo is 5 bijvoorbeeld te schrijven als 2log(2°).

Het is gebruikelijk om bij '°log het grondtal 10 niet

te noteren,

Dus log(10000) = log(10%) = 4 en -2 = log(102) = log(155).

| log(a) = log(a)

Definities van logaritme

Je weet glog(x) = y betekent x = g”. Hieruit volgt flog(g") = v en ook g1°e®) = x,

In deze opzet is flog(x) = y betekent x = g~ als definitie gekozen.

Omdat de andere twee formules hicraan gelijkwaardig zijn, is het ook mogelijk om
elk van deze twee als definitie te nemen.

Vervolgopleidingen nemen meestal g °8™) = x als definitie van logaritme.

Hoofdstuk 9 Exponentigle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers by
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Voorbeeld

a Herleid 1 + 2 - *log(5) tot één logaritme.

b Herleid 4 — 3 - log(2) tot é¢én logaritme.

¢ Schrijf 2 - 2log(800) in de vorm a + *log(h) met a een zo groot
mogelijk geheel getal en b geheel.

Uitwerking

a 1+2-3log(5)=">log(3)+ 3log(5%) =3log(3) +3log(25) =
3log(3 + 25) ="log(75)

b 4—3-log(2)=log(10") —log(2*) = log(10000) — log(8) =
log(*%2%) = log(1250)

c 2 20g(800)=2 - log(32 + 25)=2 - (*log(32) + 3log(25)) =
2 - (5 +2log(25)) = 10 + 2 - 2log(25) = 10 + 2log(252) =
10 + *log(625)

Zie voorbeeld c.
Schrijf 2 - 2log(800) in de vorm p + g - *log(r) met p een zo groot
mogelijk geheel getal en » een zo klein mogelijk geheel getal.

Herleid tot ¢én logaritme.

a 2log(6) + 2log(10) d :log(15)—4 - :log(3)
b ‘log(30) — *log(6) e -2 - 4log(6) + *og(12)
c 2 - log(3) + log(3) f log(50) — 2 - log(5)
Herleid tot ¢én logaritme.

a 4+ 2log(3) d Zlog(12) —3log(9)

b 3—:log(10) e ©-3log(16)+:log(8)
¢ 2—log(3) f log(500) —°log(125)

Bereken exact.
a log(6) + *log(15) ¢ 2log(27)+3 - 2log(z)

b Slog(2) — °log(50) d 2 - “log(6) —2 - “log(3)
Vul in. - .

a g*los@)—*log) — - === g~ dus flog(a) — flog(h) = 3log(5>.

b g7 = (g) = .= g, dus p - log(a) = *log(a”).

Herleid tot één logaritme.

a ’log(a) + 3 - log(h) d 2 —"log(a)

b 5 log(a)—2 - log(h) e ®log(a)—1

¢ 2+ 3log(a) £ 2-Slog(b)+3 - Slog(a)

© Noordhoff Uitgevers by 9.1 Rekenregels voor logaritmen 11
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Schrijf in de vorm a + #log(b) met a een zo groot mogelijk geheel getal
en b geheel.

log(600)

’log(24)

4 - og(54)

2 - 3log(1250)

log(1600) — 1

7 + 2log(1600)

=M A N oA

De grafiek van de functie 7(x) = 3log(x) wordt ten opzichte van de y-as

met 81 vermenigvuldigd. Zo ontstaat de grafiek van de functie g.

Het functievoorschrift van g kan geschreven worden in de vorm

g(x) = a + log(x).

a Bereken a.

b Met welke translatie van de gratiek van fhad je de grafiek van g ook
kunnen krijgen?

a Welke translatic levert bij de grafick van de functie f(x) = 2log(x)
dezelfde beeldgrafiek op als de vermenigvuldiging ten opzichte van
de y-as met 357

b Welke vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as levert bij de grafiek
van f(x) = log(x) dezelfde beeldgrafiek op als de translatie (0, 3)?

De grafick van de functie g ontstaat vit de grafick van de functie

f(x) ="log(x) bij de translatie (3, 0) gevolgd door de vermenigvuldiging

ten opzichte van de y-as met 3.

Het functievoorschrift van g is te schrijven in de vorm g(x) = p + log(x + g).
Bereken p en g.

Op de grafiek van de functie f(x) = 3* wordt eerst de translatie (a, 0)
toegepast en vervolgens de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as
met b. Hierdoor ontstaat de grafick van de functie g(x) =81 - 27~

Op de grafiek van de functie 4(x) = *log(x) wordt dezelfde transformatie
tocgepast als op de grafick van f. Hierdoor ontstaat de grafick van de
functie k. Het functievoorschrift van £ is te schrijven in de vorm
k(x)=p +log(x + q).

Bereken p en g.

Gegeven is de vergelijking *log(x + 1) = 3 + %log(3).

a Herleid 3 + *log(3) tot één logaritme.
b Los de vergelijking *log(x + 1) = 3 + *log(3) exact op.

Hoofdstuk 9 Exponentigle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers by



Theorie B Vergelijkingen van de vorm €log(A) = élog(B)

Bij het exact oplossen van logaritmische vergelijkingen zoals

2log(x + 1) = 3 + 2log(3) in opgave 13, werk je toe naar cen vorm waarin
het linker- en rechterlid als logaritme met hetzelfde grondtal zijn
geschreven. Daarna gebruik je:

£log(A) = €log(B)geeft A= B

Om toe te werken naar de vorm #log(4) = log(B) gebruik je de
rekenregels voor logaritmen.

Bij de vergelijking *log(x + 1) + Zlog(x — 1) = 2log(2x + 7) krijg je
Zlog((x + 1)(x — 1)) = Zlog(2x +7)

Ylog(x* — 1) ="log(2x + 7)

22— 1=2%+7

X =2x—8=0

(r+2)x—4)=0

x=-2vx=4

Invullen van x = -2 in de oorspronkelijke vergelijking geeft
log(-1) + *log(-3) = *log(3). Omdat *log(-1) en *log(-3) niet
gedefinieerd zijn, is x = -2 geen oplossing.

Invullen van x = 4 geeft *log(5) + *log(3) = *log(15) en dit klopt.
Dus x = 4 voldoet.

Door de rekenregels voor logaritmen te gebruiken is een oplossing
ingevoerd. Controleer daarom bij het oplossen van logaritmische
vergelijkingen of de gevonden waarden van x
voldoen. Het is daarvoor voldoende om na te gaan
of de logaritmen voor de gevonden waarden
gedefinieerd zijn.

Ik heb liever
dat u niets zegt,
want dan weet ik dat
midn oplossing
Afspraak bij het oplossen van vergelijkingen
In het geval een gevonden waarde niet voldoet,

noteer je vold. niet.

© Noordhoff Uitgevers by 9.1 Rekenregels voor logaritmen
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Voorbeeld

Los exact op.

a ‘log(x—2)=1+4"-3log(2)
b 1+2-2log(x)=">2log(5x+3)

Uitwerking

a 3log(x—2)=1+4"-3log(2)
Slog(x — 2) =3log(3) + 3log(2%)
Slog(x — 2) =3log(3) + *log(16)
Slog(x — 2) =1log(3 * 16)
Slog(x — 2) =3log(48)
x—2=48
x =230

b 1-+2-2log(x)="log(5x + 3)
’log(2) + *log(x?) = *log(5x + 3)
log(2x?) = *log(5x + 3)
2x2=5x+3
22 =5x—3=0
D=(-52-4-2--3=49

B B

% —szx 7

4
vold. niet

[

Dat x = 3 voldoet hoef je niet te noteren.

Los exact op.
o a “log(x) =3 - *log(2) — 2 - “log(3)
b Zlog(x) =4 —2log(3)
¢ Zlog(x +3) =3+ %log(x)
d 3log(2x) =1 +3log(x + 1)

Bereken exact de oplossingen.
BO  q 5-log(x)=>5 — log(3125)

b :log(2x— 1)=2 +:log(x +2)

¢ Jlog(x +2)=1—3log(x)

d 2 log(x)+1="3log(5x — 2)

._ Los exact op.
OO* q Slog(x)=2+1 - Slog(3)
b Slog(x+4)+1=2"-3log(x—2)
¢ Zlog(2x) — 2log(x + 3) =2log(x) — 2
d ‘log(x) =2 —Jlog(x — 1)

14 Hoofdstuk 9 Exponentigle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers by



Ok

De grafiek van de functie /(x) = 2log(x) wordt eerst vermenigvuldigd ten
opzichte van de x-as met ¢ en vervolgens vermenigvuldigd ten opzichte
van de y-as met b. Hierdoor ontstaat de grafick van de functic
g(x)=-5+10 - *log(x).

Bereken a en b.

"log(a)

"log(g)

Ga uit van p"°¢® = g en verhef het linker- en rechterlid tot de macht
flog(a). Je krijgt ploel®) -#log@ = g

a Toon dit aan.

b Schrijf a als macht met grondtal p en maak het bewijs af.

In deze opgave bewijs je de regel log(a) =

Theorie C Overgaan op ander grondtal

1 {8 hiebiis desepslelontalm— ol
n opgave eb je de regel flog(a) = Plog(g ewezen.
Met deze regel ga je over van het grondtal g op het grondtal p.
%log(5) log(5)
Zois?l = aar bij 1d ook %1 = :
o 1s “log(5) Tog(2) maar bijvoorbeeld ook “log(5) log(2)
Ga je bij *log(x) over op grondtal 3, dan krijg je
1 ‘log(x)  ’log(x) ’log(x)
slog(x) = = = =-3log(x).
B Sogd)  TlogB) -l 8
; flog(x log(x flog(x
Algemeen is slog(x) = gb) _ Floglr) _ Flog( )=—glog(x).

fdog(k) cloggh) -1

% Plog(a)
02@ = 310g(e)

en log(a) = -*log(a)

Je kunt nu de vergelijking 3log(x + 1) = 3log(5) — Tlog(x) exact oplossen.
Dat gaat als volgt.

Ylog(x + 1) =>log(5) —*log(x)

log(x + 1) =3log(5) + *log(x)

Slog(x + 1) = log(5x)

x+1=5x
4x=-1

Bij het exact oplossen van de vergelijking *log(x) = *log(x — 2) ga je bij
“log(x) over op grondtal 2. Zie het voorbeeld op de volgende bladzijde.
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Voorbeeld
Los exact op.
a 2 Zog(x)+:log(x+6)=0

Uitwerking

a 2 - 2log(x)+:log(x+6)=0
2log(x?) — 2log(x + 6)=0
2log(x?) =2log(x + 6)
X*=x+6
¥-x—-6=0
(x+2)(x—3)=0
x=-2 v x=3
vold. niet

b “log(x) = 2log(x — 2)

b “log(x)="log(x—2)

“log(x) _ _
Plog(d) Zlog(x—2)
2

]og(x) =2log(x —2)

Ylog(x)=2 * *log(x — 2)
*log(x) = *log((x = 2))
x=(x—2)
x=x>—4x+4
xX*=5x+4=0
x—1Dx—4)=0

x=1 v x=4

vold. niet

Je kunt de vergelijking van voorbeeld b ook oplossen door direct
BOX af te stappen van de logaritmen. Stel “log(x) = a en 2log(x — 2) = b,

Er geldtdana=b,x=4%enx=2"+2,

a Licht dit toe.

b Gebruik a = b, x = 4% en x = 2° + 2 om de vergelijking van

voorbeeld b op te lossen.

Napier

De Schotse landheer John Napier (1550-1617) heeft het
begrip logaritme ingevoerd. Bij het zocken naar een methode
om het vermenigvuldigen van getallen te verecenvoudigen,
kwam hij op het idee om met exponenten te werken, waardoor
bijvoorbeeld de vermenigvuldiging 32 x 256 is om te zetten
in de optelling van de exponenten 5 en 8, immers 32 x 256 =

25 % 28:25-%8:213‘

Om deze rekenmethode zinvol te kunnen toepassen, heeft
Napier lange tabellen gemaakt van getallen met de bijbehorende

exponenten van machten met het grondtal 2, ook voor minder
mooie getallen. Na jaren rekenwerk publiceerde hij in 1614

deze exponenten die hij logaritmen noemde.

16 Hoofdstuk 9 Exponentigle en logaritmische functies
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Los exact op.

3log(3x — 5) +log(x — 1)=0
Slog(3x) +2 + flog(x) =0

2x - 7log(3x + 5) =7log(3x + 5)
’log(x) = *log(x + 20)

Ooe

a N o

~.+_ Los exact op.

BOO* a -2 - log(x) =2 +2log(3 —x)
b °log(2x) =‘log(x — 4)
¢ 4x - ‘log2x—1)+3 * ‘log2x— 1)=0
d x2-Slog(2x+1)+9 - flog2x +1)=0

. Gegeven is de vergelijking *log*(x) = 2 « *log(x) + 15.
BO@%* Deze vergelijking los je op met de substitutie *log(x) = u.
Hiermee krijg je u=-3 enu =5.
Toon dit aan en geef de oplossing van de gegeven vergelijking.

Met *log’(x) wordt
(*log(x))? bedoeld.

=1 Los exact op.

OO* g 2log(x)=2 - 2log(x) + 3

logi(x +2)+3 - 7log(x +2) =0
2+ Hog¥(x) +2 =5 + Jlog(x)
Slog?(x) +3 -+ flog(x) +2=0

(- "I I -
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Terugblik

Rekenregels voor logaritmen

flog(a) + &log(b) = flog(ab)  #log(a) =

log(a) — #log(b) = 8log(%)
p - flog(a) = flog(a”)

Met deze rekenregels is bijvoorbeeld

log(100) + 4 - 2log(3) +:log(6) te herleiden tot é&én

logaritme. Je krijgt

“log(a) =~#log(a)

Plog(
Ploi(g gle@=gen
flog(g’)=a
| Ylog(a) = log(a) ]

2 +2log(3*) — %log(6) = *log(4) + log(81) — *log(6) =

2log(%) =2log(54).

Je kunt 2log(54) schrijven in de vorm a + %log(b) met a een
zo groot mogelijk geheel getal en b geheel. Je krijgt
2log(54) =2log(2 - 27) =2log(2) +%log(27) =1 + *log(27).

Logaritmische vergelijkingen oplossen
« glog(4d) =B geeft 4 =g5
» flog(4) =%log(B) geeft 4 =8B

Controleer bij logaritmische vergelijkingen of voor de gevonden
waarden de logaritmen van de oorspronkelijke vergelijking bestaan.

Vergelijkingen zoals ?log(x - 2) = 3 - 2log(x)
“log(x —2) =3 —Zlog(x)

2log(x —2) + *log(x) =3

Ylog(x(x —2))=3

¥x—27=2

X?—-2x=8

X-2x—8=0

(r+2)x—4)=0

x=-2 v x=4

vold. niet

Vergelijkingen zoals 5log?(x) + Slog(x) -2 =0
Slog?(x) + Slog(x) —2=0

Stel *log(x) = u.

w+u—-2=0

(u—D(u+2)=0

u=lxg=—-1

log(x) =1 v Slog(x) =-2

A=V E=5z

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies

Vergelijkingen zoals log(x) = “log(x + 12)

*log(x) = *log(x + 12)
2log(x + 12)

08 105@)
log(x + 12
log(x) = —Og@; )

2 - Zog(x) = Hog(x + 12)
Hog(x?) = Zlog(x + 12)
Y=x+12
x*—-x—12=0(
(x+3)x—4)=0

x=-3 v x=4

vold. niet
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9.2 Exponentiéele en logaritmische
formules

Een bedrag B in euro’s neemt elk jaar met 5% toe. Op 1 januari 2020 is
het bedrag 1000 euro.
a Hoeveel is het bedrag op 1 januari 2021? En op 1 januari 2025?
b Bij B hoort cen formule van de vorm B = 1000 + g’. Hierin is 7 de tijd
in jaren met ¢ = 0 op 1 januari 2020.
Welk getal is g?
¢ Met hoeveel procent neemt het bedrag toe in de periode
1 januari 2020-1 januari 20257

Theorie A Groeifactoren en groeipercentages

In opgave 24 neemt het bedrag jaarlijks met 5% toe. Er is sprake van
exponentiéle groei met een groeipercentage van 5% per jaar. Bij een
groeipercentage van 5% per jaar hoort een groeifactor van 1,05 per jaar.

Bij exponentiéle groei

* wordt de hoeveelheid per tijdseenheid met hetzelfde getal
vermenigvuldigd, dit getal heet de groeifactor per tijdseenheid

* hoort een formule van de vorm V= b - g, hierin is g de groeifactor
per tijdseenheid en b de beginhoeveelheid.

Bij de formule N =b * g’ onderscheiden we twee gevallen. | &~ 0 lateobws buiten

. g >1 ‘
De grafick is stijgend. ze_sccfllouwmg.

s D=pg= | bls-i o
De grafiek is dalend. Ook in dit geval spreken we van cgimhoeveelheid,

. i dus b > 0.
exponentiéle groel, hoewel de namen exponentieel

verval en exponentiéle afname ook worden gebruikt.

Neemt een bedrag per jaar met 8% toe, dan is de groeifactor 1,08 per
jaar. Immers 100% + 8% = 108%, dus vermenigvuldigen met 1,08.

We noteren dit kort als g;,,. = 1,08.

Weet je omgekeerd dat de groeifactor per jaar 1,238 is, dan heb je te
maken met een procentuele toename van (1,238 — 1) « 100% =23.8%
per jaar.

Bij een jaarlijkse afname met 8,6% is de groeifactor 0,914 per jaar, want
100% — 8.6% = 91,4%, dus vermenigvuldigen met 0,914,

Omgekeerd hoort bij een groeifactor van 0,982 per jaar een procentuele
verandering van -1,8%, dus een afname van 1,8% per jaar.

Je kunt groeifactoren en groeipercentages omzetten naar een andere
tijdseenheid. Op de volgende bladzijde zie je hoe dat gaat.
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Een hoeveelheid groeit exponentieel met beginwaarde 100 en groeifactor
3 per uur.

EXPONENTIELE GROEI
ol v | 2 | 3 | 4 | s | e
N | 100 | 100 - 3! 100 - 32 100 - 33 100 - 34 100 - 33 100 - 36
=300 =900 =2700 = 8100 =24300 = 72900

Je ziet per 2 uur is de groeifactor 3?
per 3 uur is de groeifactor 3°

per n uur is de groeifactor 3"

Deze regel geldt ook voor niet—gehele waarden van n. NORH ORTJF AUTO REEEL RAD WN

Zo geldt dat per kwartier de groeifactor 31~ 1,316 s,

immers g, ... = 37 geeft g . = (37)* =3. T — 1316074013,
Per tien minuten is de groeifactor 3 ~ 1,201, IORU— 1.200936955,

immers &10 minuten — 3¢ geeft uur — (3 6)6 =3

Bij exponentiéle groei met groeifactor g per tijdseenheid
is de groeifactor per n tijdseenheden gelijk aan g".

Heb je te maken met een exponentiéle groei met een NORM DRIJF AUTO REEEL RAD HN n|

groeifactor van 0,6 per dag, dan is ]

s de groeifactor per week 0,6'Jr =~ 0’028 g 0.9279936,
‘ ak .6

+ de groeifactor per uur 0,6=0,979 0.9789405133

* de groeifactor per acht uur 0,6% ~0,843.

Om te berekenen wat het groeipercentage per dag is bij een
toename van 70% per week, ga je als volgt te werk.

Eweek — 1570

Laag = 1,707~ 1,079

Het groeipercentage per dag is 7,9%.

Bij exponentiéle groei gaat het omzetten van een groeipercentage
naar een andere tijdseenheid via groeifactoren.
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Voorbeeld

Een hoeveelheid neemt per zes uur met 18% toe.

Hoeveel procent is de toename per dag?
Hoeveel procent is de toename per uur?

Uitwerking

Een hoeveelheid neemt per kwartier met 12% toe.

b Hoeveel is de procentuele toename per vijf minuten?
¢ Hoeveel procent is de toename per vijf uur? Rond

86 uur — 1918

L= 1,184~=1,939

De toename is 93,9% per dag.
g6 uur — 1’18

g..= 1,18~ 1,028

De toename is 2,8% per uur.

Een hoeveelheid neemt per jaar met 12,7% toe.

Geef de groeifactor per jaar.

Een hoeveelheid neemt per maand met 6,8% af.

Geet de groeifactor per maand.

Bij een exponentiéle groei is de groeifactor 1,735 per maand.

Geeft het groeipercentage per maand.

Bij een exponentiéle groei is de groeifactor 0,845 per dag.
Met hoeveel procent neemt de hoeveelheid per dag af?
Bij een exponenti€le groei is de groeifactor 2,42 per jaar.

Geef het grocipercentage per jaar.
Een hoeveelheid neemt per dag met 0,7% af.
Geef de groeifactor per dag.

Hoeveel procent is de toename per uur?

af op gehelen.

| Rond percentages af

op één decimaal en
rond groeifactoren af
op drie decimalen,
tenzij anders gevraagd.

Bij een exponentiéle groei hoort een groeifactor van 1,3 per dag.

a Bereken het groeipercentage per week. Rond af op gehelen.

Bereken het groeipercentage per vier uur.

Een hoeveelheid neemt per dag met 16% af.

b Met hoeveel procent neemt de hoeveelheid per uur af?

Bereken de groeifactor per week.

¢ Bereken het groeipercentage per kwartier. Rond af op twee decimalen.
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a Een hoeveelheid neemt per uur met 19,5% af.

Hoeveel procent is de afname per kwartier?
b Eecn hoeveelheid neemt per jaar met 8,6% toe.

Hoeveel procent is de toename per 25 jaar? Rond af op gehelen.
¢ Een hoeveelheid neemt per week met 180% toe.

Bereken de groeifactor per dag.

Een hoeveelheid N neemt exponentieel toe. Op £ =3 is N = 1600
en op =10 is N =4100. Hierbjj is ¢ in uren.

4100
Er geldt g7 uur = 1600° ,
a Licht dit toe. Rond ook bij het
' 4100 opstellen van een
Uit g; 0 = volgt g, = 1,1438... groeiformule de

1600

b Toon dit aan groeifactor af op drie

decimalen, tenzij
Op t=0is N, afgerond op tientallen, 1070. anders gevraagd.
¢ Toon dit aan en schrijf de formule van N op. :

a Een bacteriesoort groeit exponentieel. Op ¢ =2 zijn er 150 miljoen
bacterién en op ¢ = 8 zijn dat er 1,250 miljard. Hierbij is ¢ in uren.
Stel de formule op van het aantal bacterién N in miljoenen.

b Een hoeveelheid radioactieve stof neemt exponentieel af.

Op t=5is er 0,60 gram en op = 8 is er 0,47 gram. Hierbij is ¢ in
dagen.
Stel de formule op van de hoeveelheid /7 in gram.

Bij het helen van een wond blijkt de wondoppervlakte de eerste week
exponentieel af te nemen.

De oppervlakte 4 van een wond was na drie dagen 31 mm? en na een
week 11 mm®.

Wat was de oppervlakte van de wond na 60 uur?

Het aantal inwoners van Sencgal wordt
gegeven door de formule N=17.0 - 1,031".
Hierin is NV in miljoenen en ¢ de tijd in jaren
met £=0 op | januari 2019.

a Na hoeveel jaar is het aantal inwoners
verdubbeld ten opzichte van 1 januari
20197

b Op 1 januari 2010 had Senegal
12,9 miljoen inwoners.

Hoeveel jaar na 1 januari 2010 is dit
aantal verdubbeld? Ga uit van een
groeipercentage van 3,1% per jaar.
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Theorie B Verdubbelingstijd en halveringstijd

De groei van een bevolking wordt vaak gegeven met een
groeipercentage. De sterkte van de groei is hiermee niet
voor iedereen goed in te schatten. Met de
verdubbelingstijd krijg je een betere indruk van de groei. | Dus de

Bij een groei van 3,5% per jaar bereken je de verdubbelingstijd is
verdubbelingstijd 7 door de vergelijking 1,0357 =2 op te onafhankelijk van b.
lossen. Hierbij gebruik je de regel g = a geeft x = ¢log(a).
Je krijgt T="10g(2).

De GR heeft een toets log (TI en Casio) of LOG (HP) NORM ORXJF AUTO REEEL RAD HN
waarbij grondtal 10 hoort. Bij de TT en HP kun je met 109(2.1.035)
deze toets ook logaritmen met een ander grondtal S e il ik
berekenen. Voor het berekenen van “%3log(2) tik je in
log(2, 1.035). Bij de Casio gebruik je de optie logab uit |Los(z.1.035) 20.148791684

het OPTN-CALC-menu. Je krijgt 7= 1-55log(2) ~ 20,1.
Dus bij een groei van 3,5% per jaar is de verdubbelingstijd
iets meer dan 20 jaar.

’ 0 ; A ) potns i

De verdubbelingstijd is de tijd waarin een hoeveelheid |O
verdubbelt bij exponentiéle groei. ‘
Bij groeifactor g bereken je de verdubbelingstijd 7 door de
vergelijking g’ = 2 op te lossen.

Bij exponentiéle afname is het begrip halveringstijd van belang.
De halveringstijd is de tijd waarin een hoeveelheid gehalveerd wordt.
Bij groeifactor g bereken je de halveringstijd 7 door de vergelijking

g” =3 op te lossen,

Voorbeeld
Een hoeveelheid neemt jaarlijks met 12% af.
Bereken de halveringstijd in maanden nauwkeurig.

Uitwerking

B 0508

0,887=1

T=088]0g(3) = 5,422...

De halveringstijd is 5 jaar en 0,422... -+ 12 ~ 5 maanden.

a Een hoeveelheid neemt jaarlijks met 13,1% toe.
Bereken de verdubbelingstijd in maanden nauwkeurig.

b Een hoeveelheid neemt wekelijks met 8,5% af.
Bereken de halveringstijd in dagen nauwkeurig.
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a De bevolking van Oeganda neemt jaarlijks met 3,25% toe.
Bereken de verdubbelingstijd in jaren nauwkeurig.

b De bevolking van de VS groeit clke tien jaar met 8,1%.
Bereken de verdubbelingstijd in jaren nauwkeurig.

a Een hoeveelheid verdubbelt elke 25 jaar.
Bereken het groeipercentage per jaar.

b De radioactieve stof strontium-90 heeft een halveringstijd van 28 jaar.
Bereken met hoeveel procent de hoeveelheid radioactieve stof per jaar
afneemt.

De radioactieve stof jodium-131 ontstaat bij een kernexplosie.
De hoeveelheid radioactieve stof neemt met 8,3% per dag af.

a Bereken de halveringstijd.

b Na hoeveel dagen is nog 10% van de beginhoeveelheid over?

Bij het zuiveren van afvalwater gebruikt
men het begrip biochemisch
zuurstofverbruik (BZV) als maat voor de
verontreiniging van het water met
organisch materiaal. In deze opgave gaan
we uit van huishoudelijk afvalwater met
cen BZV van 300 mg/liter. Dat wil zeggen
dat er 300 mg zuurstof nodig is om é¢én
liter van het afvalwater te zuiveren. Bij de
zuivering van het afvalwater zal het BZV
dus afnemen: hoe schoner het water, des te lager het BZV. Omdat deze
zuivering door micro-organismen wordt verricht, is de afname van het
BZV afhankelijk van de temperatuur. Bij lage temperaturen zijn de
micro-organismen minder actief.
a Bij een temperatuur van 20°C neemt het BZV met 19% per dag af.
Met hoeveel procent neemt het BZV per week af?
b Bij cen temperatuur van 10°C neemt het BZV met 62% per weck af.
Met hoeveel procent neemt het BZV per dag af?

In een zuiveringsinstallatie vindt de zuivering plaats bij een temperatuur
van 15°C. De afname is dan 15,5% per dag.

¢ Stel de formule op van het BZV na ¢ dagen zuiveren.

d Bercken in uren nauwkeurig de halveringstijd van het BZV,

e Bereken na hoeveel dagen zuiveren het BZV is afgenomen tot 10 mg/liter.

Voor de halveringstijd / in dagen van het BZV hanteert men de formule

h=17,60,96". Hierin is T de temperatuur in °C.

f Controleer deze formule met een berekening voor temperaturen van
10°C en 20°C.
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| De formule y = 2" is om te werken tot x = 1 + *log().
O@* Toon dit aan.

Theorie C Exponentiéle en logaritmische formules omwerken

Je kunt de formule N =5 * 2~ ! omwerken tot een formule van de vorm
t = a + *log(cN). Dat gaat als volgt.

N=7F» 1 Verwissel beide leden.
56 o=l 7 Deel beide leden door 5.
2071=0,2N Pas toe g* = a geeft x = &log(a).

t— 1 ="log(0,2N)
t=1+2log(0,2N)

Bij het omwerken van de formule 7 = 1 + *log(0,2N) tot een formule van
de vorm 7 =a + b - log(N) ga je als volgt te werk.

=1+ zlog(O,QN) glog(ab) = glog(a) =& g]og(b) NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN
lo 1+109(0.2.2) i

g e Zlog(ojz) o 210g(N') Elog(N) s g(N) e 1.321928095
log(2) 3.321928095

log)  logN) 1
log?)  log2) log@) &M

t~-1,32+ 3,32 - log(N)
Dus t=-1,32 + 3,32 * log(N).

t=1+2log(0,2) +

Je kunt de formule y = ;— * ?log(x) — 2 omwerken tot een formule van de

vorm x = b + g¥. Dat gaat als volgt.
=3 log(x) =2

L 2og(x) =y +2

Ylog(x)=3y+6 £log(x) =y geeftx = g”
x=2t6=2¥ . 26 =026 (DY =64 - §
Dusx=64 - .

Bij het omwerken van de formule x = 64 - 8 tot een formule van de
vorm x = b + 109 ga je als volgt te werk.

x=64-8 8= 10:®

x =64 (10°®y

x= 64 - (109993

x = 64 10090

Dus x =64« 10%99%,
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Zie de theorie.

Werk de formule 7= 1 + 2log(0,2N) om tot de vorm 7 = b - log(cN).
Rond b af op twee decimalen.

Werk de formule 7= 1 + 2log(0,2N) om tot de vorm = a + b - 3log(N).
Rond a en b af op twee decimalen,

Werk de formule x = 64 - 8 om tot de vorm x =5 - 3%, Rond ¢ af op
drie decimalen,

Werk de formule N =34 - 3%*3 om tot de vorm ¢ = a + b - *log(N).
Rond a af op twee decimalen.

Herleid de formule y = 13 - 23~ ! tot de vorm x = b -+ *log(cy). Rond b
en ¢ af op twee decimalen.

Werk de formule y = 3 - log(x) — 5 om tot de vorm x = b5 - 10%. Rond
b en ¢ af op twee decimalen.

Herleid de formule K =1 — 3 - 3log(2v) tot de vorm v = b - g,

Schrijf de formule *log(47— 1)=5N+3 inde vorm t=a + b - 10V,
Rond c af op twee decimalen.

Herleid de formule M =14 - 1,3*¥ "3 tot de vorm N =a + b - log(M).
Rond a en b af op twee decimalen,

Schrijf de formule w =125 - log(37 + 15) — 8 in de vorm
T=a+b-g" Rond b en g af op drie decimalen.

Werk de formule p =10 - 5%1973 om tot de vorm ¢ = b - log(cp).
Rond b af op twee decimalen.

Gegeven zijn de functies f(x) =2log(x) en y
g,(x) =2log(x+/x) + a. In de figuur hiernaast zie je de g,

graficken van fen g |.

De grafieken van f'en g, snijden elkaar in het punt S,
Druk de codrdinaten van S, uit in a. .
De grafiek van g, snijdt de x-as in het punt 4,. De o

verticale lijn door 4, snijdt de grafiek van f'in het //

punt B,
Bereken exact voor welke @ de lengte van het lijnstuk ~ figuur 9.1
A,B, gelijk is aan 4.

Er is een waarde van a waarvoor de grafick van g™

de y-as snijdt in het punt (0, 64).

Stel bij deze waarde van a het functievoorschrift op van g, ™.

Schrijf de formule *log(N) =-1,9 + 0,3 * *log() in de vorm 7 = aN®.
* Rond a af op gehelen en b op twee decimalen.
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Terugblik

Groeipercentages omzetten naar een andere tijdseenheid

Is g de groeifactor per tijdseenheid, dan is de groeifactor per n
tijdseenheden gelijk aan g". Deze regel geldt ook voor niet-gehele
waarden van n. Zo hoort bij een groeifactor van 1,8 per uur een
groeifactor van 1 ,8-]I ~ 1,158 per kwartier.

Het omzetten van een groeipercentage naar een andere tijdseenheid gaat
via groeifactoren. Is de afname per dag 20%, dan is

* de groeifactor per dag gelijk aan 0,8

* de groeifactor per week 0,87 = 0,210, dus de afhame per week is 79,0%
* de groeifactor per uur 0,85 ~(,991, dus de athame per uur is 0,9%.

Verdubbelingstijd en halveringstijd
De verdubbelingstijd 7 is de tijd die verloopt totdat een hoeveelheid
verdubbeld is bij exponentiéle groei. Bij groeifactor g bercken je deze
verdubbelingstijd door de vergelijking g’ = 2 op te lossen.
Is ¢ = 1,073, dan krijg je 1,0737=2

T="1"10g(2)~ 9,84

| gl'=2 geeft T="%log(2)

Bij een gegeven verdubbelingstijd kun je het groeipercentage berekenen.
Bij cen ve]rdubbelingstijd van 7 maanden Krijg j€ €7 unden — 2> dUS
Zoaand = 27 =~ 1,104, De toename is 10,4% per maand.

De halveringstijd 7 bij groeifactor g is de tijd die verloopt totdat een
hoeveelheid gehalveerd is en bereken je door de vergelijking g7 = 3
op te lossen.

Exponentiéle en logaritmische formules omwerken
Het vrijmaken van x bij de formules y=40+5 - 2*" ! en
y=2-1%3log(2x + 1) gaat als volgt.

40+5-2v 1=y L Slog2x+ 1) =-y+2

5« Tty 3 L
21202y 8 log(2x +1)=-2y+4
x—1="log(0,2y — 8) 2%+ =3
x=1+"2log(0,2y — 8) 2x=-1+3% .34
x:_%+% .34 (3—2);;
x=-3+405 (Y
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MOk 3

9.3 Het grondtal e

Gegeven zijn y, = 2" en y, is de afgeleide van y,.

a Plot de graficken van y, en y,. Gebruik voor y, de
numerieke afgeleide. Zie de GR-schermen hiernaast.
Neem x tussen -3 en 3 en y tussen O en 5.

De grafick van y, ontstaat uit de grafick van y, door een
vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as, dus

y=e v

; ; Y2

b Ga na dat dit zo is door de grafiek van y; = ot
e

plotten en geef de waarde van ¢ in vier decimalen.

¥

= 3*. Ga na dat — weer constant
M

is en geef de waarde van deze constante in vier

decimalen.

¢ Verander y, =2"iny,

De definitie van de afgeleide van cen functie f'is

e m mf(ﬁ D=j)

Bij de functie f(x) = 2* krijg je [ (x) = }]imo e

a Toon dit aan.
=
b Licht toe dat f(0) = 11m 2 7 1
¢ Licht toe dat f(x) = 2*‘ geeft 1(x)=110) - 2*.

Theorie A De afgeleide van f(x) = g*

Graph Func
Y1g2*

YQE%(YIJLFX

NORM DRIJF AUTO REEEL RAD HN

Ploti  Plot2 Plot3

n\v:82"
INY 285 (Y1) ey
A\Ys=N

Weerg, Functie symb.
A | F1(X}—2

v B r=2F1X) an(x)

B F300] ]

W F4(X)=

W F5(x)=

M F6(X)=
Functie invoeren

Tonen | Eval

figuur 9.2

In opgave 46 heb je gezien dat bij de functie f(x) = 2* de afgeleide te

schrijven is als £/(x) = £10) - 2°.

We gaan aantonen dat in het algemeen geldt f(x) = g° geeft f(x) = 1(0) * g~

Dit gaat als volgt.

f(x)=lim St B~ /&) = lim gﬁh_gr: lim—gr g g
h—0 h h—0 h h—0 h
_1 i X _1
= limu: limgh_.gx (D
h—0 h a0 A
g1, g g1
o= i 1= o

Uit (1) en (2) volgt /(x) = g* geefit //(x) = /(0) - g*.

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies
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In opgave 45 vond je dat f(x) = 2* geeft f(x) = 0,6931 - 2*en

f(x) = 3% geeft f(x) = 1,0986 - 3*.

Omdat 0,6931 < 1 en 1,0986 > 1 kun je je afvragen of er cen grondtal g
is waarbij f(x) = g* geeft f(x) = 1 - g%, oftewel dat de afgeleide gelijk is
aan de functie zelf.

I_l i —

Omdat f(0) = ;!i_t)f% g 5 7ou dus moeten gelden T

oftewel g" — 1 = h voor h = 0.
Uitgh— 1 = hvolgtg" ~h+ 1, dus g~ (h+ 1) voor h ~ 0.

~ 1 voorh=0,

We moeten dus onderzocken wat de uitkomst is van lim (4 + l)i.

h—0

Gegevenis y, =(x+ 1)%.

a Plot de grafiek van y,.

b Waarom lukt het niet om y, te berekenen voor x = 07

¢ Bereken y, voor x = 0,01, voor x = 0,001, voor x =0,0001 en voor
x =0,00001, Rond af op vier decimalen.

d Eris een getal g waarvoor geldt f(x) = g* geeft /(x) = g".
Geef dit getal in drie decimalen.

Theorie B Het getal e
In opgave 47 heb je gezien dat llin})(h + 1) ~ 2,718, dus voor g ~ 2,718

geldt f(x) = g* geeft f(x) = g".

Dit grondtal speelt een belangrijke rol in de wiskunde en in allerlei
vakgebieden waar wiskunde wordt gebruikt. Daarom wordt dit getal met
een eigen letter aangeduid, de letter e.

I f(x) = e* geeft f'(x) =e"

Met het getal e reken je net zo als met andere getallen, dus net als

5\2+\2=64/2is 5e + ¢ = 6e.

En zo gelden voor e ook de rekenregels voor machten.
Zovolgt ¥ - e =¢>uita’ - al=a’ "1
() = e® uit (a”)! = a¥?
(5e%)? =25¢e>* uit (ab)? = aPb?
! 1 1 1 i 1 1
P, = P=— 4P = Mg 7=
e uita”=-7, a’=(a")" ena Ja.

e (e‘)% \/Q
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Voorbeeld
Herleid.
a 2¢’+¢? b ¢ ¢ (e®+3)r

Uitwerking

a 2¢?+e?=3¢?

b er st = e2)c+,vc: e3,\:

e (=%l ¥ 3+ = +6c" 1Y

Het oplossen van vergelijkingen met e-machten gaat op dezelfde manier
als het oplossen van exponentiéle vergelijkingen met een ander grondtal.
Je kijkt eerst of de vergelijking is te herleiden tot de vorm e = 5.

Lukt dit, dan gebruik je vervolgens e = ¢ geeft 4 = B.

Lukt dit niet, dan kun je misschien een factor buiten haakjes brengen of
een substitutie gebruiken.

Voorbeeld
Los algebraisch op.
a e¥—¢'=0 b 3xe‘=11l¢" c e¥+2e'=3
Uitwerking
a e—e'=0 b 3xer=1l¢" € eX¥+2e=3
gt = gx 3x=11 (e)P+2e—3=0
Dx=x x=3% Stel e* = u,
x=0 w+2u—3=0
u—1Du+3)=0
u=lvu=-3
ef=1ve'=-3
x=0
Zie het tweede voorbeeld.

B®%* a Indc uitwerking van voorbeeld b worden bij de cerste stap beide
leden van de vergelijking gedeeld door ¢*.
Licht toe waarom dit mag.
b In de uitwerking van voorbeeld ¢ krijg je bij de laatste stap dat
go= | wigh=-3 gecftar=10,
Licht dit toe.
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Herleid.

a 2¢’—e? e e
b 4/c— e f e ¢?
c 5¢2 -3¢ g Se*—3¢"
12¢° 5
(g2 +
d 42 h e'(e-+1)
Herleid.
a (2+3e¥)? b (¢"+e™)?
Los algebraisch op.
a 2x+t4)er=0 c xlet=¢*
b x’e"=3xe" d e¥—¢e=0
Los algebraisch op.
a e'+e'=2¢e c 2xe'+e' =0
S5x
b ee—\,=e d e"2—/e=0

Los de vergelijking e** + ¢’ = (e + 1)e*"! algebraisch op.

Gegeven zijn de functies f(x) = 2" en g(x) = 3",
a Schets de graficken van f'en g in één figuur.

= N -

e‘(e"+ 1)

(" + 1)

(63.\' 4 3)2

6e* — ¢*
et’

e*—4
er¥+-2

e c—1=0

—h

e egt=¢b

e +e'=2

eéx +1= 2 63“'

b Licht toe dat de grafiek van de functie /(x) = e* voor x # 0 tussen de

grafieken van f'en g ligt.

Theorie C Functies met e-machten differentiéren

De functie f(x) = e is een exponentiéle standaardfunctie.
Het grondtal is e. De grafiek van f'is stijgend en de x-as is
horizontale asymptoot van de grafick. Het domein van f
is D;= R en het bereik van fis B,=(0, —).

Bij het berekenen van de afgeleide van een functie met
een e-macht gebruik je f(x) = e* geeft f'(x) = e*. Verder
gebruik je de regels voor het differentiéren. Zie de
volgende bladzijde.

© Noordhoff Uitgevers bv
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0e*

fx)=c - glx) geeft f(x) = c - gx)

s(x) = f(x) T+ g(x) geeft s'(x) = f(x) + g'(x)

v(x) = f(x) = g(x) geeft vVi(x) = f(x) — glx)

p(x) =f(x) - g(x) geeft p'x) = fx) - glx) +f(x) - g'lx)

n(x) * t'(x) —1(x) * n'(x)
(n(x))?

J0) = u(v(x)) geeft /(x) =u'(W(x)) - v(x)

1(x) ,
gq(x)= ey geeft g'(x) =

Voorbeeld
Bereken de afgeleide.

fO=36+3

somregel
verschilregel
productregel

quotiéntregel

kettingregel

2

(2 +2x +2) e

b f(x)=(x*+2)¢*
¢ flx)=xex"3
P
d f(x)=—72
&
Uitwerking
a f(x)=3ra*“+)%—36“+x‘2‘,geeftf’(x)=3‘-:~“—2x‘3=3e~‘—x—3
b f(x)=(x7+2)e"geeftf/(x)=2x e +(x*+2) e =
c f(x)=xez"+3 geeftf’(x) =1- e2):+3 +x - er+3 o 2=(2x+ 1)62x+3
@ yon € 3x2—x3:e” 2 32—
L Jix)=" 7 Beelli e) = ) r—

Deel teller en noemer door .

Voor het invoeren van formules met e-machten zit op de GR een toets.

Deze gebruik je ook om e-machten te benaderen.

=z
e’
2e'

x—1

Zie het voorbeeld.

In welke onderdelen is de productregel gebruikt? En de quotiéntregel?
En de kettingregel?

Differentieer.

a f(r)=e+2 d f()=

b /(=2 +T e /()=

€ f(x)=xe'+4 f flx)=

Hoofdstuk 9 Exponentigle en logaritmische functies
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WfOR 3

0e

oe

Bereken de afgeleide.

2 2e™” !
a flx)=e"™ 4 f)=="
b f(x)=x>+2¢e* e f(x)=3xe> !
2x
¢ f)=xe” N
Bereken. Rond af op drie decimalen.
1 |
a -3 e Lz
3e ¢’
b (e +2)? d 2e—3
Gegeven is de functie f(x) =xe'+ 2.
De afgeleide van fis f(x) = (1 + x)¢".
a Toon dit aan.
b Het minimum van fis 2 —%voorx =1,
Toon dit aan.
s ]
De tweede afgeleide van fis f"(x) = (2 + x)e".
¢ Toon dit aan. p
o)
De grafiek van f'heett één buigpunt. De codrdinaten figuur 9.4
van dit buigpunt zijn (—2, = §—2>
d Toon dit aan.
e Stel langs algebraische weg de formule op van de
buigraaklijn & van de grafiek van f.
Gegeven is de functie f(x) =-xe". y
a Bereken exact de extreme waarde van f.
b Stel langs algebraische weg de formule op van de
buigraaklijn & van de gratiek van f. X
0
figuur 9.5
Gegeven is de functie f(x) = (x> — 3)e". y
a Bereken exact de nulpunten van /.
b Bereken exact de extreme waarden van f.
¢ Bereken exact de x-codrdinaten van de buigpunten Fappea— .
van de grafiek van f; R
figuur 9.6
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Gegeven zijn de functies f(x) =1¢™ en g(n) = .

a De lijn k raakt de grafick van f'in het punt A met x, =-1.
De lijn / raakt de grafick van g in het punt B met x; =-1.
Bereken algebraisch de x-codrdinaat van het snijpunt van & en /.
b De functie /4 is de somfunctie van f'en g, dus i(x) = f(x) + g(x).

Bewijs dat B, = [2%2, —>>.

Als we een vrij hangend, volkomen buigzaam, Yoy, g “Ou,
overal even dik en even zwaar touw tussen twee O “Poogds,
punten 4 en B ophangen, dan hangt het touw in . .
een gebogen lijn. Deze lijn wordt een kettinglijn
genoemd.

We bekijken een kettinglijn waarbij de punten A4
en B zich beide 5 meter boven de grond bevinden
op een afstand van 8 meter van elkaar. We
brengen in het verticale vlak waarin het touw

hangt een assenstelsel aan, zodat het laagste punt > 5{
van het touw op de y-as ligt en de x-as horizontaal | \ 4 -
langs de grond loopt. In het assenstelsel in , L ™ ol LA |

. 1 .

k¥ " Y 3
G ; / &
SO ooooooal oY

o

o o
g o
e e

Joctre Hegtrntion

figuur 9.7 is A(-4, 5) en B(4, 5).

De kettinglijn in figuur 9.7 is dan de grafick van
de functie A(x) = 2(641*' + e‘i'-*) + ¢ met x en A(x) in
meters. 4 32-1012 3 4
a Bereken exact de waarde van c. figuur 9.7

In figuur 9.8 zijn touwen van verschillende lengte

opgehangen tussen 4 en B. Bij de kettinglijn dic

door het punt T gaat hoort de functie

h(x)=5(e%!x + ¢01x) — 5 81 met x en A(x) in meters.

b Bereken van deze kettinglijn met behulp van
differenti€ren de helling in B. Rond af op twee
decimalen.

4 -83-2-101 2 3 4

Het functievoorschrift voor een willekeurige
figuur 9.8

kettinglijn door de punten 4 en B wordt gegeven
door &,(x) = Zl—k(e’“' + e — ¥ — ¢4 + 5 waarbij -4 < x <4,

Hierin is k een constante die athangt van de lengte van het touw.

Er wordt een touw opgehangen tussen 4 en B waarbij het laagste punt
van dit touw samenvalt met (0, 0).

¢ Bereken de waarde van & van dit touw. Rond af op twee decimalen.,
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Gegeven is de functie f(x) = 2xe™. In de figuur y

hiernaast zie je dat de grafiek van f'de toppen 4 en B
B heeft. Het verschil y; — v, is te hetleiden tot de
vorm 2./a.

a Bereken exact de waarde van a.
b Bereken exact de codrdinaten van de
buigpunten van de grafick van f.

figuur 9.9

Voor elke waarde van a 1s de functie f, gegeven

' door f,(x) = xe®".

De functie £, heeft voor x = 2 een extreme waarde.

Bereken exact de waarde van a die hierbij hoort en
onderzoek of de extreme waarde een minimum of

een maximum is.

Euler

Leonhard Euler (1707-1783) is een van de meest
vooraanstaande wiskundigen uit de geschiedenis. De
eerste lessen in wiskunde kreeg hij van zijn vader, een
dominee uit Basel. Na zijn opleiding op het
gymnasium van Basel studeerde hij theologie en
wiskunde. Op twintigjarige leeftijd werd hij benoemd
tot hoogleraar natuurkunde aan de door tsaar Peter de
Grote gestichte academie van Sint-Petersburg. In 1731
werd hij daar hoogleraar wiskunde.

Euler was bijzonder productief: hij publiceerde in
totaal 886 boeken en geschriften.

De functienotatie f(x) werd door hem ingevoerd,
evenals de symbolen voor de getallen w en e.

Euler bewees dat e een irrationaal getal is. Een irrationaal
getal is een getal dat niet als breuk te schrijven is.

De decimale ontwikkeling van zo’n getal gaat oneindig
door en vertoont geen enkele regelmaat.

In zijn boek Introductio in Analysin Infinitorum geeft
Euler e in 23 decimalen.

. . 1 1 1 1
Hljgebrulktee=1+1—!+2—!+§+4—!+.

e~2,71828182845904523536028.

.. en vond
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Terugblik

De afgeleide van f(x) = g¥en het getal e

Jx) =g geeft f(x) = f1(0) - g*

Voor het getal e geldt f(x) = ¢* geeft f(x) =e*en e = 2,718,
Het rekenen met e gaat net zoals met andere getallen.

Bij het herleiden van e-machten gebruik je de rekenregels voor machten.

3e? +e? =4¢?
e3x cef = f-.(3.\'+J4: _ eﬁlx

(> —4)2=(e"P—8e*+ 16=e—-8e*+ 16

Vergelijkingen zoals e3*-e*"1=0 Vergelijkingen zoals eS* + 5e3x = 6

=i gRESe=p

e*=¢"1  Uitel=¢? volgt4=B. (e P+ 5e¥—6=0

x=x-1 Stele’* =u.

2x=-1 > +5u—6=0

= (w— D)+ 6)=0
u=lvu=-6

Vergelijkingen zoals (x2 + 2x)eX=0 e¥=1ve¥=-6

(x*+2x)e*=0 3x=0

x*+2x=0 x=0

x(x+2)=0

x=0vx=-2

De afgeleide van functies met e-machten
Bij het differentiéren van f(x) = x? e* gebruik je de productregel.
Jektijet fx)=2x ‘et t 2% * & ="+ 20"
3
Voor het berekenen van de afgeleide van g(x) = % gebruik je de

S e -
(e’ ¢'
stap deel je de teller en de noemer door €.

quotiéntregel. Je krijgt g'(x) = . Bij de laatste

Om de afgeleide van k(x) =2¢" "' te berekenen, gebruik je de
kettingregel. Je krijgt kK(x) =2¢" ™! - 2x =4xe" !

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies
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9.4 De natuurlijke logaritme

Gegeven zijn de functies f(x) =2"en g(x) = ¢".
B@%* q Geef het functievoorschrift van 1.
b Geef het functievoorschrift van g™,

/™ is de inverse van f, |

Theorie A Logaritmen met grondtal e

De inverse van de functie /(x) = e is /™(x) = ¢log(x).

De logaritme met grondtal e heet de natuurlijke logaritme
en wordt aangegeven met In.

Dus f(x) = e geeft /™(x) = In(x).

In is de afkorting van
| logaritmus naturalis.

De functie f(x) = In(x) is een logaritmische 1%
standaardfunctie. Het grondtal van de logaritme is ¢. De
grafiek van fis stijgend en de y-as is verticale asymptoot

van de grafick. Het domein van fis D,=(0, —) en het

bereik van fis B, = R. 0

De natuurlijke logaritme van « is de logaritme van a figuur 9.10
met grondtal e, dus In(a) = “log(a).

Voor de natuurlijke logaritme gelden de rekenregels voor logaritmen.
Zo volgt
In(20) + In(10) = In(200) uit #log(a) + £log(b) = flog(ab)

In(20) — In(10) = In(2)  uit flog(a) — flog(h) = 3log(%>
> 1n(9) = In(3) uit p - flog(a) = log(a”)
In(e*) =4 uit £log(g9) = a.

Het oplossen van vergelijkingen met natuurlijke logaritmen gaat op

dezelfde manier als het oplossen van logaritmische vergelijkingen met

een ander grondtal.

 Bij de vergelijking In(2x) = In(3x — 1) gebruik je
In(4) = In(B) geeft 4 = B.

 Bij de vergelijking 2xIn(3x + 1) =0 gebruik je
AB=0geeft A=0v B=0.

« Bij de vergelijking In?(2x) + In(2x) — 6 = 0 gebruik je
de substitutie In(2x) = u.

Controleer bij het oplossen van de vergelijkingen of de

logaritmen voor de gevonden waarden gedefinieerd zijn.

[ 1n%(4) betekent
| (In(4))*.
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Voorbeeld
Bereken algebraisch In(e? - \/e).

b Los algebraisch op 3¢**"! =15. Rond af op driec decimalen.

¢ Herleid 3 + In(2) tot één logaritme.

d Bereken exact de oplossing van 4 In(x) = 6.

Uitwerking

a In(e® - \Jo)=In(e? - e7) = In(e?) =2}

b 3 62x+1 _ 15 mm
e =5 ¢! = B geeft 4 =1n(B) I e.3047189562
2x + 1 =1n(5)
2x =-1+In(5)
x=-1+11n(5)=0,305

¢ 3 +1n(2)=In(e*) + In(2) = In(2¢?)

d 4ln(x)=6
In(x) = 13
x=cli=e\fe

Bereken algebraisch.

a In(e) f In%(ed)

b In(e\/e) g In’e?)

c ln(l> h el + g2In(7)

e

d In(1) i eih®

e 3ln(e - Ie) j elio . ginG)

Los algebraisch op. Rond af op drie decimalen.

a e'=12 € 6+e2¥2=10

b 5e%=60 a % ~10

Herleid tot ¢én logaritme.

a 2In(3)+1n(4) d 1-+In(10) T

b In(20) - 31n(2) e L+21n(6) a=n(e) ]

¢ 4+1In(3) f e+lIn(2)

Bereken exact de oplossingen.

a In(x)=-1 d In(-x+2)=-2

b 4lIn(x)=2 e In(x)=7

¢ In(3x)=3 f In(x)=1+In(5)
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MOk 3

MIOR 3

OEx

Los exact op.

3x1n(x) =2 In(x)

In*(x) — In(x)=0
Xln(x+1)=4In(x+1)
de!3¥=20

In*(x) —21In(x) —3=0

In(x + 3) — In(x — 1) = In(2)
2In(x) =1n(2) + In(x + 4)
e* =100

2l - 0o A n oQn

Bij een groep patiénten geeft de formule 7' = 16(0,6 + In(G)) het verband

tussen het lichaamsgewicht G in kg en de hartslagfrequentie F in slagen

per minuut.

a Bereken de hartslagfrequentie van een patiént van 100 kg.

b Bereken algebraisch welk gewicht correspondeert met een
hartslagfrequentie van 78 slagen per minuut.

¢ Schrijf de formule in de vorm G =5 - g'. Rond b en g af op drie
decimalen.

Met de regel g“°¢™ = x kun je 2 als macht van ¢ schrijven.
Je krijgt 2 = eh@),
a Licht toe dat 2¥ =¥,
b Toon met behulp van 2* = e'"(®¥ gan dat
£(¥) = 2% geeft £/(x) = 2 - In(2),

In deze opgave ga je bewijzen dat f(x) = In(x) geeft f(x) = % en

h(x) = 2log(x) geeft h'(x) = x]ri(Z)’

a Gebruik ™™ = x om aan te tonen dat e™® - f(x)=1.
. ; 1
b Hoe volgt uit vraag a dat f(x) = ;?

In(x
In(2)

h(x) = 2log(x) geeft 4'(x) =

¢ Gebruik *log(x) = en toon met behulp van vraag b aan dat

A
xIn(2)
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Theorie B Exponentiéle en logaritmische functies differentiéren

In opgave 73 heb je gezien dat f(x) = 2* geeft (x) =2 * In(2).
Algemeen geldt f(x) = g* = e"® ¥ geeft f'(x) = e™®"* - In(g) = g* * In(g).
In opgave 74 heb je gezien dat f(x) = In(x) geeft f"(x) =% en
1

—2 B e =
h(x) = “log(x) geeft h'(x) 2Ty
Algemeen geldt

In(x) 1

1) =H10g() = 5 = -+ In(o) geoft 1) =

T
In(g) x xIn(g)

f@) =g geeft f(x) =g"  In(g)
1
f (-\") = lll(x) geeft' f’(.\‘) = ;

F() = log(x) geeft f(x) =

1
xIn(g)

Voorbeeld

Differentieer.

a flx)=3>"
In(x) +1

X

¢ f(x)="log? + 1)

b f(x)=

Uitwerking
o f(y=3""geeft f0)=3%""1 “In(3) 2=2 - 3%+ In(3)
1
In(x) + 1 e G A e T |
b f(x)= n(x))c geeft f/(x) = — = _ Iﬁc) _ 2?)
1 2x

€ ) ="logla? + 1) geeftf'(x) = oy 2 2+ DIn(3)

m@* a Toon aan dat f(x) = In(ax) geeft /(x) = %
b Schrijf in één keer de afgeleide op van f(x) = In(2x) en g(x) = In(x /2).
¢ Toon aan dat f(x) = In(x") geeft f(x) = %
d Schrijf in één keer de afgeleide op van f(x) = In(x?), g(x) = ln(}lc)

en i(x) = In(\/x).

40 Hoofdstuk 9 Exponentigle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers by



L@ %

IO 3

MICE 3

0oe

Differentieer.

a f(x) =342 a fon=ro

1 - In(x)
b f)=—FT— e f(x)=xIn(x’)
¢ f(x) =2log(4x — 1) £ F(x)=In(2 +x)
Bereken de afgeleide.
a f(x)=1In(2) d f(x)=x - log(4x)
b f(x) =" log(x* + 1) e f(x)=(2"—1)- 2"
c f(x) =xIn’(x) f f(x)=In*(4x)

De regel f(x) = x" geeft /(x) = nx" ! heb je al bewezen voor gehele
waarden van n. In deze opgave ga je deze regel bewijzen voor niet-
gehele waarden van n. Daarom nemen we x > 0.
a Licht toe dat x" = ¢"'"(),
b Toon met behulp van de kettingregel aan dat
f(x) = of In(x) geeftf’(x) o eﬂll’](.’() 3 f
¢ Hoe volgt hieruit dat f(x) = x" geeft /(x) = nx""'? Waarom is de
regel nu ook bewezen voor elke niet-gehele n» van R?

Gegeven zijn de functies f(x) =In(x — 2) en

g(x)=In(7 — x).

a Los exact op f{x) < g(x).

b Bercken exact de extreme waarde van de somfunctie

s(x) =f(x) + g(x).

figuur 9.11

X
In(x)’ 3
a Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn £

Gegeven is de functie f(x) =

: ; |
die de grafiek van fraakt in het punt 4 met x, = P
b De grafiek van f heeft twee raaklijnen met
richtingscoéfficiént -6.
Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten.

figuur 9.12
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Gegeven is de functie f(x) = 22" — 2%, %

a Bereken algebraisch het bereik van 1.
b Bercken exact de codrdinaten van het buigpunt van de

grafick van 1.

f
X
figuur 9.13

Gegeven is de functie f(x) = \/x In(y/x). Hiernaast zie je y
de grafiek van f.

a Bereken exact de codrdinaten van de top 4 van de

grafiek van f. J
b Stel algebraisch de formule op van de buigraaklijn £

van de grafiek van f. o

A
figuur 9.14

Een zojuist ingeschonken kop koffic heett
een temperatuur van 80 °C. De koffie koelt
af volgens de formule 7=20 + pe«',
Hierin is ¢ de tijd in minuten en 7 de
temperatuur van de koffie in °C.

Uit de gegevens volgt p = 60.

a Toon dit aan.

b Bereken algebraisch na hoeveel minuten
en hoeveel seconden de temperatuur
van de koffie 45 °C is.

¢ Bereken algebraisch de snelheid waarmee de temperatuur van de
koffie afneemt twee minuten nadat de koffie is ingeschonken.

d De formule is te herleiden tot de vorm = aIn(bT + ¢).

Bereken exact de waarden van a, b en c.

Voor elke a > 0 is de functie £, gegeven door f,(x) = ln(zxaﬁ l)

met domein (0, —).
a De lijn k met rc, = 5 raakt de grafiek van £ in het punt 4.
Bereken exact de codrdinaten van 4.

X

e
3—2¢*

b Bercken exact voor welke a de functie g(x) = de

inverse is van £,
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In(x)+ 2 In(x)—3

Gegeven is de functie f(x)=¢
Zie de figuur hiernaast.

a Loscxactopf(x)<1.

b Bercken exact het bereik van f,

Gegeven is de functie f(x) =x* met domein (0, —).
De afgeleide van f'is f(x) = (In(x) + 1) * x*.
a Bewijs dit.

Voor elke waarde van a is de functie g, gegeven door
2,(x) = x* met domein (0, —).

Er is een waarde van a waarvoor de grafiek van g, de
grafiek van fraakt. Het raakpunt noemen we A.

b Bercken exact deze waarde van a en stel de formule op

van de lijn £ die de grafieken raakt in A4.

© Noordhoff Uitgevers by
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X
O
figuur 9.15
Yy
f
9a
A
X
@)
figuur 9.16
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Terugblik

Natuurlijke logaritmen

Logaritmen met grondtal e heten natuurlijke logaritmen. De notatie voor
<log(x) is In(x). Dus In(e - 3/e) = In(e - &) = In(e'5) = 15 en e"®) = 5,

Bij het herleiden van natuurlijke logaritmen gebruik je de rekenregels
voor logaritmen.

5

Zois 5—In(3)=1In(c’) — In(3) = ln(%> =In(3 ¢% en
3In(2) + In(6) = In(2?) + In(6) = In(8) + In(6) = In(8 + 6) = In(48).
Vergelijkingen zoals e2x*3=7 Vergelijkingen zoals x2 In(x) = 4 In(x)
et E=g e’ =Bgeeft A=In(B) x’In(x) =4In(x)
2x + 3 =1n(7) In(x)=0vx*=4
2 ==3+ In(7) x=1lvx=2vx=-2
x=-13+3 In(7) vold. niet
Vergelijkingen zoals 2 In(x) + In(9) = 2 Vergelijkingen zoals In?(x) +In(x) -6 =0
21In(x) + In(9) =2 In?(x) + In(x) — 6 =0
2In(x) =2 —1In(9) Stel In(x) = u.
In(x) =1 — £ In(9) W+ u—6=0
In(x) = In(e) — In(/9) (u—2)u+3)=0

u=2vu=-3
In(x) = ln(%) In(x) =2 v In(x) = -3

1 x=gtyx=¢g>
X=3¢

Exponentiéle en logaritmische functies differentiéren

) =¢* geeft f(x) =¢* f)=g" geeft fx) = g" - In(g)
/) =In(x) geeft /() = 116 = log(x) geeft /() = 75

Bij het differentiéren heb je vaak de productregel, de quotiéntregel of
de kettingregel nodig. Ook combinatics van deze regels komen voor.

o (@ 1)- 2 1n(2)— 2% 2 - In(2) 2 In(2)
C W= g geett/ () Q2+ 1) T @1y
« g(x) =22+ In(2¥) geeft g/(x) = 2x - In(2x) + 22 - % = 2xIn(2x) + x

1 2x

o h(x)="log(x*+4) geeft h'(x) = (2 +4) - In(2) ne= m

Hoofdstuk 9 Exponentiéle en logaritmische functies
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Eindopdracht Radioactief verval

Levend organisch materiaal bevat de koolstofisotopen '{C en 2C in cen

vaste verhouding. Als het materiaal sterft, vervalt het radioactieve '#C

exponentieel met een halveringstijd van 5730 jaar.

In het hoofdstuk is afgesproken om groeifactoren op drie decimalen af te

ronden, tenzij anders wordt gevraagd. In dit geval is het niet verstandig

om de groeifactor op drie decimalen af te ronden.

* Onderzoek op hoeveel decimalen je de groeifactor per jaar moet
afronden zodat (g . )°"*° afgerond op drie decimalen 0,500 is.

jaar.

Mede omdat het werken met groeifactoren met veel decimalen onhandig

1s, wordt bij radioactief verval vaak als tijdseenheid de halveringstijd

gekozen. Hierbij hoort de groeifactor 575 ;. = 5

Met deze groeifactor kun je berekenen dat er na 10000 jaar nog

ongeveer 30% van de oorspronkelijke hoeveelheid '{C over is.

» Bercken dit percentage in ¢én decimaal.

» Bereken na hoeveel jaar er nog 20% van de oorspronkelijke
hoeveelheid 14C over is.

In 1991 werd in een gletsjer bij het
Hauslabjoch in de Otztaler Alpen op het
grensgebied van Qostenrijk en Ttalié het
lichaam gevonden van Otzi, de
gletsjerman, Radiologisch onderzoek wees
uit dat het '¢C gehalte in zijn botten,
afgerond op gehelen, 53% was van het
gehalte bij levende mensen.

* Rond welk jaar is Otzi overleden?

Is de ouderdom van botten bekend, dan
heeft een wetenschapper de mogelijkheid
om de '¢C methode op juistheid te controleren. Zo’n controle kan
bijvoorbeeld worden uitgevoerd op stoffelijke resten die op een
voormalig slagveld worden gevonden. Een mooi voorbeeld hiervan is de
slag bij Trasimeno in Itali€. In het jaar 217 voor Christus, in de ochtend
van 24 juni, vernietigde het leger van Hannibal een Romeins leger van
25000 man. Bij opgravingen werden veel resten van deze veldslag
gevonden.
Een wetenschapper onderzocht op 24 juni 2006 de botten van een
gesneuvelde Romeinse soldaat. Hij vond in de botten nog 77,3% van de
oorspronkelijke hoeveelheid "4C.
» Hoeveel jaar atwijking levert dit meetresultaat op met de
werkelijkheid?

© Noordhoff Uitgevers by Eindopdracht Radioactief verval
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Diagnostische toets

9.1 Rekenregels voor logaritmen
. Bereken exact.

a *log(18) —>log(36) + 3 b 2 - 3log(5) —log(75) + 2log(8+/2)
_~ Herleid tot één logaritme.
a 4+ %log(a)+ log(100) b 2 —3log(6a)
~ Schrijf in de vorm a + ¢log(b) met a een zo groot mogelijk geheel getal en
b geheel.
a 3 -3log(36) b 3 +1og(800)

| a Welke vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as levert bij de grafiek
van de functie f(x) = 3log(x) dezelfde beeldgrafick op als de translatie (0, 2)?
b Welke translatic levert bij de grafick van de functie g(x) = *log(x)
dezelfde beeldgrafiek op als de vermenigvuldiging ten opzichte van
de y-as met 5?

Los exact op.

a 2 2log(x—1)=1+%log(18) d log*(x)=log(x) +2
b 3log(2x— 1) +ilog(x+2)=0 e 2log(x) =3 —2log(x +2)
¢ Zlog(2x — 1) ="log(x) f Zlog’(x) +12=7 - log(x)

9.2 Exponentiéle en logaritmische formules
_ Een hoeveelheid neemt per dag met 10% toe.

a Bereken het groeipercentage per week.

b Bereken het groeipercentage per 8 uur.

| Een hoeveelheid neemt per jaar met 36% af.
a Hoeveel procent is de afname per maand?
b Hoeveel procent is de afname per 5 jaar?

| a Bereken de verdubbelingstijd in jaren bij een toename van 0,2% per
maand.
b Bereken de halveringstijd in dagen bij een afhame van 20% per week.

" a Schrijf de formule y=4 - log(3x + 12) — l inde vormx=a + b - g".
Rond b en g af op twee decimalen.
b Herleid de formule p = 34 - 2,7°¢*2 tot de vorm ¢ =a + b - log(p).
Rond a en b af op twee decimalen.
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9.3 Het grondtal e

‘11| Herleid.
38 —g Bl 3 v
- b o c (e¥—-9)
' Los algebraisch op.
a 3xe"—e =0 b ™ ' —3e?=0 c e¥+2e°=3
‘I Differenticer.
a f(x)=2¢"—3x ¢ f(x)=*+1)cf e f(x)=x* ¢!
b S ="1 a fi)==> t f=o"
e" 1
-1 Gegeven is de functie f(x) = (x> —x + 1)e",
a Bereken exact de extreme waarden van f. 1
b Bereken exact de x-codrdinaten van de buigpunten van .
de grafiek van f.
¢ Stel algebraisch de formule op van de lijn £ die de Gt |
grafick van fraakt in het punt 4 met x, = 1. N
0
figuur 9.17
9.4 De natuurlijke logaritme
| Herleid tot één logaritme.
a 4+1In(3) b In(10) - 41n(2)
" Los exact op.
a 2¢=16 ¢ 2In*(x)—In(x)=0
b In%(5x)=16 d In(9x + 1) — In(x +2) = In(4)
' Bereken de afgeleide.
a f(x)=24" d f(x)="log(4x)
b f(x)=x-3" e f(x)=">log(5x—6)
¢ f(x)=In(x - Jx) f f(x)=In(3x*+3)
I/ Bereken algebraisch het bereik van de functie f(x) =3*"! +3>**+1,
'] Gegeven is de functie f(x) = x2In(x) — 32, "
a Bercken exact de codrdinaten van de top A van de
grafiek van f. f
b Stel algebraisch de formule op van de buigraaklijn £
van de grafiek van f. S 5
A
figuur 9.18
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Meetkunde met
vectoren

Wat leer je?

- Wat vectoren zijn.

- Werken met rotaties bij vectoren.

- Een vectorvoarstelling opstellen van een lijn.

- Het berekenen van hoeken met behulp van vectoren.

- Rekenen met snelheid en versnelling bij bewegingsvergelijkingen.
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Beginopdracht Eensangaku met
vijf vierkanten en een driehoek

In de zeventiende eeuw werd Japan bestuurd door zogenaamde shoguns,
militaire heersers die de macht bezaten. Omdat deze machthebbers hun
eigen invloed wilden vergroten en bang waren voor dreigingen van
buitenaf, werden in 1639 de Japansc grenzen gesloten. Hierbij werd ook
de import van bocken aan banden gelegd. Deze situatie duurde tot 1854,
De afsluiting van de buitenwereld had niet alleen negatieve gevolgen. Er
brak bijvoorbeeld een periode van culturele bloei aan waarin ook de
wiskunde, en dan met name de meetkunde, echt tot leven kwam in Japan.
De voornaamste Japanse religie in die tijd was het Shintoisme met meer
dan achthonderd goden. Om deze goden allemaal tevreden te houden,
moesten er geschenken worden gebracht aan de priesters in de tempels.
De algemene opinie was dat de goden veel van paarden hielden, die dan
ook een populair geschenk vormden. Omdat niet iedercen een paard kon
betalen, werden ook tekeningen van paarden geschonken. Deze
tekeningen werden op houten planken gemaakt, die door de priesters in
de tempels konden worden opgehangen.

In de loop van de tijd verschenen er ook andere afbeeldingen op de
houten tabletten, waaronder een groot aantal meetkundige figuren. Een
verklaring hiervoor zou kunnen zijn dat men in de Japanse cultuur altijd
veel belang heeft gehecht aan vormen en natuurlijke schoonheid, twee
aspecten die binnen de meetkunde aan bod komen. Mensen uit alle lagen
van de bevolking die de goden wilden danken met een wiskundige
stelling die ze hadden bedacht, tekenden deze om aan een tempel te
schenken. Op deze manier konden ze hun ontdekkingen en resultaten
wereldkundig maken. Deze zogenaamde sangaku’s werden meestal
zonder bewijs geleverd.

Een sangaku uit 1845 in de Ten’nenji Temple te Nagano.
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Aangezien er door de isolatie geen buitenlandse wiskundige literatuur
voorhanden was, ontwikkelde de Japanse meetkunde zich onafhankelijk
van de rest van de wereld waardoor ze een ander karakter kreeg dan de
mcetkunde zoals wij die tegenwoordig kennen.

Bron: Pythagoras, juni 1999

Hiernaast zie je een sangaku met vijf

vierkanten en een drichoek. Je gaat in deze

beginopdracht een bewijs geven van de |
stelling die in de sangaku is uitgebeeld.

o) = O(ll)

Zie de figuur hicrnaast. De lengte van de K

zijde van vierkant ABCD is a en de lengte |

van de zijde van vierkant /1] is b. L |

» Bewijs achtereenvolgens. Gebruik : :
daarbij steeds gelijkvormige | :
driehoeken. ' ] M
| BE=benEH=a QH'G.““E'F?
2 CO=aenGO=b C, .
3 FP=benGP=a N B\
4 KQ=2aen GO ="b oV’ [
5 GR=aen NR=2b \

» Druk de oppervlakte van vierhoek
KNRQ uit in a en b en maak het
bewijs af.
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Voorkennis Afstanden en middens

Theorie A De afstand tussen twee punten

De afstand tussen de punten 4 en B is de lengte van het lijnstuk AB.
Voor de lengte van het lijnstuk AB bestaat de notatie d(4, B).

Voor de punten A(x,, v,) en B(xg, v5) geldt

d4, B)= \/(xB —E ) =P

De coérdinaten van het midden M van het lijnstuk AB zijn

Xy= 5 (g %) €N Yy =501 T ).

Zijn gegeven de punten P(-2, 3) en O(6, -1) en is R het midden
van het lijnstuk PQ, dan is

d(P,Q)=/(6 2P+ (-1 -3)>=/8+(-4)2=/80=4,/5
en RG(-2+6), 23 +-1))=R(2, 1).

Gegeven is drichoek 4BC met de y

hoekpunten A(5, -1), B(11, 5) en C(-3, 7). @

Het punt P is het midden van de zijde A8 ' 3

en het punt Q is het midden van de zijde BC. B

Bereken de omtrek van drichoek 4PQ.
Schrijf je antwoord in de vorm a/b met b
een zo klein mogelijk geheel getal.

figuur 10.1

Gegeven zijn de punten A(-2, p) en B(p + 1, 5).

a Neem p =3 en bereken exact de afstand tussen 4 en B.

b Bereken exact de afstand tussen 4 en B in het geval de x-codrdinaat
van het midden van het lijnstuk 4B gelijk is aan -6.

¢ Gegeven is dat het midden M van het lijnstuk AB op de lijn y = —x ligt.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk 4AM.

Voor de afstand tussen 4 en B geldt d(4, B) = \/2p*> — 4p + 34,
d Toon dit aan.
e Bercken exact voor welke p de afstand tussen 4 en B kleiner is dan 8.
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10.1 Vectoren

Bij een wandeling in het assenstelsel hiernaast ga je cerst

B®* van O naar 4 en daarna van A naar B.

Bereken exact de lengte van deze wandeling.

Theorie A Vectoren optellen en aftrekken

In de figuur hiernaast zijn in een assenstelsel de pijlen
van O naar A(4, 2) en van A4 naar B(2, 3) getekend.
Deze pijlen heten vectoren.

Notatie: OA4 = (;) en AB = (_f)

— (4
04 ( 5 b
De getallen 4 en 2 zijn de kentallen van OA .

Een vector die in O begint wordt vaak genoteerd met een

kleine letter. Zo wordt de vector O4 genoteerd als a.

- {4
Dus a (2)

) spreek je uit als ‘de vector O4 is vier twee’.

@) i 2 3 4 5

figuur 10.2
y
) |
3 B ( b o

O 1 2 3 4 5
figuur 10.3

Een vector heeft zowel een richting als een lengte. De lengte van

de vector @ = (3) is te berekenen met de stelling van Pythagoras.

De lengte is /4% + 22 = /20 = 2,/5. Notatic: || =2./5.

Uitspraak: de lengte van vector a is twee wortel vijf.
Een vector is een lijnstuk met een richting.

4
q

Je hebt te maken met gelijke vectoren als ze dezelfde
richting en dezelfde lengte hebben. In de figuur hiernaast
zie je drie gelijke vectoren.

=Pt

De lengte van de vector (i’) is
/4

© Noordhoff Uitgevers bv
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figuur 10.4 Gelijke vectoren.
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Je kunt vectoren optellen. Je krijgt dan de somvector.

Voor het tekenen van een somvector zijn er twee manieren.

De parallellogramconstructie
In figuur 10.5 is deze constructie uitgevoerd met de
vectoren @ = (4) enb = (2)

2 3
Je ziet dat a+ b de diagonaal is van het parallellogram
waarvan a en b zijden zijn.,

4\ (2} _(6

Ganadata +b ~(2) +(3)—(5).
De kentallen van de somvector krijg je door de
overeenkomstige kentallen van de vectoren op te tellen.

De kop-staartconstructie

Deze constructie is in figuur 10.6 uitgevoerd met de

vectoren @ = (4) enb = (2)
2 35

Vector b wordt verschoven waarbij zijn ‘staart’

aansluit bij de ‘kop’ van a.

Merk op dat hicr gebruikt is dat AC en OB gelijke

vectoren zqn dus dat AC =0B.

Ga na dat je @ + b ook kunt krijgen door @ met zijn

staart aan te sluiten bij de kop van b.

Je kunt een vector ook met een getdl vermemgvuldlgen.
Tn figuur 10.7 zie je de vectoren @ en 13a.

(4 1= _ 1 (4)_(6
Omdata—(z) is 15a =15 (2) (3)

Ook zie je de vectoren b en-1-b oftewel -b.

= (2. = J2\ (2
Omdat b = (3) 1g=b= (3) (_3).

De vectoren (i) en —(2) heten tegengestelde vectoren.

3
Tegengestelde vectoren hebben dezelfde lengte en
tegengestelde richting.

5 1 (-6
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3 H_A _}//.
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Q y
1 /
: X
O 1 2 38 4 5

figuur 10.5 De

parallellogramconstructie.

N W O

=

O I 2 3

4 5

figuur 10.6 De kop-

staartconstructie.

- N W A

5

figuur 10.7
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Voor de vectoren a = (i“') enb = (z‘) geldt

Voorbeeld
In de figuur hiernaast zijn a en b getekend.
Teken ¢ = 13a —3b.

b 4
Aanpak a
Teken eerst 1%a en —%b.
(0]
Uitwerking figuur 10.8

In ﬁguur 10.9a is de vector s getekend. Verder is gegeven ¢ dat de
vector @ op lijn £ ligt en de vector b op lijn / waarbij a+b=5s.
Door een parallellogram te tekenen waarvan | OS een diagonaal is,
zoals in figuur 10 9b, zijn de vectoren @ en b te tekenen. We e zeggen
dat we de vector s hebben ontbonden in de componenten a en b.

o/

a
figuur 10.9
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In figuur 10.10a zie je de vector v met lengte 10 die een hoek van 60°
maakt met de x-as. De vector v is in figuur 10.10b ontbonden in de
onderling loodrechte componenten v, cn v,

Van deze componenten is de lengte te berckenen,

N
7y

Omdat cos(60°) =—= is |v,| = 10c0s(60°) =10 - 1 =5 en
10 2

-

A%
omdat sin(60°) = — is |v.| = 10sin(60°) = 10 - 1./3 = 5./3.
ip =% 2

¥ y

A |

[

[

[

o [

V ( - _ I

10 v /10 |

[

I

|

I

60° 60° :

X =l x
O @] Fx

a b

figuur 10.10

De vector v hiernaast is ontbonden in de twee onderling
loodrechte componenten a en b. Er geldt \a\ = M - sin(g)
en ‘b‘ = ‘v‘ * cos(@). figuur 10.11

Zie figuur 10.11.

a Bereken || en |5 in het geval ¢ = 17° en |[v| = 8. Rond af op twee
decimalen.

b Bereken ‘3‘ en ‘17‘ in het geval ¢ =26° en ‘E‘ =1,5. Rond af op twee
decimalen.

Bereken de lengte van de volgende vectoren.

) ee) e
T <5 3
- (/3 -~ [-03 —_ (6
b 5-(V) a 7-(7) t 706§
i - (2y = (-1
Gegeven zin de vectorena=(3) enb=( 4).
Bereken de kentallen van de volgende vectoren.
a ¢c=2a+3b c e=4a-3b
bd=a-2b d /=2(a+b)
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[» werkeran] Gegeven zijn de vectoren @ en b in figuur 10.12.
Teken de volgende vectoren.

uc—a

+b
bd=a-b

fignur 10.12

[» werkeLan] Gegeven is de vector @ met lengte 2 die
loodrecht staat op cle lijn k. Zie figuur 10.13. Verder is
gegeven dat vector ¢ lengte 5 heeft en dat vector b op k
ligt waarbij b=a+ec.

Teken c. Gebruik daarbij een parallellogram met zijden
2 en 5 waarvan een diagonaal op £ ligt. Er zijn twee
mogelijkheden. Licht je tekening toe. figuur 10.13

a Uit de kop-staart constructie volgt AB + BC = AC.
Licht dit toe met een tekening.

b VulinOP +PQ =... d Vulin..+KL=AL.

¢ Vulin DE +...=DF. e Vulin MN =MP + ...

—

Gegeven zijn de punten 4 en B en de vectoren OA=d en OB =b.

Er geldt AB = b-a.

a Toon dit aan.

b Het punt M is het midden van het lijnstuk AB.
Toon aan dat voor m = OM geldt m =1(a +b).

¢ Gegeven zijide purtsn P(7, 2) en 0(3,5). Hetpint R |oe s Jeetic b
) . .. met midden M geldt
is het midden van lijnstuk PQ. AT 2 e

B_er)elﬂ de_}kentaﬁn van de vectoren =0 (E " 5)
PQ, OP, OR en OR. 2 : J

[»werkBLan] Gegeven zijn de vectoren a, benc in figuur 10.14.
Teken de volgende vectoren.

a u=a+b+c

c
b v=a—-b+c d .

[» werkeLan] Gegeven is de vector @ met lengte 4 die een
hock van 30° maakt met de lijn /. Zie figuur 10.15.
Verder is gegeven dat vector c ]engte 6 heeft en dat
vector b op [ ligt waarbij b=a+ c.

Teken de twee mogelijkheden van c. figuur 10.15
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In de figuur hiernaast staat een kist op een helling die
een hoek van 25° met het horizontale vlak maakt. De
zwaartckracht dic op de kist werkt is 750 newton.
Ontbind deze kracht in een component langs de helling
en een component loodrecht op de helling.

Bereken deze componenten in newton. Rond af op
gehelen.

figuur 10.16

Gegeven is de vector v met lengte 12 die op de lijn m_
ligt. De vector kan worden ontbonden in de vectoren a
en b waarbij @ op de lijn k ligt en 5 op de lijn /. Er is
gegeven dat Z(k, m) =30° en Z(I, m)=40°. Zie
figuur 10.17.

Bereken || en |b|. Rond af op één decimaal.

figuur 10.17

Het ontstaan van de vectormeetkunde

De vectormeetkunde is in de eerste helft van de 19° eeuw
ontstaan. Daarvoor werden er echter ook al problemen met
vectoren opgelost. Zo kwam Newton in 1687 met het idee om
krachten op te tellen via de parallellogramconstructie.
Daarnaast bleken vectoren een praktisch hulpmiddel om
complexe getallen meetkundig weer te geven. Diverse
wiskundigen opperden hier aan het eind van de 18° eeuw
ideeén voor, maar die werden pas serieus genomen toen
Gauss er in 1831 een publicatie aan wijdde. De briljante lerse
wis- en natuurkundige William Rowan Hamilton (1804-1865)
werkte de principes van Gauss succesvol uit. Als kleine
jongen sprak Hamilton liefst dertien talen. Zijn interesse
verschoof echter geleidelijk naar de exacte vakken nadat hij op achtjarige leeftijd
kennismaakte met het Amerikaanse rekenwonder Zerah Colburn. Als jonge twintiger
publiceerde Hamilton al opvallende resultaten in de optica. In zijn verdere carri¢re
werkte hij de vectormeetkunde uit tot een volwaardig systeem. In een publicatie uit
1846 gebruikte hij voor het eerst het woord vector.

William Rowan
Hamilton
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Vectoren optellen en aftrekken

Een vector is een lijnstuk met een richting. y
In de figuur hiernaast zijn de vectoren O4 =a = (21 ) en A o
OB=b= (3) getekend. ’ B
1 a |
De lengte van a is ‘a‘ =\/(—1)2+22=\/§. Trar *52 S
De somvector s vana en b is s (_é) + (“:’) = (g) | b

Voor het optellen van @ en b in de figuur hiernaast is de
parallellogramconstructie gebruikt.

Voor het tekenen van b — 24 in de tfiguur hiernaast is de
kopstaartconstructie gebruikt. Eerst is de vector -2a
getekend. Daarna is deze kopstaart gelegd met b.

Voor de vectoren O4 =a en OB =b geldt AB =b —a.
Is M het midden van het lijnstuk AB, dan geldt voor
=OM dat m =1(a +b).

Een vector ontbinden in componenten

De vector v in de figuur hlernadqt is te ontbinden in de
componenten @ cn b waarbij @ op lijn k en b op lijn /
ligt. Hierbij gebruik je een parallellogram. Zie de figuur
eronder.

In het geval k L [ wordt v ontbonden in twee onderling
loodrechte componenten.
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10.2 Vectoren en rotaties

~In figuur 10.18 zijn de vectoren

a= (;)’ ap en a; getekend.

De vector a,, ontstaat uit @ door @ over
90° rechtsom te draaien en de vector a,
ontstaat uit @ door a over 90° linksom te
draaien.

a Geef de kentallen van @, en van a, .

De vector b = (‘; ) wordt over 90°

rechtsom gedraaid. Zo ontstaat by,
b Geef de kentallen van by.

Theorie A Rotaties en coordinaten

In figuur 10.19 zie je de vectoren

o (-5 o

a=(3),aRenaL.

De vector @y ontstaat uit @ door @ over
90° rechtsom te draaien en de vector a;
ontstaat uit 2 door a over 90° linksom te
draaien.

Je ziet ay = (g) ena, = (ﬁg)

-
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y
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2
\
aL\,{_\ A
75
5 A B 1 2 3 4 x
=
\
- Jp\\
._3._
figuur 10.18
%
5
1T 7
3
LA
N T
/\
—5—4—3&2—1 i 2 3 4 5 |F
]
| ?) 72
=i
/-3
A,
/1

) rechtsom draaien over 90° geeft a, = ( 4 )

) linksom draaien over 90° geeft a, = (p

figuur 10.19

q
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In figuur 10.20 is het vierkant ABCD getekend

met A(3, 2) en B(7, 3). Om de co@inaten van C

te vinden, bedenk je dat ¢ =b + BC =b + BA,,.
=F = = I3 T A

Omdat BA =a — b —«(2) (3) (_1) 18
=

ﬂR:(4.

To keifol 6=5 & By~ (7) = (1) - (g) dus C(6, 7).

3 4
Om de codrdinaten van D te vinden, bedenk je dat
d=a+AD=a +AB

7z =_(N_(B\_(H..57 _[1
Omdat 4B =b —a (3) (2) (1)1sABL (4)
Dit eeftE:(3)+(1)=(2) dus D(2, 6)
& 2/ " \4) \6) M 2
Voorbeeld
In figuur 10.21 is het vierkant ABCD getekend

met A(2,-2) en C(6, 8).
Bereken de coordinaten van B.

Uitwerking
Mi is b het mldden van diagonaal AC.
b=m-+MB=m+ MA

0-4-{1)-4)-0
m’:Z"‘a:(é)-(é‘) () st )

; > (4 5 9
D1tgeeftb—(3)+(2) (1) dus B9, 1).

Zie het voorbeeld.
Bereken de codrdinaten van D.

© Noordhoff Uitgevers by
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C
D,
B(7, 3)
A, 2)
0 X
figuur 10.20
i
C(e, 8)
D <
\ .

A2, -2)
figuur 10.21

Y

<

C(6, 8)

A2, -2)
figuur 10.22
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Gegeven is het vierkant ABCD met A(5, 2) en
D(2, 6) in figuur 10.22.
Er geldt B(9, 5).

a Toon aan dat de codrdinaten van B juist zijn.

Verder is het punt M het midden van diagonaal
AC. Ook is het vierkant MBNC getekend.
b Bereken de codrdinaten van N.

Gegeven zijn de punten 4(0, 2) en B(8, 4) in
figuur 10.23. Het punt M is het midden van het

lijnstuk AB. Ook is het vierkant MBCD getekend.

Bereken de coordinaten van het midden N van
het vierkant.

Gegeven is het vierkant ABCD met A(3, 0) en
D(0, 4). Op zijde BC liggen de punten P en S
waarbij BP = PS = SC.

PS is een zijde van het vierkant PORS.

Zie figuur 10.24.

Bereken de codrdinaten van de punten Q en R.

Gegeven is het vierkant ABCD met A(a, 0) en
D(0, d). Diagonaal AC is een zijde van het
vierkant APQOC. Zie figuur 10.25.

Er geldt P(2a +d, a — d).

a Bewijs dit.

b Druk de codrdinaten van Q uit in a en d.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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1 N
D2, 6)
B
AG, 2)

X
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figuur 10.22
Y
C
D
B(&, 4)
M
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0 X
figuur 10.23
y
R
e
D(O, 4)
B
X
(0] A3, 0)
figuur 10.24
Y
C
D(, d)
Q
B
X
0| A, 0)
P
figuur 10.25
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Van het vierkant ABCD ligt het punt 4A(a, 0) op de positieve x-as en het
punt D(0, d) op de positieve y-as.

Het punt M is het midden van diagonaal AC.

In figuur 10.26 zie je enkele mogelijkheden.

y Y Y

C c
C
D(0, d)
D B
B D
B
0 Ala, 0) X0 A 0 A x

figuur 10.26

a Druk de codrdinaten van M uit in a en d en licht toe dat M op de lijn
v =x ligt.
b Bewijs dat de lengte van het lijnstuk OM gelijk is aan 3/2 - (a +d).

In figuur 10.27 is de rechthoekige driechoek OAB y
getekend met ZB =90°, A(a, 0) en B(b, c).

Op de zijden OB en AB zijn de vierkanten OBPQ
en ARSB getekend.

PS is een zijde van het vierkant PSTU.

Druk de codrdinaten van Ten Uuitina, b en c.

(b, c)

@) Ala, 0)

figuur 10.27

Van het vierkant ABCD ligt het punt A(a, 0) op ¥
de positieve x-as en het punt (0, 2a) op de
positieve y-as. Het punt M is het snijpunt van de N
diagonalen van ABCD.

BM is een zijde van het vierkant BNCM. Zie
figuur 10.28.

Voor elke waarde van a ligt het punt N op de
lijn y = mx.

Bereken m.

D(O, 2a)

15) Ala, 0)
figuur 10.28
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Gegeven zijn de punten 4(a, 0) en C(b, c) en de
gelijkbenige rechthoekige drichoeken OA4B en
OCD. Zie figuur 10.29.

In deze opgave ga je bewijzen dat AC = BD en
AC 1 BD.

a Toon aan dat AC = (b - a) en BD :( ¢ )
c b—a
b Maak het bewijs af.

Gegeven zijn de punten 4(a, 0) en B(b, c) en
drichoek OA4B. Op de zijden AB en OB van
drichoek OA4B zijn vierkanten geplaatst. De
middens van deze vierkanten zijn P en Q.
Het punt M is het midden van zijde OA. Zie
figuur 10.30.

i — 4 b+c
Bewijs dat MP = E(a s B c) en
MQ = ;—( . ; fc C) en licht toe dat hieruit
volgt dat MPQ cen gelijkbenige rechthoekige
driehoek is.

Gegeven zijn de punten A4(a, 0) en B(b, c) en
drichoek OA4B. Op de zijden van drichoek OAB
zijn vierkanten geplaatst. De middens van deze
vierkanten zijn P, Q en R. Zie figuur 10.31.
Bewijs dat OP L OR, AQ L PR en BR 1 PQ.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren

D
figuur 10.29

¥

B(b, c)

=

O " M " 4,0

figuur 10.30

Bib, c)

figuur 10.31
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Gegeven zijn de punten 4(a, 0), B(b, c) en C(d, e) y

en vierhoek O4ABC. Op de zijden van vierhoek
OABC zijn vierkanten geplaatst. De middens van g
deze vierkanten zijn P, O, R en S. Zie figuur 10.32. Bb, c)
- (fatb+cy - (fb—ctd+e 2.5 P
= = i R’.—
Er geldt p 2(a—b+c)’ g 2(b +c—d+e)’
O | d—e - 1{a
e o4} T
a Bewijs dit. S
b Bewijs dat PR= OSen PR L OS.
figuur 10.32
Gegeven is vierhoek OABC van opgave 25 met de y
- op de zijden geplaatste vierkanten met middens
P, Q,Ren S. De punten K, L, M en N zijn de Q \Bb 9
middens van de zijden van PORS. Zie figuur 10.33. . K
Bewijs dat KM = LN en KM L LN, 5 < ge. P
0 M\/N Ao
S

figuur 10.33

De stelling van Van Aubel

In opgave 25 heb je de stelling van Van Aubel bewezen.

Deze stelling is genoemd naar Henricus Hubertus van Aubel

(1830-1906) en luidt algemeen als volgt:

De verbindingslijnstukken van de middens van tegenoverliggende

vierkanten die (buitenwaarts) beschreven zijn op de zijden van

een vierhoek, staan loodrecht op elkaar en zijn even lang.

Je kunt de stelling van Van Aubel goed verifiéren met het

computerprogramma GeoGebra, dat online te gebruiken is. Ook Van Aubel

kun je met GeoGebra bijvoorbeeld de volgende zaken onderzoeken.

« Welke bijzondere vierhoek ontstaat als je uitgaat van parallellogram ABCD?

» Welke bijzondere vierhoek PORS ontstaat als je op de zijden van vierhoek ABCD
afwisselend buiten- en binnenwaarts gerichte gelijkzijdige drichoeken tekent? De
punten P, O, R en S zijn de toppen van deze drichocken.

» Wat kun je zeggen van de lijnstukken PR en OS als je op de zijden van vierhoek
ABCD naar buiten gerichte gelijkvormige rechthoeken tekent? De punten P, O, R
en S zijn de middens van deze rechthoeken.

© Noordhoff Uitgevers by 10.2 Vectoren enrotaties @5



Terugblik

Rotaties en coordinaten

Draai je de vector a = (‘; ) rechtsom over 90°, dan krijg je de vector

Bij linksom draaien van a over 90° krijg je de vector a; = (;’g)
In de figuur hiernaast is het parallellogram OABC y

met 4(5, 0) en B(7, 3) getekend. Op zijde 4B is een ’
vierkant geplaatst met midden P. M
De codrdinaten van P krijg je als volgt.

p =m + MA, waarbij het punt M het midden van
de zijde 4B is.

m=%a+b) =£(((5)) i (:Z)) - (16;)

Rotaties en bewijzen

Hiernaast zie je het parallellogram OABC met y
vierkanten op drie zijden. Om bij deze figuur te
bewijzen dat PO = OR en PO 1 OR gaje als Q
volgt te werk.

p=m+MA . waarbij het punt M het midden van
de zijde 4B is. R C

E=%(E+B)=§((“)+(b) -
0 % X
1 0 A(a,ON/

b\ |[a _ b—g Lo =&

) (6)=(" 2 ) s 7, ( —%b)'
1 1 1

& =satah 50 =1_(a+b+c)

1us 7 ( ic )+(%a—%b) 2\a=b+c)

o [a+B & fatb—
Op dezelfde manier krijg je g =( lzﬁ' ) e = %( a+b C)‘
=d

2

AB=b-a=
C

1 1 1 1

' re— — — _a+5b_fc e - - _Eb_zc

Ditgeeft PO=q —p=| | en QR =r—q = | L
5b+§c a

Er geldt OR = PO, , dus PO = OR en PO 1 OR.
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10.2 Vectoren en lijnen

a Teken de vectoren @ en b zoals hiernaast en teken in
dezeﬁ@urw—5+lg OD=a+b, OE=a +2b,
OF = a—-b 0G=ad-b en OH =a —2b.

b Wat kun je zeggen van de eindpunten van de in a
getekende vectoren?

O

O
figuur 10.34

Theorie A De vectorvoorstelling van een lijn

In figuur 10.35 21_]n de punten Sen R en de
vectoren OS =5 en OR =7 getekend. Ook zijn
de volgende vectoren en hun emdpunten
getekend: § — 137, 5 —F, S —37,5 37,5 +F
ens + 137,

Al deze eindpunten liggen op de lijn / door S

die evenwijdig is met 7. Dat wil | zeggen dat elk
punt P van / voldoet aan OP =5 + 1+ 1. Hierin

is ¢ een willekeurig getal. Laat je r alle waarden
aannemen, dan knjg je de hele lijn /. We noemen
.OP=5+t"1 een vectory oorstelling van de
lijn /. De vector s is een steunvector van / en de
vector 7 is een richtingsvector van /.

Een steunvector van een lijn begint in de
oorsprong.

=
_‘I_r
=Y

figuur 10.35

EIk punt P waarvoor geldt OP=5+t"F ligt op de
lijn / door het eindpunt van de steunvector OS =5
en die evenwijdig is met de richtingsvector r.

I: OP =5 +1 - r heet een vectorvoorstelling van /.
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In figuur 10.36 is de lijn &£ door de punten 4 en B

getekend.

Bovendien is het punt C zo getekend, data +¢
Uit a +c—b volgt ¢ =b —a.

Omdat ¢ evenwijdig is met £, is ¢ een richtingsvector
van k en 1s dus ook b —a een richtingsvector van &.
Notatie: rAB b-a.

c=b.

figuur 10.36

Een vectorvoorstelling van de lijn door de punten 4

. X — i = »)
enBlS(‘.)=a+t'(b-a). -

Voorbeeld

De lijn / gaat door de punten P(3, 4) en Q(5, 6).
a Stel een vectorvoorstelling op van /.

b Onderzoek of het punt 4(27, 28) op / ligt.

Uitwerking
ul() =p+t-(@-p)

- (3} - =_(5) {3

p=(4)enq"p=(6)'(4)

b x=27geehtd +21=27
2t=24
(=12

t=12 geeft y=4+12-2=28

Dus 4 ligt op /.

2(2) k (f) (3)“' (ﬁ)

Z

In de vitwerking van voorbeeld a is (g) cen richtingsvector van lijn /.

Elke vector ¢ - (;) met ¢ # 0 is evenwijdig met de vector (g)

; 1 ;
Daarom 1s /: (ﬁ) = (3) R (1) ook een vectorvoorstelling

4 De vectoren

[15)=(%)

zijn evenwijdig.

10} &
Notatie: (1 5) (

van lijn /. Met de notatie (;) = (i) geven we aan dat de

2 1 ——
vectoren (2) en (1) evenwijdig zin.

In de vitwerking van voorbeeld b is gebruikt dat lijn /

2
=3

)

ook te noteren is als x = 3 + 2 A y =4 + 2¢t. We noemen
x=3+2t Ay=4+2¢t een parametervoorstelling van
de lijn /.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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Zie het voorbeeld.

a Licht toe dat ook (T) = +¢-

(:22) een vectorvoorstelling van / is.

: X ‘ 3
b Licht toe dat ook (v) = ) een vectorvoorstelling van / 1s.

-1

Stel een vectorvoorstelling op van

a de lijn £ door de punten 4(2, 3) en B(-4, 2)
b de lijn / door de punten C(1, 0) en D(2, 3)

¢ de lijn m door de punten E£(0, 3) en F(-4, 0).

; e o 100N [0 3
Gegeven is de lijn &: (y) ( 5 )+ t ( 4).
Onderzoek van de punten A(7, -7), B(-13, 15) en C(-33,7)
of ze op & liggen.

Teken in één figuur de lijnen

x\ (1 A3 (X (2 i
e Q=) (b G)= () ()

xy {0 gl Xy (1 1
" (}:)‘(3)“ (2) o (») (—2)”’ (0)
Teken in één figuur de volgende lijnstukken.
({2 e
14 2 T e
C)= _31)+u‘(_12)/\l§u§3
xY_{-1 13y,
b)) a0

Gegeven zijn de punten 4A(-1, 2), B(3, 4) en C(-5, -2).

Stel een vectorvoorstelling op van

a de lijn & door 4, evenwijdig met BC

b de lijn / door B en het midden M van het lijnstuk AC

¢ de lijn m door het midden N van het lijnstuk 4B, evenwijdig met AC
d het lijnstuk BC.

© Noordhoff Uitgevers by 103 Vectorenenlinen @9
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Gegeven zijn de vectoren @, b, ¢ end die vanuit O de D
hoekpunten van het parallellogram ABCD aanwijzen.

a Licht toe dat (’3 =B +C)+1- (¢ —d)een

vectorvoorstelling is van de lijn door de middens )

van de zijden AD en BC. 0¥ B
figuur 10.37

b Stel een vectorvoorstelling op van de lijn
* kdoor A4, die evenwijdig is met BD
* [door B en het midden van de zijde CD
* m door het snijpunt van de diagonalen, die evenwijdig is met BC.
¢ Welke lijn heeft als vectorvoorstelling

I:(ﬁ)=3+r-(3—3)

X 1= = - =
II:(]‘)=§(a+b)+t'(b—d)
111:(’;)=5+:-(._‘73+%2—5)?

a Gegeven zijn de lijnen £: (i) = (;) e (_13) en /i y=4x-28.

Om de codrdinaten van het snijpunt S van & en / te vinden, substitueer
jex=1-3teny=2+¢in y=4x—28,.
Toon aan dat  =-2 en bereken de codrdinaten van S.

b Bercken de cobrdinaten van het snijpunt 7 van de lijnen

AN (7 (3 s B
m: (v) (_3)+u (l)enn.Zx Sp=il1.
Bereken de coordinaten van het snijpunt van de lijnen.
x\ (0 {3 B By
o e ()-(0)r-)entasi-s

b m; (x)=(2)+u'(_l)enn: 3x+4v=10
v/ \-5 3 €

a Gegevenisdelink:x=4+2tAy=1-5t

v =4+ i i B §
Door bij het stelsel {T _ T B ‘;‘i de variabele 7 te elimineren, krijg je

een vergelijking van k. Vermenigvuldig daartoe de bovenste
vergelijking van het stelsel met 5 en de onderste vergelijking met 2 en
tel de vergelijkingen vervolgens bij elkaar op.
Doe dat.

b Stel een vergelijking op vande lijn : x=3 -t Ay =2+ 3t.

¢ Stel een vergelijking op vande lijn m: x=3t—1 Ay =5¢+ 1.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren © Noordhoff Uitgevers by



. Gegeven is de lijn k: y = 2x + 3. Je krijgt een parametervoorstelling van &

B@®* door x uit te drukken in ¢ en dit te gebruiken om y uit te drukken in ¢,

Zorg cr wel voor dat x ecn lincaire functic van ¢ is.

Kies je x = 4z dan krijg je y = 8¢ + 3.

a Licht dit toe.

b Stel een parametervoorstelling op van k waarbij x =17+ 5.

¢ Stel een parametervoorstelling op van k waarbij x = -3¢ + 2.

d Stel een parametervoorstelling op van k& waarbij y = 4.

Stel een vergelijking op vande lijn k: x =4+ 5Ay=3 —2¢.
O@®3% p Stel een parametervoorstelling op van de lijn /: 3x — 2y = 6.
¢ Stel een vectorvoorstelling op vande lijn m: x=2 -9t Ay =2t— 1.

d Stel een parametervoorstelling op van de lijn n: Cf) = (_41) opt & (g)

a De lijn k: 4x — 5y =-9 heeft parametervoorstelling
BO% x=5t+pAy=4t+3.
Bereken p.
b Stel de formule op vande lijn ;i x=2t—1 Ay=-3¢t+5
in de vorm y =ax + b.

a Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van de lijnen

MEOR 3
k: (x) = (4)+t . (2) en/:x—2v=10.
y 5 3 ¥

b Het punt 4(-3a + 1, 2a) ligt op de lijn m: (:C) = (_52) +u- (_3;1)
Bereken de codrdinaten van 4.

¢ Bereken voor welke g de lijn n,: x=2v + g Ay =-v — 2g door het
punt (5, 2) gaat.

Gegeven zijn de lijnen k,,: x=at =3 Ay=>bt+1lenl:2x+5y=c.
* Bereken mogelijke waarden van a, b en c in het geval &, , en /,

a clkaar snijden in het punt (3, 4)

b samenvallen.

De lijn & heeft parametervoorstelling xy=-t—3 Ay=pf—8 en

%
vectorvoorstelling (J;) = (;) + (5_2))

Bereken p en g.

© Noordhoff Uitgevers by 103 vectorenenlijnen 71
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Terugblik

De vectorvoorstelling van een lijn
De lijn £ in de figuur hiernaast gaat door het y

punt A(-1, 2) en is evenwijdig met de lijn door O
en B3, 1). A_—

2 1

Een vectorvoorstelling van k is k: (J:) = (_1) +i (3)

Van kis a = ( 1) een steunvector en b = (?) een

2
richtingsvector. ‘
Een steunvector begint in O. '

Voor het opstellen van een vectorvoorstelling van y

de lijn / in de figuur hiernaast gebruik je

I:C)=E+t‘(g—5). 2

W 2 ) X1
Omdat b —a (1) (2) (_l)knjgje 3

(-G G) il

Merk op dat bijvoorbeeld ook @) = (?) +f- (_14)

een vectorvoorstelling van / is.

) zijn evenwijdig. Notatie: (_41) = (_14 )

De vectoren (_41) en ( )

Om te controleren of het punt C(11, -2) op / ligt, gebruik je dat / te
noteren is met de parametervoorstelling x=-1+4rAy=2—1.
Uit2 —t=-2volgtt=4. Maarr=4 geeftx=-1+16=15#11,
dus C ligt niet op

Om een vergelijking van de lijn m met parametervoorstelling
x=3t+5Ay=2t+1 op te stellen, elimineer je de variabele 7.

x=3t+5‘ ‘ 2x="6r+ L0
y=2t+1|3 Jp=6t+t3
2e— 3y =7

Dus je krijgt m: 2x — 3y =17.
Neem jex=3¢t—1in2x—3y =7, dan krijg je 2(3t— 1) — 3y =7

6t—2—-3y=17
By=-611+9
y=2t—-3

Dus ook x=3f—1 Ay =2t— 3 is een parametervoorstelling van m.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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10.4 Vectoren en hoeken

Zie figuur 10.38 met de punten A(a,,a)) en B(b,, b)). y

a Licht toe dat ‘5 = b_\,z + byz. Bib,, b,)

b Licht toe dat AB* = (b, —a,)* + (b, — a,)* en herleid
dittot 4B>=a+a2+b?+b2—2ab —2ab, y

2.2 2 e
a, +ay cn

A (aX 1 ay)

O
figuur 10.38

Theorie A De hoek tussen twee vectoren

Alay a,)

Om de hoek ¢ tussen de vectoren a en b in 2
figuur 10.39 te berekenen, gebruik je de cosinusregel Blby. b,)
in drichock OA4B. ~ . :
Dit geeft AB2=|a|>+|b2 =2 |a| |b| - cos(¢), dus 2
(= AL F B~ 45"
cos(p) = =
2|l - |B] 0
Met wat je in opgave 44 hebt gevonden geeft dit figuur 10.39
P Fd b £ =R —a =R~ b 20 b+ 2ah,
cos(p) = : o
2-|al - ]
~ 2a.b,+2ab, ~ ab,tab,
2-Jal-|p|  [a]-]p]

De uitdrukking die in de teller staat heet het inwendig product, kortweg
het inproduct, van de vectoren @ en b en wordt genoteerd als a-b.

Het inproduct van de vectoren a = (Z‘) enb = (f;‘) is
. ¥ ¥
a-b=ab. +apb,

axb ta, b
Met behulp van het inproduct kan cos(p) = — % worden

—_ =

genoteerd als cos(p) == b_, . Voorwaarde is dat a # (8) AD# (8)

ja] - |p]

In het vervolg van dit hoofdstuk vermelden we deze voorwaarde
niet meer.

De vector (0) heet de nulvector en wordt genoteerd als 0.

0

© Noordhoff Uitgevers bv
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Voor de hoek tussen de vectoren a en b geldt cos(Z(a, b)) =

a5
; = (Y o =]
De berekening van de hoek tussen a = 1] en b= 1 ¥
in figuur 10.40 gaat als volgt.
la-b=2--1+1-1=-1 N
bz Gl e LN |
-1 O Tz
3 cos(£(a, b -
4 £(@.5)~1084° quur T
Je kunt vectoren gebruiken om de hoek tussen twee B IS
snijdende lijnen te berekenen. Voor de berekening van \\ kA1
de hock tussen de lijnen & en / met richtingsvectoren . | 3 >((/
en 7, bereken je de hoek tussen 7, en 7. 2f -
Omdat de hoek tussen 7, en 7, stomp kan zijn en de hoek 1T LY
tussen & en / niet, is echter niet altijd = [ e
cos(Z(k, 1)) = cos(L(Fr, 7). e 3\\5)(
Omdat cos(180° — a) = —cos(a), geldt altijd | f e

cos(Z(k, 1)) = ‘003(1(;&(, ’_:f))‘ figuur 10.41

Voor de hoek tussen twee snijdende lijnen & en / geldt

_ - > > | FL'FJ‘
cos(Z(k, 1)) = cos(L(F,, )| = HBH
el

Afspraak
Rond bij het berekenen van een hoek in graden af op één decimaal,
tenzij anders gevraagd.

De meetkundige betekenis van het inproduct

Vi

Uit cos(p) = volgta - b =|a| - || - cos(p). In de

e —_
a-b

— —_
a| - ||

. . OP -
figuur hiernaast is cos(¢) = ?, dus OP = \b \ * cos(@). \

Hieruit volgt \c_f\ *OP= m ” \E\ * cos(p) en dit is juist :
1 (=)

het inproduct van @ en 5. Dus a - b is de > lengte van a
keer de lengte van de projectic van b op a. Voor o
scherpe hoeken ¢ geldt dat het inproduct de lengte is van de ene vector
keer de lengte van de projectie van de andere vector op de eerste vector.
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Voorbeeld

b3 b X — 1 ’ 2 : i -
Gegeven zijn de lijnen m; (y) a (3) + (3) e (}’) (_1

Bereken Z(m, n).

GGl s s

B e

Uitwerking

cos(ZL(m, n)) =

3
Dus Z(m, n) = 74,7°.

.. a Zie de theorie op de vorige bladzijde.
 JOR 3

1

Bereken de hoek tussen de lijnen & en / in figuur 10.41.

b Zie het voorbeeld.
Bereken Z(7,, 7).

Bereken het inproduct van de vectoren.
ERALLE W
2=k " -6
=1 2
b (0)"’“ (4)
3703
3fen )
N IR
“(ﬁ) enh= (\r)

Bereken de hoek tussen de vectoren.

o i=(})eni=(;}

b a=(3)end=(3)

HEVEIH

[3)eni=(3)

o & (3)=(o)+ ¢ (o) enss3)= (7))
o (5= 0o+ () ens ()= (8-

e ()= () ena: G)=() =[]

(S
Il

o
I
~
[

()
o
Il

USR)

[
o ol
Il Il

2
SR
I
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Bereken de hoek tussen de lijnen.

k(-G e (-

b m: (x)=(1)+t'(2)enn:x=3u—2/\y=10u+3
y 1 =

11 Gegeven is de zeshoek OABCDE in figuur 10.42.

Ok 3

L®%

OE*

76

a Bereken ZB.
b Bereken de hoek tussen de diagonalen AD en BE.

Gegeven zijn de punten A(1, 3), B(4, 2) en C(3, -2).
a Bereken de hoek tussen de lijnen AC en BC.
b Bereken ZABC.

Gegeven zijn de lijnen k, (f) = (2) + ¢ (a)

)

a Bereken de hoek tussen £, , en / in het geval de
lijnen elkaar snijden in het punt S(3, -1).

b Bereken a in het geval b = 1 en de lijnen elkaar snijden
onder een hoek van 80°. Rond af op twee decimalen.

Gegeven zijn de vectoren a = (‘Z ) enb = (_‘;})

O

fignur 10.42

Bereken @ - b en licht toe hoe hieruit volgt dat Z(a, 3) =90°.

In figuur 10.43 is de lijn k: 2x + 3y = 6 getekend.
Een richtingsvector van k is 7, = (32)

a Licht dit toe.

De vector 71, = (g) staat loodrecht op de lijn £.

b Licht dit toe.
¢ Noem een vector die loodrecht staat op de lijn
I d—dp=3,

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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Theorie B Een normaalvector van een lijn

a-b
a - b=0 geeft cos(é(a b)) =0, dus A(a b)= 90°
Dat betekent dat a loodrecht staat op b, notatiea L b.

Dusa b= OgeeﬂaJ_b. -
Ook geldt het omgekeerde: @ | b geefta - b =0.

Uit cos(£(a, b)) = Volgt

| a- b = 0 komt op hetzelfde neer als a L b.

i (g 3o
(gt

. j S
In opgave 54 heb je gezien dat de vector n = (3) loodrecht staat op de

lijn &: 2x + 3y = 6. In het algemeen geldt dat de vector (g) loodrecht
staat op de lijn /: ax + by = c. Zie het bewijs in het informatief op de
volgende bladzijde.

Een vector die loodrecht staat op een lijn heet een normaalvector van

de lijn. Een normaalvector noteren we met 7.

— al . o
Dus n,;= ( b) is een normaalvector van de liyn /: ax + by =c.

Een normaalvector van een lijn / is een vector die loodrecht op / staat.

- _(a). -
De vector n, = (b) is een normaalvector van de lijn /: ax + by = c.

Voor het omzetten van vectorvoorstellingen naar vergelijkingen en
omgekeerd kun je gebruikmaken van normaalvectoren.
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Voorbeeld

Gegeven zijn de lijnen & (;) - (g) s (‘;') en I: 3x — Ty=8.
a Stel een vergelijking op van £ in de vorm ax + by = c.

b Stel een vectorvoorstelling op van /.

Uitwerking
a 7=|s , dus n, = )
BSx—dy=e| i« & 4. =w__
2,3) op k }C—S 2—4-3=-2
Dus &: 5x — 4y =-2.
- - {7
o = (—7)’ deis 7, (3) Je kunt voor de steunvector
= {5} L. [elkpuntvan/gebruiken.
0 1) e, = (1) ¢ Neem bij voorkeur een punt
Dus / (;:) _ G) g (;) met gehele codrdinaten.

i . 2 _ 3 Xy 4
a Stel van de lijnen £: (v)—(_l)+r (4) en /: (v) u (_7) een

vergelijking op in de vorm ax + by =c.
b Stel vande lijnen m: x —2y=-3 enn: 4x+y=0¢en
vectorvoorstelling op.

Een normaalvector van een lijn

In de figuur hiernaast is & een lijn door de oorsprong, y

18 (ﬁ) een richtingsvector van & en is (g) LE (5 (%)

Uit(a)J_kvol t(“)- x)=00fte el ax+by=0 x
b o)y W e —7|

Dus een vergelijking van k is ax + by =0.
a

b) staat loodrecht op : ax + by =c.

Elke lijn [: ax + by = ¢ is evenwijdig met &, dus (
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Stel een vergelijking op van de lijn / die evenwijdig is met de lijn
k: (f) = (;) F.b ! (_25) en die door het punt 4(4, 1) gaat.
Stel een vergelijking op van de lijn n die loodrecht staat op de lijn

m: C) = (g) +u (3) en die door het punt B(5, -1) gaat.

Stel een vectorvoorstelling op van de lijn / die evenwijdig is met
de lijn k: 2x — 3y = 10 en die door het punt A(5, 2) gaat.
Stel een vectorvoorstelling op van de lijn # die loodrecht staat op
de lijn m: 4x + 5y = 6 en die door het punt B(1, -3) gaat.

Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van de lijnen

()R Cns - )

De lijn m gaat door de punten A(-3, 5) en B(3, -1). De lijn n gaat
door het punt C(-4, -2) en staat loodrecht op de lijn p: -x + 5y =4.
Bereken de codrdinaten van het snijpunt 7 van m en n.

Bereken de codrdinaten van het snijpunt U van de lijnen

q: (x)=(§)+r- (_41) enrix=2w—4Ay=w-—6.

V

De lijn £: (J;) = (_32 ) e & (?) snijdt de x-as in het punt 4.

Stel een vergelijking op van de lijn / door 4 die loodrecht op £ staat.
Gegeven zijn de punten B(2, 5) en C(-1, 4).

Stel een vectorvoorstelling op van de lijn # door de oorsprong die
evenwijdig is met de lijn m door B en C.

Stel een vergelijking op van de lijn p door het punt D(-4, 7) die
loodrecht staat op de lijn ¢ door de punten O en E(1, -4).

Bereken de hoek tussen de lijnen.

b
c

: 1 -4
k: (:)=(3)+t-(l)enJ:Zx—Sy=6

m;3x—Ty=8enn:x+2y=3
piy=2x—5enq:y=-x+4

o (3 {52 g 2p%. - :
De lijn £,: (}/) = ( 5 ) i (p L 5) is evenwijdig met de lijn /, die

door de punten B(-1, -2) en C(p, 4) gaat.
Stel een vergelijking van /, op.
De lijn m,: (p+3)x + (p— 1)y =-12 snijdt de lijn

Ax) = 2 N — o
Pt b) = (p B 4) + u (3 o q) loodrecht in het punt D(-2, p — 4).
Bereken exact p en g.

© Noordhoff Uitgevers by 10.4 Vectoren en hoeken
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Gegeven is het parallellogram 4BCD met hoekpunten
A(-2,0), B(-1,-4), C(3, 1) en D(2, 5).
Een vectorvoorstelling van de lijn door B en D is

)=+ (o
) \S 3
Het punt P ligt op de diagonaal BD.
— fi—1
Er geldt CP = (3t % 4).
a Licht dit toe.
b Bereken de codrdinaten van P in het geval CP L BD.
¢ Bereken de codrdinaten van P in het geval CP = OP.

De lijn &: 4x + 3y = 12 snijdt de x-as in het punt 4 en de

v-as in het punt B. Van de lijn / is (i) = (_61) FE (_23)

een vectorvoorstelling. Het punt P ligt op /. Zie de

figuur hiernaast.

a Bercken exact de codrdinaten van P in het geval
AP 1 BP.

b Bereken exact de codrdinaten van P in het geval
AP = BP,

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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© Noordhoff Uitgevers by



Terugblik

De hoek tussen twee vectoren

De hoek tussen de vectoren a = (z“’) enb = (z") bereken je met
e ¥

cos(£(a, b)) = Hierinis 2 - b = a,b, +a b, het inproduct

@ \ \ |
van de vectoren @ en b.
Bij a= (_21) enb = (f) krijg je cos(£(a, E)) \/53 +\/2_ L \}_

dit geeft Z(a, b)~98,1°,

In de figuur hicrnaast is de lijn k met r, = a = (_21) en de oy
lijn / met 7, =5 = (i) getekend. Voor de hoek tussen & — B\
[ krijg j e 8 N
en 11g je cos(ZL(k, [)) = ——==en dit geeft

jg Je cos(£(k, 1)) 750 g

Z(k, 1)~ 81,9,

Een normaalvector van eenlijn

Isa -b=0danis @ L b en omgekeerd, als@ L b danisa * b =0,
Een normaalvector van een lijn is een vector die loodrecht op de
lijn staat.

o i a
Een normaalvector vande lyn : ax + by =cis n; = (b)

Met behulp van normaalvectoren kun je een vectorvoorstelling van een
lijn omzetten in een vergelijking, en omgekeerd. Je gebruikt daarbij dat

(o))

Bij het opstellen van een vergelijking van de lijn : (J;) = (g) +1- (_74 )

gebruik je dat 7, = (_; ) en dus 7, = (Z) en dat het punt (5, 3) op & ligt.

Je krijgt k: Tx + 4y = 47.
Bij het opstellen van een vectorvoorstelling van de lijn /: 4x — 3y =10

gebruik je dat 7, = (1) en dus 7, = (i) en dat het punt (1, -2) op / ligt.

i xy (1 13
Je krijgt I (y)¥(_2)+r (4)
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10.5 Vectoren bij snelheid en
versnelling

a; ~ x(O)=r—4
De baan van een punt P is gegeven door {1,.(;) =2—6

Hierin is # de tijd.

Op t=01is P in het punt (0, -6).

a Licht dit toe.

b Vul de tabel in en teken de baan van P.

r | -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
i 0

y -6

¢ Bereken de vector die de verplaatsing geeft van P op het interval [2, 3].

Theorie A Snelheid bij bewegingen

De baan van een punt P wordt gegeven door de y
bewegingsvergelijkingen {x(t) =5
- : wWH=F£—2
Hierin is ¢ de tijd.
In de figuur hiernaast zie je de baan van P.
De bewegingsvergelijkingen vormen de
parametervoorstelling van de baan van P. De baan
wordt daarom ook wel een parameterkromme
genoemd.
In het algemeen hebben bewegingsvergelijkingen de
x(t) = (1)
i {v(f) =g()
Bewegingsvergelijkingen worden ook wel met vectoren
genoteerd.
=5 - [¥(®
De vector OP =
(.V(t)
genoteerd als 7(¢). De plaatsvector is dus de vector die
vanuit O het punt P aanwijst,

figuur 10.46

) heet de plaatsvector van P en wordt

y
Op het interval [z, ¢ + /] is het punt P verplaatst over de At + h) -7t
vector 7(t + h) — r(f). Zie figuur 10.47. /
Om de vector te vinden die de snelheid van P op het At)
L . r(t+h)—r(0) At + h)
tijdstip ¢ geeft, berekenen we lim—————
h—0 h = %
figuur 10.47
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(x(r + h)) 3 x(r)) y
rtt+th)y—r@) . \Ww(t+h) (?) VD)
m—————= lim -
h—0 h h—0 h
x(t+h) = x(0) =
Lx(e+m)=x) _ h _ (¥ At
a0 \y(E+ 1) —y(0)] nso|YETA) —¥(D) v(®)
’ h 5 x
De vector v(f) = (j{g) heet de snelheidsvector van P figuur 10.48
en is een richtingsvector van de raaklijn aan de baan op het tijdstip z. De
lengte van de snelheidsvector is de baansnelheid van P op het tijdstip 7.
Bij de plaatsvector r(f) = (:g;) van een punt P hoort
de snelheidsvector v(f) = (;Eg )
De baansnelheid van P is v(¢) = ‘3(1‘)‘ = J& (@) + (V).
In de figuur hiernaast beweegt een punt P over de y
kromme door de punten 4, B en C.
In het punt B is de raaklijn verticaal, dus is
V(tg) = (y'(?‘ )) Dat wil zeggen x'(15) = 0 A ¥(25) # 0.
B

In het punt C is de raaklijn horizontaal, dus is Vit )
- Xt

w(t)= ( (OC))

X
o)
figuur 10.49
Banen plotten met de GR
Op de GR kun je een parametervoorstelling invoeren en (B _[EXElShow coordinates

£1=(113) T (3)-AT4]

de baan plotten. Je krijgt dan de parameterkromme. Om
zo’n kromme te plotten geef je behalve het venster ook
op tussen welke waarden 7 zich bevindt. Bij de kromme

o

B~ 2T

=85
X=-21.66666667 -4

dic gegeven is door x(f) = £ — 4t A y(f) = # — 2t neem

¥=36

je bijvoorbeeld ¢ tussen -5 en 5, x tussen 10 en 10 en y
tussen -5 en 15. De variabele ¢ voer je in met dezelfde
toets als waarmee je de variabele x invoert.

Om met parametervoorstellingen te werken op de TI kies je in het mode-menu
in plaats van FUNCTIE voor PARAMETRISCH. Op de Casio kies je in het

Graph-menu bij TYPE voor Param. Op de HP kies je de app Parametris

© Noordhoff Uitgevers by

ch.

10.5 Vectoren bij snelheid en versnelling



84

Voorbeeld

De beweging van een punt P wordt beschreven door de

x() =38 — 4t

v =r—2t

a Bereken de codrdinaten van het punt van de baan
waarin de raaklijn evenwijdig met de x-as is.

b Stel een vergelijking op van de lijn £ die de baan raakt
in het punt met ¢ = 3.

¢ Bereken de minimale baansnelheid en de
bijbehorende ¢. Rond af op drie decimalen.

d De baan snijdt zichzelf voor 7 =-2 en voor =4 in
het punt (5%, 8).
Bereken de hoek ¢ waaronder dit gebeurt. Geef je
antwoord in graden en rond af op één decimaal.

bewegingsvergelijkingen {

Uitwerking
a x(f)=38 —4t geeft xX'(t)=1>— 4
WOy =73 —2t geeft y(1)=2¢—2
Evenwijdig met de x-as, dus y(£)=0Ax(¢) #0
20—2=0AF—-4+#0
=2 AP+4
(=1 At£2At#-2
Dus 7 =1 en dit geeft het punt (-3 %, -1).
b Stel k: ax + by =c.

=)l )3} i (4)
7y (‘}},(3) 6-2/"\a , dus n, 5)
k:4x—5Sv=c o e BB o Wi
t =3 geeft het punt (-3, 3)} e R R e
Dus k: 4x — 5y =-27.
¢ v = OOF+ 002 = P-4+ @27
Voer in y, = /(x> — 4 + 2x — 2)%.
De optie minimum geeft x =1,7692... en y = 1,7673...

figuur 10.50

De hoek waaronder de
baan zichzelf snijdt is
de hoek tussen de
raaklijnen van de
kromme in dat punt.

De minimale baansnelheid is ongeveer 1,767 voor ¢ = 1,769.

s[O3 (444 ()
so=(ra)=(522)-(2)2 ()
(? (%)‘ L

O e

1 1
Dus ¢ = 63,4°.

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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Wlok 3

0@k

1
; : o =38 —4t
Zie het voorbeeld met de bewegingsvergelijkingen {i&; _ 1;2 e
a Er zijn twee punten op de baan waarin de raaklijn evenwijdig is met
de y-as.

Bercken de codrdinaten van deze punten.
b De baan gaat door de oorsprong.
Stel een vergelijking op van de lijn / die de baan raakt in de oorsprong.

Om te berekenen voor welke 7 het punt P zowel naar links als omhoog
beweegt, los je de gecombincerde ongelijkheid 72 —4 <0 A 21— 2 >0 op.
¢ Licht dit toe.

d Los de gecombineerde ongelijkheid op.

De beweging van een punt P wordt beschreven y
x=r-2
W)= -4
a Bereken de codrdinaten van de punten van de
baan waarin de raaklijn evenwijdig met de
X-as is. X

b Bercken exact de snelheid van Pop 1 =-1.

¢ Bereken exact voor welke ¢ het punt P zowel
naar rechts als omlaag beweegt.

d Toon aan dat de baan zichzelf snijdt in het
punt (2, 0) en bereken de hoek ¢ waaronder
dit gebeurt. Geef je antwoord in graden in
¢én decimaal.

door de bewegingsvergelijkingen {

figuur 10.51

De beweging van een punt P wordt beschreven Al

x()=2t— 1P

Wey=g2-2

De baan van P snijdt de y-as behalve in O ook in

de punten 4 en B. Zie figuur 10.52.

a Bercken exact de afstand tussen 4 en B.

b Bercken de cobrdinaten van de punten waarin
de raaklijn evenwijdig is met de x-as of met o
de y-as.

¢ Bereken de baansnelheid in de oorsprong.

d Bereken in twee decimalen de minimale
baansnelheid. figuur 10.52

door de bewegingsvergelijkingen {

In de figuur hiernaast zie je de baan van een
bewegend punt P en de snelheidsvectoren op
de tijdstippen ten 7 + A.

Neem de figuur over en teken de verschilvector
v(t+ h) — v(f). Verplaats hiertoe v(z + k) naar P.

figuur 10.53

© Noordhoff Uitgevers by 10.5 Vectoren bij snelheid en versneling 85



Theorie B Versnelling bij bewegingen

In opgave 68 heb je te maken met cen beweging waarvan de
snelheidsvector v(f) verandert. De versnellingsvector a(f) is de
afgeleide van de snelheidsvector, dus

v(t+h)—v(o) _ l(x’(r)ﬂ’_ (x”(t))

a(t) =Y (t) = ’}1_1;% h yr(r) - ‘V”(I)
De baanversnelling a(f) is de afgeleide van de snelheid ().

Dus a(t) =v(1).

x(7)
(@)
x”(z)
y()

Bij de plaatsvector r(f) = ( ) van een punt P hoort de

versnellingsvector a(f) = ( ) en de baanversnelling a(?) = v/(¢).

In het informatief op de volgende bladzijde wordt bewezen dat voor de

v(f) - a(f)

baanversnelling ook geldt a(f) = —————.

V(1)
Voorbeeld
De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn gegeven door
x(H=r-1
W)=z -2t

Bereken exact de baanversnelling op = 1.

Uitwerking

- _[#-1 - ( 2t )

r(t)= (;,_54 _ Zt) geeft v(r) = 5o en

)=+ @B -22 =42+ -48 +4= [ 4P +4” + 4 en

o 1 T _ 3P -6r+4s
=) 2 —4r +4r + 4 S JE—48 +4P +4

3“64‘4 1 \/g

= —asasa 5

h|—

.0 Zie het voorbeeld. L
- V(o) - a0
Druk met behulp van de formule a(7) = T

de volgende bladzijde de baanversnelling uit in 7.

van het informatief op
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Een andere formule voor de baanversnelling

In de figuur hiernaast is zowel de
snelheidsvector als de versnellingsvector op
het tijdstip 7 getekend. De versnellingsvector
a(r) is ontbonden in de onderling loodrechte
componenten a, (7) en a,(f). De lengte van de
vector a, (1) heeft invloed op de kromming van
de baan. De lengte van de vector a?(t) geeft de
grootte van de baanversnelling van het punt P.
In het geval a, () en v(¢) dezelfde richting hebben is de baanversnelling positief.
In het geval a, (f) en v(f) tegengestelde richting hebben is de baanversnelling
negatief.

1 &yl _ (0 a@)
n de figuur geldt cos(p) = —\E(t)\ . Samen met cos(p) = —‘;(0‘ . ‘5(1’)‘

v(0) - a(t) V(o) - a(t)

geeft dit

a0 Vo -ae

= — a () =—= ftewel @, (1) =
ol ol lag] %t ) S| vl )= 0
o V(1) - a()
De baanversnelling 1s dus ook te berekenen met de formule a(f) = T
Deze formule geldt ook voor ¢ > 90°.
De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn gegeven ¥
door {x(r) -4
y)=16 -3t
De baan snijdt de y-as in de punten 4 en B en de x-as in A
de punten C en D. Zie figuur 10.54.
a Onderzoek in welke volgorde 4, B, C en D worden X
doorlopen. & D\ |©
b Druk de baanversnelling vit in . B
¢ Bercken exact de baansnelheid en de baanversnelling
inA4.
d Bercken exact de baansnelheid in de punten waarin
de baanversnelling nul is. figuur 10.54

e Bereken in drie decimalen de minimale baansnelheid.

f Bereken exact de tijdstippen waarop de baansnelheid
gelijk is aan 2.

g De baan snijdt zichzelf in het punt D(-1, 0).
Toon dit aan en bereken de hoek ¢ waaronder dit gebeurt.
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De baan van een punt P is gegeven door de

x(f) =32 -2

=3 -2

De baan snijdt de x-as in de punten 4 en B en de y-as

in de punten C en D. Zie figuur 10.55.

a Onderzoek in welke volgorde 4, B, C en D worden
doorlopen.

b Druk de baanversnelling vit in .

¢ Bercken in welk punt van de baan de
versnellingsvector loodrecht staat op de
snelheidsvector.

d Bereken exact de minimale baansnelheid.

e Toon aan dat P de x-as in het punt B met dezelfde
baansnelheid passeert als de y-as in het punt C.

f De lijn k raakt de baan in het punt £(-13, 23).
Stel een vergelijking op van £.

bewegingsvergelijkingen {

Zie opgave 71.

De lijn x = p snijdt de baan van P in de punten Q en R
waarbij de lengte van het lijnstuk OR gelijk is aan 4
en R boven O ligt.

Bereken exact de codrdinaten van Q en R.

Bij het onderdeel speerwerpen in de atletiek
wordt na een aanloop een speer zover mogelijk
weggeworpen.

In deze opgave bekijken we het volgende model
van de baan van de punt van een speer.

Ao _—B ¥

figuur 10.55

N

x(f) =25t
{y(r) =-5£+15¢+3
Hierbij zijn x(f) en y(¢) in meter en is ¢ de tijd in
seconden.

O

figuur 10.56

x(£) en y(¢) geven de plaats van de punt van de speer ¢ seconden nadat

de speer de hand van de werper heeft verlaten.

a Bereken in m/s de baansnelheid waarmee de speer wordt

weggeworpen. Rond af op één decimaal.

b Bereken in graden nauwkeurig de hoek ¢ van de baan waaronder

de speer wordt weggeworpen.
¢ Wat is de maximale hoogte die de speer bereikt?

d Hoe ver van de afworplijn komt de speer neer? Neem aan dat de punt
van de speer twee meter voor de afworplijn is op het moment dat de
speer wordt losgelaten. Geet het antwoord in dm nauwkeurig.

e Bereken de versnellingsvector. Wat stelt deze versnellingsvector voor?

Hoofdstuk 10 Meetkunde met vectoren
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De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn ¥
OOk

x(f) =31 — 4t ”
gegeven door {y (=P —4
De baan snijdt zichzelf in het punt S op de y-as, @ D y=5

de x-as in de punten 4 en Ben de lyjny =5 in

de punten C en D. Zie figuur 10.57.

a Toon aan dat de raaklijn aan de baan verticaal
isin 4 en B. X

b Bercken exact de baansnelheid en de
baanversnelling in C.

¢ Bercken exact de codrdinaten van de punten
waarin de baansnelheid gelijk is aan 61,

d De baanversnelling heeft voor 7> 0 een figuur 10.57
minimum,
Bereken dit minimum in drie decimalen.

e Bereken in graden nauwkeurig de hoek ¢
waaronder de baan zichzelf snijdt.

Het muizenprobleem

Het muizenprobleem is een probleem waarin drie of meer muizen vanuit de
hoekpunten van een regelmatige veelhoek vertrekken. De muizen lopen met gelijke
snelheid in de richting van hun naaste buur. Welke baan wordt daarbij gevolgd en
hoe groot is de afgelegde afstand tot ze bij elkaar komen?

Dit probleem werd voor het eerst geformuleerd door Edouard Lucas in 1877. In
1880 bewees Henri Brocard dat de banen logaritmische spiralen zijn.

Sinds het probleem in 1950 in het blad Historical Snapshots verscheen, zijn
verschillende varianten bestudeerd.

In de GeoGebra-figuur zie je een variant in beeld gebracht waarbij de muizen vanuit
de hoekpunten van een regelmatige zeshoek steeds per tijdseenheid 5% van de
afstand tot hun naaste buur afleggen.
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Terugblik

Plaatsvector en snelheidsvector

—L.a 12
=3 —15f
De bewegingsvergelijkingen {x( )3 2

W=5t 7 21 0
met ¢ de tijd geven de baan van een punt P.
In de figuur hiernaast is de baan getekend. De baan is ;
cen parameterkromme. /
De snelheidsvector v(?) is de afgeleide van de - ol *
l3_q1lp N 2 _
plaatsvector r(f) = ( ! ;f_ 1 ;Z_r 2{), dus v(1) = (tzt_ tirz). t=[1

De baansnelheid is de lengte van de snelheidsvector, dus
we)= V()| = V@ =307+ (P —t—2) = 2 — 87 + 6 + 4t + 4.

Om een vergelijking van de raaklijn / op te stellen in het punt

waarvoor 7= 1 bereken je x(1), v(1) en v(1). Je krijgt x(1) =-1z,

y(1)=-2g en v(1)= (3)
Uit v(1) = (_;) volgt n, = (_11).

Dusl:x—y=c.
Invullen van (-1§,-23) geeftc =1, dus L x —y = L.

De baansnelheid die bij # =1 hoort is
w1)=\2-8+6+4+4=,8=202.
Om de punten van de baan te vinden met een horizontale raaklijn los
jeopy(®)=0Ax()£0.
Jekrijgt £ —t—2=0A*—3t#0

L= =0atr—3] 20U

(A=-1VI=2D)At£0At#£3
Dus t=-1 en t =2 en dit geett de punten (—1%, lé) en (-3 %, -3 %).

Versnellingsvector en baanversnelling
. = . - .
De versnellingsvector a(z) 1s de afgeleide van de snelheidsvector, dus

7 ; 5 ; - 2t—
bij de bewegingsvergelijkingen hierboven hoort a(f) = (2: _ :1;)

De baanversnelling krijg je door de afgeleide van v te berekenen.

3 2 )
wW(t) =21 =88+ 617 + 4t + 4 geeft a(t) = v/(¢) = \/;j— 8:324{- ;fif +4

De baanversnelling voor ¢ =3 is
4+27—12+9+6°3+2

a(3)= =5

(2481 —% (2T +6  G+ds 3 -4
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Eindopdracht Een sangaku met
vier vierkanten

In de beginopdracht heb je een stelling bewezen die was uitgebeeld in
een sangaku met vijf vierkanten en een drichoek. Bij dat bewijs
gebruikte je veelvuldig gelijkvormige drichoeken.
In deze eindopdracht ga je cen stelling
bewijzen dic wordt uitgebeeld in cen
sangaku met vier vierkanten. Zie de figuur
hiernaast. De sangaku werd in 1826 door
Ikeda Sadakazu opgehangen in een tempel
in Tokio en is lange tijd onopgelost
gebleven.
« Wat wordt er met de sangaku
uitgebeeld?

Je gaat het bewijs geven met behulp van

vectoren. Gebruik daarbij de figuur

hiernaast met A(a, 0), B(0, 0), C(c, 0) en

G(p, 9). _

Je kunt de vector e op twee manieren

uitdrukken in a, c, p en/of g.

» Doe dat, toon vervolgens aan dat
G(3c, -3a) en maak het bewijs af.
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Diagnostische toets

10.1 Vectoren

"7 Gegeven zijn de vectoren @ = (3) enb = (i).
Bereken de kentallen en de lengte van de volgende vectoren.
a c=a+2b b d=2aq-3b c e—b——a

"7 [»uerketan] Gegeven zijn de vectoren d, b en ¢ in figuur 10.58.
Teken de volgende vectoren.

a 2a-b ba+hb-c c a-(b-¢c)
figuur 10.58
E [» werkeLaD] Gegeven zijn de vector a en de lijn £. Zle . k
figuur 10.59. Verder is gegeven d dat b op kligtenc =a +b. 0
Teken mogelijke vectoren b en ¢ in het geval ~
a b twee keer zo lang is als a "
b ¢ twee keer zo lang is als a. figuur 10.59

| De vector a= (g

liggen op de lijnen k: y=xen/: y=-x.
Bereken exact de lengte van deze componenten.

) wordt ontbonden in twee componenten die

10.2 Vectoren en rotaties

"1 Gegeven zijn de punten A(4, 0) en B(8, 6). Van de rechthoek ABCD liggen
de punten C en D boven de x-as en is zijde AB twee keer zo lang als zijde BC.
Bereken de codrdinaten van C en D,

| Gegeven is drichoek 4BC met A(a, 0), B(b, 0) en C(c, d). y
Hierbijis b>a, c>0end > 0. Op de zijden AC en BC
van drichoek ABC worden de naar buiten gerichte
vierkanten ACDF en BGHC geplaatst. Het punt M is het
midden van lijnstuk 4B. Zie figuur 10.60. F
Bewijs dat de lijnen CM en DH elkaar loodrecht snijden G
endat DH=2 - CM.

Afa, 0) ot Bb, 0)

10.3 Vectoren en lijnen figuur 10.60
" Gegeven zijn de punten 4(6, 8), B(-4, 5) en C(1, -4),

Stel een vectorvoorstelling op van

a de lijn & door B, evenwijdig met AC

b de lijn / door 4 en het midden M van het lijnstuk BC

¢ het lijnstuk AC.
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" Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van de lijnen

K (;)=(*32)+¢- (_21) en : 2x— 3y =22,

vl \2 4
b Stel een vectorvoorstelling op van de lijn /: 3x —y =6.
¢ Stel een vergelijking op vande lijn m: x=4 -2t Ay =6+ 3.

|| a Stel een parametervoorstelling op van de lijn £: (x) - (1) 4% (3)

| a HetpuntA(2p,3—p)ligtopdelijnk:x=2+tAy=3-2¢
Bereken de codrdinaten van 4.

b Het punt B(6, 1) ligt op de lijn /: (j) = (3) 1 (“2)_

1
Bereken g.

10.4 Vectoren en hoeken

" Gegeven zijn de punten 4(-2, 3), B(4, 4) en C(-3, -1).
a Bercken de hock tussen de lijnen AB en BC.
b Bercken ZBAC.

"~ a Stel een vergelijking op van de lijn & door het punt (3, 4) die
evenwijdigis metde lijn : x=1—-5tAy=4+3t.
b Stel een vectorvoorstelling op van de lijn m door het punt (1, 1) die
loodrecht staat op de lijn n: S5x —y =-2,
¢ Stel een vergelijking op van de lijn p door het punt (-2, 3) die

loodrecht staat op de lijn 7 (i) B (—11) i (j)

=1 Bercken de hock tussen de lijnen k: y=1x+3enlix=2+tAy=1-3t.

10.5 Vectoren bij snelheid en versnelling
. De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn gegeven 4
x(t)y=4t— £
door W)= 3716 _p
a Voor welke ¢ beweegt het punt P zowel naar rechts als
omhoog?
b Bereken de codrdinaten van de punten waarin de raaklijn
evenwijdig is met de x-as of met de y-as.

l

¢ Bercken de hoek ¢ waaronder de baan de positieve x-as /)
snijdt.
d Bercken exact de baansnelheid van P in het snijpunt met figuur 10.61

de positieve x-as.
e Bereken in twee decimalen de minimale snelheid van P.
Voor welke ¢ wordt deze bereikt?
f In welk punt is de versnelling evenwijdig met de x-as?
g Bereken exact de baanversnelling voor 7 = 3.
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Integraalrekening

Wat leer je?

- Wat primitieve functies zijn en wat primitiveren is.

- Hoe je primitieve functies gebruikt om oppervlakten en inhouden te
berekenen.
Hoe je integralen numeriek berekent.
Integraalrekening gebruiken bij het opstellen van formules bij de inhouden

van bol en kegel.
Integralen gebruiken bij berekeningen met snelheid en versnelling.
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Beginopdracht Drinkwater in
stedelijk gebied

De figuur hiernaast gaat over het drinkwater dat V (m®/uur)
het bedrijf Vitens op een dag in een stedelijk '
gebied met 111 005 inwoners gedurende die dag 1200
aan zijn klanten heeft geleverd.

Je ziet dat de volumestroom V (in m*/uur) tussen
5 en 7 uur vrijwel lineair toencemt. Om 5 uur is 800
V=364 en om 7 uur is V= 1228. Om te weten te

komen hoeveel drinkwater er tussen 5 en 7 uur is 600
geleverd, bereken je de oppervlakte onder dit
gedeelte van de grafiek. Deze berekening is

1 (364 +1228) - 2=1592 m’. 200
* Licht deze berekening toe.

1000

400 Iy,

0

t
0 = 8 12 16 20 24
tiid in uren

Als je aanneemt dat de volumestroom ook tussen

7 en 16 uur lineair verloopt, en je ook nog gebruikt
dat V=975 om 16 uur, dan kun je hiermee berekenen
hoeveel drinkwater tussen 7 en 16 uur is geleverd.

» Bereken deze hoeveelheid.

Het verloop van de volumestroom tussen 0 en 5 uur kun je benaderen
door een tweedegraadsformule. Deze formule is V(7) = 167> — 961 + 444,
Hierin is 7 de tijd in uren met 7 = 0 om 0 uur. Bij deze formule hoort een
oppervlakteformule waarmee je de oppervlakte tussen de parabool en de
t-as, en dus de hoeveelheid geleverd drinkwater tussen 0 en 5 uur, kunt
berekenen. Voor deze oppervlakteformule A(7) geldt dat 4°(f) = W(¥).
Deze oppervlakteformule is A(f) = — 4872 + 444¢.

 Ga na dat inderdaad geldt dat A'(r) = V(7).

Om met de formule van A4(7) de hoeveelheid geleverd drinkwater tussen
t=0en =35 te krijgen, bercken je A(5) — A(0).
» Bercken deze hoeveelheid.

Ook de volumestroom tussen 16 en 24 uur is te benaderen door een

tweedegraadsformule. Deze formule is V(7) =-20¢* + 7401 — 5745.

Hierin is 7 de tijd in uren met = 0 om 0 uur.

» Stel bij deze formule de oppervlakteformule A(¢) op en bereken
hiermee de hoeveelheid geleverd drinkwater tussen = 16 en ¢ = 24,

» Hoeveel liter drinkwater per persoon heeft Vitens deze dag in dit
gebied afgeleverd?
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Voorkennis Differentiaalrekening

Theorie A Regels voor het differentiéren

Je kent de volgende regels voor het differentiéren.
f(x)=a geeft f(x)=0

fx) =ax" geeft f(x)=a * nx""!

fx)=c - g(x) geelt f(x) =c - g'(x)

flx)=¢" geeft f(x) =¢*

flx) =g" geeft f(x) =g" - In(g)

700 = In(x) geeft () ==

£ =l0g(x) geeft /)= 11
f(x) =sin(x) geeft '(x) = cos(x)

f(x) = cos(x) geeft f(x) =-sin(x)

f(x) = tan(x) geeft /" (x) = 00812 = en /" (x) = 1 + tan?(x)
s(x) = f(x) + g(x) geeft s(x) =1"(x) + g'(x) (somregel)
v(x) = f(x) — g(x) geeft vi(x) =1"x) — g'(x) (verschilregel)

px) =/ (x) - glx) geeft p(x) =f"(x) - gx) +f(x) - g'x)  (productregel)

g(x)= % geeft g'(x) = L f(ﬁ (;)t)(zx ) n'l) (quotiéntregel)
J(x) = u(v(x)) geeft f(x) = u'(v(x)) * vI(x) (kettingregel)
Voorbeeld

Bereken de afgeleide en herleid zo ver mogelijk.
a f(x)=7cos(2x) + sxsin(2x)

b f(x)=5xx*+4

Uitwerking
a f(x)=1%cos(2x) + Sxsin(2x) geeft
fix)=5"-sin(2x) - 2+ - sin(2x) + 3x * cos(2x) + 2
=-Lsin(2x) + £sin(2x) + x cos(2x) = x cos(2x)
b f(x)=5x\x2+4 geeft
2
fx)=5" ZF+4+5x zﬁ'Zx=5\/x2+4+ \/SZL

x2+4

_ 5P+ 457 10x2+20

2+t J[o+a
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Voorbeeld
Toon aan dat

a [(x)= : de afgeleide is van f(x) =x — In(1 + ¢%)
; 3 S 5 I
- - =— +
b f(x) 2+ 57 de afgeleide 1s van f(x) 421 5) 7In(2x + 5).
Uitwerking

a f(x)=x—In(l + &) geeft
oo 1 e e’ =1+e"—e’f= |
L T e e
_ 5
b ST s)

+3In(2x + 5) =3(2x + 5)! + 7In(2x + 5) geeft

1 9o =5 . 1
2x+ 5 2o+ 5y  20%+5)
_ =5 - s e 2x . &

2x-+5) 2wt 5P I0x+5F {(ZvtEF

S)=-5@x+5)7 245

Bereken de afgeleide en herleid zo ver mogelijk.

a f(x)=41In2(x) - 3In(x) ¢ f() =22 2x—1
10 - 3 & +3
b flx)= n(3) d f()="735
Bereken de afgeleide en herleid zo ver mogelijk.
a f(x)=xIn(x)—x d f(x)=x’In*(x) — x’In(x)
b f(x)=x\4x—3 e f(x)=6xyx*+1
g5 A g
¢ SO PO e

Toon aan dat
1

2, = H hs 3 = 1 _ 2
a f(x)= d+e) de afgeleide 1s van f(x) = x + : In(1 +¢¥)
b f/(x)=cos’*(x) de afgeleide is van f(x) = sin(x) — 5 sin®(x)
P . 1 _ 4
c f(x) c+ 27 de afgeleide 1s van f(x) =x+2 1o 41In(x +2)
2
d fix)= \/2% de afgeleide is van £(x) = (0,2x2 — 0,4x + 1,2)\/2x + 3.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening
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11.1 Primitieven en integralen

Gegeven is de functie f(x) = 3x2,

In deze opgave zocken we de functie g waarvoor geldt g'(x) = f(x)
en g(2) = 15.

Omdat g’(x) = f(x) is het functievoorschrift van g van de vorm
gx)=x*+c.

Licht dit toe en bereken c.

Theorie A Primitieve functies

In opgave 1 heb je de functie g opgespoord waarvoor geldt dat
g'(x)=3x*en g(2)= 15,

Een functie waarvoor geldt dat g’(x) = f(x) heet een primitieve functie
van f.

Een primitieve functie van /' wordt genoteerd met de hoofdletter 7.

In opgave 1 heb je gevonden f(x) = 3x? geeft F(x) =x + 7.

Maar ook F(x) = x> + 10 is een primitieve van f(x) = 3x2, immers
F(x)=x> + 10 geeft F'(x) =3x2=f(x).

ledere functie F waarvoor geldt F’ = f'is een primitieve functie van f,
ook wel kortweg een primitieve van f genoemd.

De functie F is een primitieve van de functie fals F' = f.

In het algemeen is F(x) = 5x° + ¢ met ¢ een constante een primitieve van
F(x) = 15x2,

We zeggen dat F(x) = 5x° + ¢ de primitieven zijn van f(x) = 15x?. Hierin
is ¢ de integratieconstante.

Voorbeeld
Toon aan dat F(x) = xIn’(x) — 2xIn(x) + 2x + 4 een primitieve is van

£(x) = In¥(x).

Aanpak
Bereken F’(x) en laat zien dat F'(x) = f(x).

Uitwerking 1 1
Fx)=1"In’(x)+x - 2In(x) - e Zh(x) —2x ¢ ;+ 2

= In?(x) + 2In(x) — 2In(x) — 2 + 2 = In(x)
Dus F'(x) = f(x) oftewel F is een primitieve van f.
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Toon aan.
a F(x)=5(3x+4) is een primitieve van f(x) = 3x + 4)2.

+
b F(x)=x—In(x +2)is een primitieve van f(x) = i ” ;
-1 ) - X
c F(x)= m 1s een primitieve van f(x) = m
Toon aan.

a F(x)=(x>+1)°+1 is een primitieve van f{x) = 12x(x> + 1)°.

b Gx)= (%x - }—1) e’* — 2 is een primitieve van g(x) = xe*,

) o 2+ 2In(x)
¢ H(x)=1In?(x) + 21n(x) + 3 is een primitieve van A(x)=————,

3x 3x
e — 10 ; my i B ED
o 4 1s een primitieve van j(x) = o

e K(x)=sin’(x) is een primitieve van k(x) = 3 cos(x) — 3 cos*(x).

d Jx)=

Toon aan dat F(x)=In(x + /x> — 1) een primitieve is van f(x) = L

a Van welke functie is F(x) =1x° een primitieve?

b Van welke functie is G(x) =7 e* "' een primitieve?
- 3" Y

¢ Van welke functie is H(x) = In(3) een primitieve?

Van welke functie is K(x) = % sin(2x) een primitieve?

Theorie B Primitiveren

Het berekenen van primitieven heet primitiveren.
Omdat primitiveren het omgekeerde is van differentiéren, kun je
vermoeden dat een primitieve van de functie f(x) = x", met n # -1,

de functie F(x) =

x"1 s,

n+1

Om aan te tonen dat dit vermoeden juist is, differenticer je de functie F.

F(x) =——x"*! geeft F/(x) = *(n+ D" =x" en dit is /().

Rt n+1

Dus F(x)= x"t1ig een primitieve van f(x) = x" met n #-1.

n+l1

Hoofdstuk 11 Integraalrekening

-1

© Noordhoff Uitgevers bv



Op dezelfde manier toon je in opgave 6 de juistheid aan van de
primitieven in de kernzin hieronder.

f(x)=ax" geeft F(x)=a - X"+ cmetn#-1

n+1
£ = g* geeft Fx) = .

Jx)=¢e"geeft F(x)=¢"+c

e

f(x)= % geeft F(x)=In|x|+c

f(x) =In(x) geeft F(x) =xIn(x) —x+c
: 1

f(x) =3log(x) geeft F(x) = Tnig)

f(x) = sin(x) geeft F(x) =-cos(x) + ¢

f(x) = cos(x) geeft F(x) =sin(x) + c

(xIn(x)—x) +c

primitiveren primitiveren
primitieve F functie f afgeleide f'
differentiéren differentiéren
Voorbeeld
Primitiveer.
a f(x)=10x\x
s e
b g(x)= — 5
¢ Ah(x)="log(3x)
Uitwerking
a f(x)=10x\/x = 10x' geeft F(x)=10 ;—szé +e=4x2 - \x+c
2
6 + 2 +
b g(x)= xi"—27 =x* +2 + 7x2 geeft

G(x):;—x5+2x+7 '%x_]+c—éx5+2x—%+c

¢ A(x) =>log(3x) ="log(3) + log(x) = 1 + ’log(x) geeft

Hixy=x (xIn(x) —x)+c

1
In(3)

~ Toon de juistheid aan van de primitieven in de kernzin hierboven.

Wlor 3
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X"+ ¢ niet

a Waarom geldt de regel f(x) = ax” geeft F(x)=a - —

voor n =-17

b Geef de primitieven van f(x) =x .

¢ Toon aan: als F een primitieve 1s van f, dan 1s @ * F een primitieve
vana - f.

Primitiveer.

a f(x)=06x’ e f(x)=5-2¢

b f(x)=2x>+5x* f f(x)=x%+sin(x)

— 3

c f(x)=x42x32x g f(x)=x;2

d f(x)=10 h f(x)=xx - 2cos(x)

Bereken de primitieven,

a f(x)=x3—3x d f(x)=3+i1

b f(x)=5c" e f(x)=2In(x)

e (=20 £ /=12y

Primitiveer.

a f(x)=e"! d f(x) = In(x\/x)
_8 _ oL

b /()= e /v =log[}

P
e fiy-T2EE £ /(0=5 - log(2)

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door

J@=pyx+2pxx.

Voor welke p en g is F (x) = (3x + q)x\/; een primitieve van f,?

Gegeven is de functie f(x) = 2x — 3.

a Bercken de primitieven van f.

b De grafiek van een primitieve van f'gaat door het punt (1, 2).
Bereken deze primitieve.

¢ De grafick van een primitieve van f raakt de x-as.
Bereken deze primitieve.

Gegeven is de functie f(x) = (x* — 1)%
De grafiek van een primitieve van f'gaat door het punt (1, 7).
Bereken deze primitieve.

De primitieve met integratieconstante 0 van de functie f(x) =x>e> is

van de vorm F(x) = (ax® + bx + c)e*.
Bereken a, b en c.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening
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Gegeven is de functie f(x) =ax + b meta >0 en y
BO%* 5> 0. Voor p > 0 wordt het vlakdeel ¥, ingesloten

door de grafick van f, de x-as, de y-as en de lijn

x=p. Zie figuur 11.1.

De oppervlakte 4 van V), is een functie van p.

a Toon aan dat A(p) = tap* + bp.
b Bereken A'(p). Wat valt op?

figuur 11.1

Theorie C Integralen

De oppervlakte A(x) van het blauwe vlakdeel in y
figuur 11.2 is een primitieve van f(x). Hiervoor tonen
we aan dat 4(x) =f(x).

-

A(x+h)—A(x
Je weet A'(x) = lim e N A
h—0 h .
(@) start X
figuur 11.2
In figuur 11.3 is de oppervlakte van het paarse vlakdeel y

gelijk aan A(x + &) — A(x). Voor kleine waarden van 4 is
het paarse vlakdeel te benaderen door een rechthoek met
zijden A en f(x), dus voor kleine waarden van /4 is \

A+ ) — A@) = 1(x) - b, oftewel fx) = 2 1) —A®) D

h O start % el x
. . Alx+h)—A(x)
Zo krijg je f(x) :]}12% P winize ()

Uit (1) en (2) volgt A(x) =f(x), dus 4 is een primitieve van f.

figuur 11.3

De oppervlakte van het vlakdeel 7 in figuur 11.4 noteren

b
we als O(V) = j F(x)dx.

. Vv
: N Ala)

Hierin is If(x) dx een bepaalde integraal. 5 st 3 B
& figuur 11.4

b
I f(x)dx spreek je uit als ‘de integraal van a totb van fx d x’.
In figuur 11.4 is O(V) = A(b) — A(a).
Je weet dat 4 een primitieve van f'is, dus 4(x) = F(x) + c.
Hieruit volgt
b
o) = jf(x)dx =A(b) — A(a) = (F(b) + ¢) —(F(a) + ¢) = F(b) — F(a).

a
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b
De formule I f(x)dx = F(b) — F(a) wordt de

hoofdstelling van de integraalrekening genoemd.
In deze formule is f{x) de integrand.

Merk op dat bij het berekenen van een integraal met behulp van een
primitieve de constante ¢ wegvalt. Neem dus bij zo’n berekening ¢ = 0.
Het is de gewoonte om F(b) — F(a) te noteren als [F(x)]z.

b

[f@)ydx=[F)], = Fb) - Fla)

a
Het berekenen van een integraal heet integreren.

De oppervlakte van het vlakdeel V" dat boven de x-as y
ligt en wordt ingesloten door de grafiek van de functie f, f
de x-as en de lijnenx=aenx=bmeta<b
b
is O(V) = j f(x)dx. S b

a

Voorbeeld
Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de grafiek van y
de functie f(x) = 4 — x%, de positieve x-as en de y-as.
a Bereken exact de oppervlakte van V.,
b De lijn x = p verdeelt V in twee delen met

gelijke oppervlakte.

Bercken p. Rond af op twee decimalen.,

[ T\

figuur 11.5
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Wlok 3

0E*

Uitwerking

a f(x)=0geeft4—x>=0
x*=4
r=2n=2

o) = (4 Pydx=[4x—1 =8-1-8-0=5!

!_—_.N

b j(4 xzdx 92 Gouehisesain | De helft van 5} is 23. |

4x—lx3 P=»p?
3 0 3

4p —3p* =23

Voer in y, = 4x — 3x3 en y, = 23,

De optie snijpunt geeft x = 0,69. /
Dus p =~ 0,69.

Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek
van de functie f/(x) = 3x*> — x* en de x-as.
a Bercken algebraisch de oppervlakte van V.
b De lijn x = p verdeelt V in twee delen met
gelijke oppervlakte.
Bereken p. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de functie f(x) = sin(x) met domein [0, ].
Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafick van fen
de x-as. Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek
van f, de x-as en de lijnen x = %Jt en x =p met p > ;—n.
Bereken exact voor welke waarde van p de oppervlakte
van W de helft is van de oppervlakte van V.

O

figuur 11.6

figuur 11.7

Gegeven is de functie f(x) = \/x. y
Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafiek van £,

de x-as en de lijn x = p.

a Necem p = 12 en bereken exact de oppervlakte van V.

b Bereken algebraisch voor welke waarde van p de o]
oppervlakte van ¥ gelijk is aan 18.

Het vlakdeel W, wordt ingesloten door de grafiek van f,
de x-as en de lijn x = 4.

Het vlakdeel W, wordt ingesloten door de grafiek van f,
de x-as en de lijnen x =4 enx =p met p > 4.

figuur 11.8

¢ Bereken exact voor welke waarde van p geldt O(W ) = O(W,).

© Noordhoff Uitgevers by
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Gegeven is de functie f(x) = e". ¥

Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek van f, de

x-as, de y-as en de lijn x =p met p > 0.

a Bercken exact voor welke waarde van p de oppervlakte
van V gelijk is aan 5.

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek van £,

de x-as en de lijnen x = p en x = 2p met p > 0. /v

b Bercken exact voor welke waarde van p de oppervlakte 0 X
van W twee keer zo groot is als de oppervlakte van V.

Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek y
van de functie f(x) = In(x), de x-as en de lijnx =p
metp > 1.
a Neem p = ¢? en bereken exact de oppervlakte van V. o
b Bercken voor welke waarde van p de oppervlakte
van V gelijk is aan 10. Rond af op drie decimalen. x
figuur 11.10

Voor elke p > 0 is de functie f, gegeven door

/,(x) = psin®(x) met domein [0, w].

Een primitieve van £, is F,(x) = _l—, pcos’(x) — pcos(x).

a Bewijs dat de formule van F), juist is.

b Bereken exact voor welke p de oppervlakte van het vlakdeel dat
wordt ingesloten door de grafiek van f, en de x-as gelijk is aan 4.
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Terugblik

Primitieve functies en primitiveren
Elke functie F waarvoor geldt F” = f'is een primitieve functie van f.

Als F een primitieve van f'is, dan zijn alle functies F' + ¢ primitieven
van f. Het getal ¢ heet de integratieconstante.

flx)= | Fix)= )= |Fx)=
ax”" @ 1 e =) | |Inke xInle)—w+e
n+1
: 1
X z —
g e s log(x) Tile) (xIn(x) —x)+c
(o g sin(x) | —cos(x) + ¢
% ln‘x‘ i cos(x) | sin(x)+c
3 25
. f(x)=x+fc—27x=x+ =7 %geeftF(x)=%x2 +x—Tlnlx|+c
o g(x)=In(}x) = In(x’) = 1n(x) geeft G(x) =1 (xIn(x) —x) + ¢
. = 3 X — 3 -
h(x)=e¢e"+ e’ + 3% geeft H(x) e’f+ex+ln(3)+c
Oppervlakten
De oppervlakte van het vlakdeel 7 in de figuur hiernaast 4

b b f
is [/()dx = [F@)]] = F(b) - Fla). Hierin is [/(x)dx

a

een bepaalde integraal en is f{x) de integrand. v
3
Bijf(x)zxx-iz_2 en de grenzen a =2 en b = 4 krijg je © a b
4 4 4 2 4
O(V) = [f(x)dx = [(x+2x?)dx = 327 — 2x 1] = [‘5x2 - —}
2 2 *-2

=8—3;-(2-1)=63.

Om te berekenen voor welke p de lijn x = p het vlakdeel y x=p

V in twee delen met gelijke oppervlakte verdeelt, los je
2

de vergelijking j f(x)dx =31 op.

2

v
Dit geeft [%xz - %] 31 dus Lp? —’%— =
2

Oplossen met de GR geeft p = 3,13.
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11.2 Opperviakten

Gegeven is de functie f(x) = (3x + 1)°.

De primitieven van f zijn van de vorm F(x) = a(3x + 1)° + c.
a Toon aan dat F(x) = 18a(3x + 1)°.

b Bereken a.

Theorie A Primitieven en de kettingregel

Bij het primitiveren kan de kettingregel een rol spelen.

Om de primitieve van de functie f(x) = \/4x — 1 met integratieconstante

op te sporen, schrijf je f(x) = (4x — 1):.

Een primitieve is van de vorm F(x)=a * (4x — 1)‘;'.
Fx)=a- 13(4x— 17+ 4=6a\[4x— 1

F(x) =f(x), dus 6a = | oftewel a =+

Dus F(x) =+(4x— )3 =1(4x— 1) /Ax— 1.

In plaats van te werk te gaan zoals hierboven, kun je ook de volgende
regel gebruiken.

De primitieven van f(ax + b) zijn iF(a.\‘ + b) + c.

De primitieven in de kernzin op bladzijde 101 kunnen met deze regel
algemener worden geformuleerd.
Zo krijg je bijvoorbeeld

il .. 1
* De primitieven van f(x) =e® " zijn F(x) = Eeaﬁb e

» De primitieven van f(x) = sin{ax + b) zijn F(x) = —écos(ax + ) +e.

Zie verder opgave 24.

Voorbeeld
Primitiveer de functie f(x) = \/4x — L.

Uitwerking

F(0)=/4x— 1 = (4x — 1): geeft
F)=5 3@dx—D+c=¢(@x— DJAx—1+c

Hoofdstuk 11 Integraalrekening

© Noordhoff Uitgevers by



OF 3

0%

ne

Wlok 3

0E*

OE%

Toon aan dat ;F(ax + b) + ¢ primitieven zijn van f(ax + b).

Gebruik de regel

de primitieven van f(ax + b) zijn %F (ax+b)+c

voor het berekenen van de primitieven.
a f(x)=(ax+b)y

b f()= gt
¢ f)=——

Bereken de primitieven,

a f)=2x—1)

1
b IO Gy

¢ f(x)=43—2x

Primitiveer.

0 f()=—=

b )=+ 1)2x+1
¢ fl=ct!

d f(x)=In(x—1)

Bereken de primitieven,
3

Sx)= 1)
f(x)=(4x+3)\Ax + 3
f(x)=2sin(3x + 37)
f)=x2—InEx+1)

aR N o

Bereken exact.

a j 2sin(x — ést)dx

=

Gegeven is de functie

fx)y=1+2 cos(%x - %rr) met domein
[0, 4x].

Bereken exact de oppervlakte van het
vlakdeel ¥ dat wordt ingesloten door de
grafiek van f'en de x-as.

© Noordhoff Uitgevers by

d f(x)=In(ax+ b)

e f(x)="*log(ax+b)
f f(x)=cos(ax+ D)
d 2

f(x):\/m

e f(x)=sin(2x +im)

f f(x)=3 cos(%x = 'gft)

e fO=5 5

B flx)=2%

g flx)=3*"

h f(x)="log(5x +3)
6

e f(x):3x+1

f f(x) =e4x+l — 4ex
g f(x)=5"log(3x+2)
h f(x)=3x—cos(3x+ 1)

T

b j (2x + cos(;—x))dx
0
y
A
o o ST

figuur 11.11
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Gegeven is de functie f(x) = ln(%x ! 7

Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de

lijn x = 6.

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafick van £, de x-as en de
lijnenx=6enx=p metp>6.

Bereken voor welke p de oppervlakte van V gelijk is aan de oppervlakte
van W. Rond af op twee decimalen,

Gegeven is de functie f(x) =2¢' ~* en de lijnen & x =-pen/: x = p met
p > 0. Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as, de
v-as en de lijn k. Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f,
de x-as, de y-as en de lijn /.

Bereken exact voor welke waarde van p de oppervlakte van V twee keer
zo groot is als de oppervlakte van W.

Je weet f(x) = \4x — 1 geeft F(x) =7+ 3(4x— )= +c.
a Waarom kun je de hierbij gebruikte regel niet hanteren bij het zocken

van de primitieven van g(x) = \/4x*> — 1?
Voor het zocken van de primitieven van g(x) = \/4x> — 1 zou je
misschien denken te kunnen uitgaan van G(x) = a(4x* — 1),

b Licht toe dat je ook op deze manier geen primitieven van g kunt
vinden.

In figuur 11.12 wordt het vlakdeel V ingesloten y
door de graficken van de functies f'en g. \
Je gaat in deze opgave bewijzen dat

b

OV = [ (/) — g(x)) d.

da

|
|
|
|
; ; | i
Er geldt O(F) = [ f(x)dx — [g(x)dx. : |
a a I I
|
a Licht dit toe. / : i
| |
‘ b b O 2 b
Uit O(V) = [ /(x) dx — [ g(x) dx volgt figur 11,12

O(V) = F(b) — G(b) — (F(a) — G(a)), waarbij F
een primitieve van f'is en G een primitieve van g.
b Toon dit aan.

¢ Maak het bewijs af.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening
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Theorie B Oppervlakte van een vlakdeel tussen grafieken

In opgave 33 heb je bewezen dat in figuur 11.12 geldt dat

b

O = [ (/(x) — g()dx.

da

;\/g[)\x 5

figuur 11.13 figuur 11.14

b
Ook in figuur 11.13 geldt O(V) = j (f(x) — g(x))dx.
Dit kun je inzien door de grafieken van f'en g
beide c omhoog te schuiven. Zie figuur 11.14.
b
O(W) = [ (f(x) + ¢)dx — [(g(x) + €) dx

a a

b

b
b
=J'(f(x)+c—g(x)—c)dx=j(f(x)*g(x))(b‘

a

De oppervlakte van het vlakdeel V' dat wordt
ingesloten door de lijnen x =a en x = b en de
grafieken van de functies fen g met f(x) = g(x)

b
op het interval [a, b], is O(V) = J(f(x) — g(x))dx.

a

De oppervlakte van het vlakdeel V in figuur 11.15 is

b b b
O(V) = [(0 =) dv = [~f) dx =-[ ) dx.

De bovenste grafiek
isdelijny=0.

© Noordhoff Uitgevers bv

De oppervlakte tussen twee
graficken is

b

I(bovenste — onderste) dx.

a

figuur 11.15

112 opperviakten 111



Voorbeeld

Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafieken
van de functies f(x) =¢" en g(x) =6 — e en de y-as.
Zic figuur 11.16.

Bereken exact de oppervlakte van V.

Uitwerking

f(x)=g(x) geeft e*=6—e**
e+ —6=0
Stel 7" = u.
w+u—6=0
u—2)u+3)=0
u=2vu=-3
e¥ =2 v e =-3

1x=In(2)
x=2In(2)

21n(2)
OV)= | (gx)—fx)dx

0
21n(2)
= | (6-e*~e)de=[6x~2e>~
0

= 12In(2) -2 -%—g—(o—z— 1)=121n(2) -5

21n(2
ev]o n(2)

v =2 | | e"=(ei")?=22=4

-0 Zie de theorie op de vorige bladzijde.
B@®* Toon aan dat ook in figuur 11.17 geldt dat
b
OV = [ (f(x) ~ g(0)dx.

a

In figuur 11.18 is de grafiek getekend van
O de functie f(x) = sin(x) met D,= [0, 2x].
Het vlakdeel ¥ ligt boven de x-as en wordt
ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.
Het vlakdeel W ligt onder de x-as en wordt

invullen biy e¥xdus
ehx= g%~ 2In(2) =

figuur 11.16

lk moet
x=2In(2)

eh2=2 Joh, dat

A kan slimmer.
[
= Nt

/ vV

figuur 11.17

ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.
a Bercken O(V) en O(W).

2n

b Bereken j f(x)dx. Licht de uitkomst toe. figuur 11.18

0
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Gegeven zijn de functies f{x) = sin(x) en g(x) = cos(2x)
met domein [0, x].

Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel V' dat
wordt ingesloten door de graficken van f'en g.

Het vlakdeel V in figuur 11.20 wordt ingesloten door de
grafick van y =x? en de lijn y = 2x.
a Bercken algebraisch de oppervlakte van V.
b De lijn x = p verdeelt ¥ in twee delen met gelijke
oppervlakte.
Bereken p exact.

Gegeven is de functie f(x) = x> — 52 + 6x + 1,

Het vlakdeel V ligt boven de lijn y = 1 en wordt
ingesloten door de lijn ¥ = 1 en de grafiek van f.
Het vlakdeel W ligt onder de lijn v = 1 en wordt
ingesloten door de lijn y = 1 en de grafiek van f.
Bereken exact hoeveel keer zo groot de oppervlakte
van Vis als de oppervlakte van 7.

Gegeven zijn de functies f(x) = x — 2\/.; en g(x) =-x.
Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafieken
van f'en g. Het vlakdeel W wordt ingesloten door de
grafiek van f'en de x-as.

Bewijs dat de oppervlakte van W acht keer zo groot is
als de oppervlakte van V.

¥ 34

—

a Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de
grafick van fen de lijn y =-13.

Gegeven is de functie f(x) =

Yy

X
n
\/}

figuur 11.19

V= 2%

-

figuur 11.20

Y

9

figuur 11.21

/ W

Bereken exact de oppervlakte van V.

b Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de
grafieck van fende lijneny=x+1,x=1en
x=pmetp>1,

Bereken exact voor welke p de oppervlakte

van W gelijk is aan 2. figuur 11.22

© Noordhoff Uitgevers by
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De grafiek van de functie f(x) = 3", de y-as en de lijn vy =9 sluiten
het vlakdeel V in.

De lijn x = a verdeelt V in twee delen met gelijke oppervlakte.
Bercken a. Rond af op twee decimalen.

Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek y

; 8
van de functie f(x) = —, de x-as, de y-as en de
2

lijnen x =8 en y = 8.

De lijn x = a verdeelt V' in de vlakdelen V, en V>,
waarbij O(V,) : O(V,) =2 : 1. Zie figuur 11.23.
Bereken exact de waarde van a.

K

x=a x=8

figuur 11.23

@)

De oppervlakte onder een kromme

De cerste die oppervlakten van vlakdelen met kromme B
grenslijnen berekende was Archimedes (287-212 v.C.).
Naast de bekende formule O = /2 voor de oppervlakte
van een cirkel, bewees hij dat de oppervlakte van een
paraboolsegment gelijk is aan 5 keer de oppervlakte van
de grootste drichoek die nog net past in het segment.
Na Archimedes duurde het bijna 2000 jaar voordat er
nicuwe vorderingen werden gemaakt bij het berekenen
van de oppervlakten van vlakdelen met kromme
grenslijnen.

Het was Bonaventura Cavalieri die in 1635 een boek Archimedes bewees dat het
publiceerde waarin de eerste beginselen van de blauwe vlakdeel 5 keer zo
integraalrekening stonden. ETo0l 18 a5 (e oprerviact
Na Cavalieri kwam de ontwikkeling van de differentiaal- van drichoek ABC.

en integraalrekening in een stroomversnelling.

Vooral Newton en Leibniz hebben hier vanaf ongeveer 1660 grote bijdragen aan
geleverd. Van steeds meer functies kon een primitieve exact worden berekend.
Tegenwoordig is het mogelijk om primitieve functies door de computer te laten
berekenen. De computer gebruikt hierbij eigenlijk een tabellenboek met primitieven.
En in het geval de primitieve door de computer niet gevonden kan worden, berekent
de computer de integraal door van een groot aantal hele smalle rechthoekjes de som
van de oppervlakten te bepalen. Ook je grafische rekenmachine rekent op deze
manier.

C
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Gegeven 1s de functie f(x) =3 — o
De grafick van fsnijdt de grafick van /™™ in de
punten A(a, a) en B(b, b). Het vlakdeel V wordt
ingesloten door de grafieken van fen /™™,
Bereken exact de oppervlakte van V.
Gegeven is de functie f(x) = 2e%%,
De lijn x = p snijdt de grafick van fin het punt P.
De horizontale lijn door P snijdt de y-as in het
punt Q. Het vlakdeel /" wordt ingesloten door de
lijn door P en Q, de y-as en de grafiek van f.
Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek

van f, de x-as, de y-as en de lijn x = p. Zie figuur 11.24,

Bereken voor welke p de oppervlakte van V" gelijk is

aan de oppervlakte van . Rond af op twee decimalen.

Voor elke p > 0 is de functie f, gegeven door
P
AN
Een primitieve vanf, is F,(x) =-2p /1 —x.
a Bewijs dit.
b Het vlakdeel ¥, wordt ingesloten door de
grafieken van £, en f,, de lijnx =g met g <0

en de y-as. el V

q
van V, gelijk is aan 12. ____//

Bereken exact voor welke g de oppervlakte

P

O

figuur 11.24

x=q

figuur 11.25
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Gegeven is de functie f(x) = In(x). Het vlakdeel /" wordt ingesloten door
de grafiek van f, de x-as en de lijnen x =2/2 en x = p met p >2./2.
a Neem p = 4,/2 en bewijs dat de oppervlakte van V gelijk is aan

V2 - (71n(2) - 2).

Voor de lengte L van de grafiek van een functie f tussen b
b

x =a enx = b bestaat de formule L = j JT+ (702 dx.

In vraag b gebruik je deze formule om de lengte van de
grafiek van f(x) = In(x) tussen x = 2\/5 en x = p met figuur 11.26
p=4/5 te berekenen. Hierbij gebruik je ook dat de functie

1+ x*+1
Gx)=x*?+1- ln(T) een primitieve 1s van

Jxi+1

i

I

!

ol a

de functie g(x) = =

b Bercken exact de lengte L van de grafick van ¥
f(x)=1In(x) tussen x = 2+/2 en x = 4,/5. Schrijf het Py
antwoord in de vorm a + In(b). /

¢ Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek / <
van f, de x-as en de lijnen x = 2y/2 en x = 4,/5. o X
Bercken de omtrek van 7. Rond af op twee decimalen.

x=22 x=45

figuur 11.27

()

In opgave 46 heb je gebruikt dat G(x) = \x*+ 1 —In

Jxr+1

een primitieve is van g(x) = P

Bewijs dat deze primitieve juist is.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening © Noordhoff Uitgevers by



Terugblik

Primitieven en de kettingregel.

Als F een primitieve is van /, dan is EF(ax + b) een primitieve van f(ax + b).

Deze regel geeft bijvoorbeeld dat F(x) = é((ax + b)In(ax + b) — (ax + b)) + ¢
de primitieven zijn van f(x) = In(ax + b).

o= (2xﬁ3)4 — 6(2x — 3)% geeft
9

@x-3p ¢
« g(x)=32x—1=32x— 1) geeft
G)=3-1-3@x—Dlite=@x—1)2x—1+c

o« h(x)=5c¢""3 geeft H(x)=5 .}.164.\7—3 Lo lie4f‘3+c

Fx)=6-3 -t@x—3)3+c=

. k(x):4x3_1geeftK(x)=3'}qln4x—1‘+c=f’¢ln‘4x—l+c
237x ,5.237.\:
. — wy3—=x — . — . i
x)=3 22" peeft Ii(x) =3 ¢ -1 1n(2)+c n(2) e

« p(x)=2sin(15x —5m) geeft

P(x)=2 - 3 *—cos(lzx—37) + ¢ =-15 cos(l3x— 3m) +¢

Oppervlakte van een vlakdeel tussen grafieken
De oppervlakte van het vlakdeel 7 dat wordt ingesloten
door de lijnen x = a en x = b en de graficken van de
functies f'en g met /(x) > g(x) op het interval [a, b], is

b

O(V) = [(/(x) — g(x)) dx.

. 4
4

Het vlakdeel V" van de figuur hiernaast wordt ingesloten
door de grafick van de functie f(x) =6 — {/10x en de lijn

L y==x+%.

Oplossen van de vergelijking 6 — /10x = -x + 6 geeft

x=0vx=10,. ;
10 10

Dus 0(V)=j(—x+6—(6—\/@))dpj(mm)dx v o
o ’ o . L

- [oxy - xdr =[5 - 3109 - 127, | i

0

11—5 + 10x+/10x — %xz] :)0 = [%x\/ 10x — %xz]éo

10105 1020 =163,

f—

[T
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11.3 Inhouden

_ In figuur 11.28a wordt de grafick van de functie / gewenteld om de x-as.
B@®3% B(x)is de inhoud van het blauwe lichaam dat zo ontstaat.

a b
figuur 11.28

In figuur 11.28b is de inhoud van het groene lichaam gelijk aan B(x + &) — B(x).
Als h =0, dan is f(x + &) = f(x) en is de inhoud van het groene lichaam te
benaderen door x + (f(x))* - A.

a Licht dit toe.

b Hoe volgt uit bovenstaande dat B(x) een primitieve is van 7 * (f(x))*?

Theorie A De inhoud van een omwentelingslichaam

, o , . B(x+h)— Bx)
Voor de inhoudsfunctie B in opgave 48 geldt B(x) = ilm% P —0)
T —

In figuur 11.28b is het groene lichaam te benaderen door cen cilinder
met oppervlakte grondvlak x - ( f(x))* en hoogte A, dus
B(x+h)—Bx)=n - (f(x)y - h.

B(x+h)—B(x) _

Hieruit volgt dat ; 7+ (f(x))?, dus
7 (f(0) = lim i ”2 39 @

Uit (1) en (2) volgt B'(x) == - (f(x))?, dus B(x) is een primitieve van 7 - { f(x)).

Als V een vlakdeel is dat wordt ingesloten door de grafiek van de functie f,
de x-as en de lijnen x = a en x = b, dan is de inhoud van het
omwentelingslichaam dat ontstaat als /" wentelt om de x-as te noteren

b
met de integraal « j (f(x))*dx.

a
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Het vlakdeel V' ligt boven de x-as en wordt ingesloten
door de grafiek van de functie f, de x-as en de lijnen

x=aenx=bmeta<bh.

De inhoud van het ]ic!rlaam L dat ontstaat als V" wentelt
1]

om de x-as is I(L) = rrj(f (x))? dx.

a

Voorbeeld

Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek
van de functie f(x) =2 — \/J_c, de x-as en de y-as.
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als V' wentelt om de x-as.

Uitwerking

flx)=0geeft2— \[x=0
=2

i

4

4 4 4
KL)=m[(2 ~ xPde=x[(4 — 4yx +x)dv = x[(4 — 4w +x)dr
0 0

=

0
= Tc[4x - —xl + éxz} =n[d4x—3x\x+ %xz]z

0

=n(4- 4*- 4:2+5-4-0)=23n

Gegeven is de functie f(x) =2 — \/x van het
voorbeeld.

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek
van f, de lijn y = x en de x-as. Zie figuur 11.30.
Bereken exact de inhoud van het lichaam K dat
ontstaat als W wentelt om de x-as.

Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek

' van de functic g(x)=3 — \/E, de lijn y =2x en

de x-as. Zie figuur 11.31.
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als ¥V wentelt om de x-as.

© Noordhoff Uitgevers by
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figuur 11.29

y=x
f
%

\.\ X

figuur 11.30

4 y = 2x
%

—X

figuur 11.31
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B@®%* Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek van £, de

IOk 3

OOk

120

Gegeven is de functie f(x) = e".

x-as, de y-as en de lijn x = 1.

Het vlakdeel W, wordt ingesloten door de grafick van f,
de x-as ende lijnenx=1enx=pmetp> 1.

Het lichaam K ontstaat als 7 wentelt om de x-as en het
lichaam L, ontstaat als /¥, wentelt om de x-as.

De inhoud van L, is e* keer zo groot als de inhoud van K.

a Bewis dit.

b Bereken algebraisch voor welke p de inhoud van Z,
tien keer zo groot is als de inhoud van K. Rond af op
drie decimalen.

Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de grafiek van
de functie f(x) =2 +%en delijneny=2,x=1enx=3.

Het lichaam L ontstaat door /" om de lijn y =2 te

wentelen.

Het vlakdeel V" wordt 2 omlaag geschoven. Hierdoor

ontstaat het vlakdeel W.

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de x-as, de

lijnen x = | en x = 3 en de grafiek van de functie g.

a Geef het functievoorschrift van g.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam M dat
ontstaat als W wentelt om de x-as en licht toe dat
je hiermee ook de inhoud van L hebt berekend.

4

2e—1"

a Bercken exact de oppervlakte van het viakdeel V dat
wordt ingesloten door de grafiek van f; de x-as en de
lijnenx=1enx=35.

Gegeven is de functie f(x) =3 +

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek van f

endelijnenx=1,x=5eny=3.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam K dat
ontstaat als /7 wentelt om de lijn y = 3.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening

x=1 x=p
figuur 11.32

K
&\ - i

figuur 11.33

Y

A X

oY

x=1 x=5
figuur 11.34
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Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de grafiek

van de functie f{(x) = \/x — 2, de x-as en de lijn x = 8.

De lijn x = a verdeelt V in de vlakdelen V| en V5.
V, en V, wentelen om de x-as, zo ontstaan de
lichamen L, en L,.

Bereken exact voor welke a de inhouden van L,
en L, gelijk zijn.

Het vlakdeel ¥, wordt ingesloten door de grafick

van de functie f(x) = ¢***!, de x-as, de y-as en de

lijn x = p met p > 0.

a Bereken p exact in het geval de oppervlakte
van V, gelijk is aan 2e.

b Het vlakdeel V, wentelt om de x-as. Zo
ontstaat het lichaam L.
Bereken exact voor welke waarde van p de
inhoud van L, gelijk is aan 9me”.

Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de
grafiecken van de functies f(x) =x en g(x) = %x en
de liynen x = 1 en x = 3. Het vlakdeel V wentelt
om de x-as, zo ontstaat het lichaam L.

3 3

Er geldt n j (f(x)?dv=8%menn j (g(x))*dx =2im.

1 1
a Geef de inhoud van L.

3
Jolien zegt I(L) = j (f(x) — g(x))*dx en
1
3
Irma zegt /(L) = ﬂj((f (¥))* — (2(x))*) dx.
1
b Onderzoek wie gelijk heeft.
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x=1 x=3
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Theorie B Vlakdelen wentelen om de x-as
In figuur 11.38 zijn de vlakdelen U, V en W getckend.

¥ f y e

[——

|

|
O a b O a b O a
figuur 11.38

Het lichaam L ontstaat als U wentelt om de x-as, het lichaam M ontstaat
als V' wentelt om de x-as en het lichaam N ontstaat als W wentelt om de

X-ds.

Om de inhoud van N te berekenen neem je het verschil van de inhouden

van L en M, dus
b b

b
I(N) = KL) = I(M) = [ (£(0))> dx = [ (g(0)>dx = = [ ((f(0)* = (g())*) dx.

a a

Het vlakdeel V' ligt boven de x-as en wordt ingesloten door
de grafieken van de functies fen g, waarbij f(x) = g(x), en

de lijnen x =a en x = b met a < b.

De inhoud van het lichaam L dat ontstaat als V wentelt om

b

de x-as is I(L) = = [ ((f(x))* - (g(x))*) dx.

a

De inhoud van het lichaam dat ontstaat als het vlakdeel I/
in figuur 11.39 wentelt om de x-as is gelijk aan
b

2[((20)) ~ (f@))dr.

Je neemt de ‘buitenste’ inhoud
min de ‘binnenste’ inhoud.

Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de grafieken van
de functies f(x) = \/x en g(x) = %x.

Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat
als V wentelt om de x-as.

Hoofdstuk 11 Integraalrekening

figuur 11.39

figuur 11.40
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Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de y-as en de

— graficken van de functies f(x) = e** en g(x) = 2¢ — e,

Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat
als V wentelt om de x-as.

Gegeven is de functie f(x) = ﬁ. y
L@ % XX

Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafiek van f

en de lijnen x =4 en y = 10. Zie figuur 11.42.

a Bereken exact de oppervlakte van V.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als /' wentelt om de x-as.

O

figuur 11.42

In figuur 11.43 wordt het vlakdeel V ingesloten door de y
BO®%* orafick van de functie f(x) = 3./x, de y-as en de lijn y = 6. / 3%

We vragen ons af wat de inhoud is van het lichaam L y=6

dat ontstaat als /" wentelt om de y-as. vV

Volgens Sanne kun je de inhoud berekenen door de

grafiek van /™ te wentelen om de x-as.

a Laat zien dat /™(x) = x% maak een schets en
bereken de integraal die Sanne bedoelt. Welke
grenzen heb je gebruikt?

hplf——————————

o
figuur 11.43

Volgens Jasmijn is het helemaal niet nodig om met de

inverse te werken. Je kunt, op soortgelijke manier als
b

bij wentelen om de x-as, gebruiken dat /(L) = nsz dy.
a

Je moet dan wel eerst x* vitdrukken in y.

b Laat zien dat x* = g%,

c Welke grenzen a en b moet Jasmijn gebruiken?

d Laat zien dat het berekenen van de integraal van Jasmijn op

hetzelfde neerkomt als het berekenen van de integraal van Sanne.
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Theorie C Wentelen om de y-as

Het vlakdeel V in figuur 11.44a wentelt y
om de y-as. Zo ontstaat het lichaam L in
figuur 11.44b.
Om de inhoud van L te berckenen, ga je
net zo te werk als bij het wentelen om de
x-as. Je krijgt dus dat voor de o) / x
inhoudsfunctie 7 geldt i
I(y+h)—I(y)=m " x> hen hieruit volgt  a

b figuur 11.44
dat 7 gelijk is aan & [ Cdy.

a

Het vlakdeel V'ligt rechts van de y-as en wordt ingesloten

door de grafiek van de functie f, de y-as en de lijnen y =a

eny=>bmeta<b.

De inhoud van het lichaam L dat ontstaat als " om de y-as
b

wentelt is (L) = nJ‘xz dy.

a

Voorbeeld
Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafiek y
van de functie f(x) = \/x, de x-as en de lijn x = 4. "
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat il
als 7 wentelt om de y-as.
%
X
o)
Aanpak o,

Gebruik dat L een cilinder is waaruit een
omwentelingslichaam is weggelaten.

Uitwerking

f4)
I(L) = Icilinder) — 7 j 2dy
0
y=/x geeft x2 =34, dus

2
KL)=m- 42 —nfy*dy=32n—x[}y]; = 32n - n(2 - 0) = 251n
0
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Zie het voorbeeld.
B@®3% Je kunt de inhoud van het lichaam L ook berekenen zonder gebruik te
2
maken van I(cilinder). Je gebruikt dan I(L) == j (42— dy.
0
a Licht dit toe en laat zien dat je zo ook de juiste inhoud krijgt.

Sanne maakt de berekening door /™™ te gebruiken en te wentelen om
de x-as.
b Geef de berekening die hierbij hoort.

Het vlakdeel " wordt ingesloten door de grafiek van y = \2x — 4, de
BO* «-as, de y-as en de lijn y = 3.
a Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als V wentelt

om de y-as.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam M dat ontstaat als V" wentelt
om de x-as.

Gegeven zijn de parabool v = x? en het punt P(p, ) op y

BO* dc parabool. -
Het vlakdeel V, wordt ingesloten door de parabool, de |
x-as en de lijn x = p. q Plp, q)
Het vlakdeel W, wordt ingesloten door de parabool, de
v-as ende lyn y =gq.

a Bercken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als W, om de y-as wentelt.

b Bij wenteling van ¥/, om de x-as ontstaat het lichaam
L, en bij wenteling van /¥, om de y-as ontstaat het x
lichaam M.

Bereken exact voor welke p en ¢ de inhouden van L,
en M, gelijk zijn. figuur 11.46

Gegeven is de functie f(x) = /2x + 6.
B®3% Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van f; de x-as en de y-as.
Bereken exact de inhoud
a van het lichaam L dat ontstaat als " om de x-as wentelt
b van het lichaam M dat ontstaat als ¥ om de y-as wentelt.

Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafiek van f'en de lijnen x = -3

eny =4,

¢ Bereken exact de inhoud van het lichaam N dat ontstaat als /¥ wentelt
om de lijn x =-3.
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Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de grafiek
O®* van de functie f(x) = x? + 4, de x-as en de
lijnen x=-4 en x =4,
a Bercken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als /' wentelt om de x-as.
b Welk probleem krijg je als je de oppervlakte
van V exact wilt berekenen?

figuur 11.47

Theorie D Integralen numeriek berekenen

Van sommige functies kun je geen primitieve berekenen. Je berekent dan
de integraal met een optie van de GR.

[» 6] Neem de module Integreren door.

Voorbeeld
Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de y
grafiecken van de functies f(x) =xe* en

g(x)=+/x>+ 1 en de y-as. g

Bereken de oppervlakte van V. Rond af op
drie decimalen,

figuur 11.48

Uitwerking
Voer in yi=xeteny, = Ix2+1, NORM DRIJF AUTO REEEL RAD HMN
De optie snijpunt geeft x =0,6296...
De optie integraal geeft

0,6296... 0.3642057148

o) = J (g(x) —f(x))dx=0,364. n

0

Zie opgave 65.
O®@* Bereken de oppervlakte van V. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de functie f(x) = \/sin(x) met D,= [0, «].

B@®* Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de grafiek van fen de x-as.
Onderzoek of de lijn y = %x het vlakdeel V in twee delen met gelijke
oppervlakte verdeelt.
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L@ %

Gegeven is de functie f(x) = 2 In(x) — In?(x).

a Bercken exact de nulpunten van f.

b Bercken exact de codrdinaten van de top van
de grafick van f.

Een primitieve van /'is
F(x) = 4xIn(x) — x In?(x) — 4x.
¢ Bewijs dat deze primitieve juist is.

Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de grafiek

van fen de x-as.

d Bercken exact de oppervlakte van V.

e Bereken de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als / om de x-as wentelt. Rond af op
drie decimalen,
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Terugblik

Inhoud van omwentelingslichamen
Door het vlakdeel ¥ in de figuur hiernaast te wentelen
om de x-as ontstaat het lichaam L.

b
De inhoud van L is /(L) = nj (f(x))*dx

o
Het lichaam K ontstaat door het vlakdeel V, ingesloten
door de grafiek van de functie f(x) = 1% 2x, de x-as en
de lijn x = 8, te wentelen om de x-as.

8 8
KK =n[(132x) dv =n[45xdv = [252°] = 144x
0

0

Vlakdelen wentelen om de x-as
Door het vlakdeel U in de figuur hiernaast te wentelen
om de x-as ontstaat het lichaam M. De inhoud van M is
8
1 9
KM)=m j (133207 ~ G dx = [ (43x — 1) dx
0 0
=n[27x% —&x ]2 = 48m.

Wentelen om de y-as
Door het vlakdeel U hierboven te wentelen om de y-as
ontstaat het lichaam N,

=32x geeft x= 11y en y = 13/2x geeft 2x = (3y)? oftewel x =317,
Omdat de snijpunten van de grafieken (0, 0) en (8, 6) zijn, krijg je

6 6

16 3

KN =x[((1397 — G &y ==[ (T2 — 5 dy == [555° — 355

0 0

Integralen numeriek berekenen

In de figuur hiernaast zie je het vlakdeel V" dat wordt
ingesloten door de grafieken van de functies

f(x) =cos’(x) en g(x) = x?e™

Om de oppervlakte van V' te krijgen, bereken je eerst

met de optie snijpunt de x-codrdinaten van de snijpunten

en zet deze in de geheugenplaatsen A en B.
Dit geeft a =-0,5759... en b = 0,8348...
Daarna gebruik je de optie integraal.

b
Je krijgt O(V) = [(f(x) — g(x)) dx ~ 0,892,

a

Hoofdstuk 11 Integraalrekening
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MOk 3

11.4 Toepassingen van integralen

De cirkel met middelpunt O en straal » heeft vergelijking x* + y? = 2
oftewel y* = 7> — x°. Bij wentelen van deze cirkel om de x-as ontstaat
een bol met straal r.

Bewijs met integraalrekening dat de inhoud van deze bol 377 is.

Theorie A Inhoud van bol en kegel

In opgave 69 heb je met integraalrekening bewezen dat
de inhoud van een bol met straal » gelijk is aan $77-.

Door een bol met een (plat) vlak te snijden, ontstaan
twee bolsegmenten.

Snijd je een bol met twee evenwijdige vlakken, dan
ontstaan twee bolsegmenten en een bholschijf. Zie
figuur 11.50.

Met behulp van een integraal is een formule voor de
inhoud van een bolsegment en van een bolschijf op
te stellen. figuur 11.50

Voorbeeld
Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de cirkel y
2 +3y?=r2ende lijnen x=1renx=3r

Stel de formule op van de inhoud van de bolschijf S die
ontstaat als " om de x-as wentelt.

any
\

figuur 11.51

Uitwerking

I(S)=m| y*dx

i

3.

) I(S)= th. (rP—x)dx=mn [rzx — %xﬂi

T
2 2 2 2 2
+y?=r dus y?=r—x? 1 4 N
’ =n(r?-zr—3- G- 3r =3 Gry)

—eadg 908 Log g 1 3 - 29
=G gt~ tal") = 5
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In figuur 11.52 zie je dat een kegel een y y = ax
omwentelingslichaam is.

De kegel ontstaat door het vlakdeel V ingesloten
door de lijn y = ax, de x-as en de lijn x = 4 om de
x-as te wentelen. i X
Met behulp van integraalrekening is een formule
van de inhoud van deze kegel op te stellen.

h h
h
1= ﬂj(ax)zdx = 7tj‘azx2 dx=mx [%azﬁ]o = 1ma*h? figuur 11.52
0 0

Uit x, = h volgt v, = ah, dus de straal » van de grondcirkel is ah.

I R
I=5na’h* =37 - a*h h}]_%ﬂ'};'h
r=ah
Omdat 77° de oppervlakte is van het grondvlak G van de kegel, is
de formule ook te schrijven als 7= 3 Gh.

Voorbeeld
Het vlakdeel V, wordt ingesloten door de y
lijny =3x, dex-asendelijnenx=penx=6
met 0 < p < 6. Door V), te wentelen om de x-as
ontstaat de afgeknotte kegel K,.
Bereken exact voor welke p de inhoud van K,
ot v
gelijk is aan 24m. .
X

Uitwerking

. . X=p x=6

2 4 4 216 figuur 11.53

I= n!(gx)z dx = th.gxz dr=m [Exg’]p

? r

= (" 6 ~5p") = 732~ 5p)
1,=24x geeft (32 — 3p°) = 24n
32-%p3i=24

a Zie het voorbeeld op bladzijde 129.
Het vlakdeel W wordt ingesloten door de cirkel en de lijnen
x=j1renx=3r. Als W om de x-as wentelt ontstaat de bolschijf 7.
Bereken exact hoeveel keer zo groot de inhoud van bolschijf 7'is als
de inhoud van bolschijf S.

b Zie het voorbeeld hierboven.
Bereken p met behulp van de formule van de inhoud van een kegel.
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Het vlakdeel V’ ligt rechts van de lijn x =17 en wordt ingesloten door de
O@* cirkel x2 +)? =2 en de lijn x=1.

Stel de formule op van de inhoud van het bolsegment dat ontstaat als V'

om de x-as wentelt.

De bol B ontstaat als de cirkel c: x* +y* = 36 y

BO* wentelt om de x-as. _—
Het vlakdeel V, wordt ingesloten door ¢ en de .
lijnen x =-3 en x = p met p > -3. Zie figuur 11.54. v

De bolschijf S, ontstaat als V/, om de x-as wentelt.
Stel de formule op van de inhoud van S, en bereken -3l ol Io 6
hiermee voor welke p de inhoud van S, gelijk is aan de
helft van de inhoud van B. Rond af op twee decimalen.

~—

figuur 11.54

_ Het vlakdeel ' wordt ingesloten door de cirkel y
BO* (.2 +y?=25, de x-as en de lijn £ die de cirkel N

raakt in het punt A(3, 4). Zie figuur 11.55. A@, 4)

Door V te wentelen om de x-as ontstaat het

lichaam L. f v

Bereken exact de inhoud van L. !j 5 \ X

figuur 11.55

In figuur 11.56 is van een voorwerp de snelheid v vin m/s
BO* in m/s uitgezet tegen de tijd 7 in seconden. ]

a Bereken de gemiddelde snelheid gedurende de
eerste zes seconden, Hoeveel meter wordt
gedurende deze zes seconden afgelegd?

b Licht toe: de oppervlakte van drichock O4AB
geeft de afgelegde afstand gedurende de eerste A
zes seconden. 0 6 15

¢ Bereken de afgelegde afstand op het interval tidin seconden
[0, 15]. figuur 11.56
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Theorie B Afgelegde afstand, snelheid en versnelling

Bij een tijd-afstandformule is de formule van de snelheid v de afgeleide
van s. Dus s(¢) = v(7).

Hieruit volgt dat s een primitieve is van v en dat de afgelegde afstand
gedurende een tijdsinterval gelijk is aan de bijbehorende oppervlakte
onder de grafiek van v.

In figuur 11.57 is van een voorwerp de snelheid v vinm/s
in m/s uitgezet tegen de tijd 7 in seconden.

. 4 . 3 /
Met de integraal jv(r) dr bereken je de afgelegde 5 / [ I

1 | |

afstand op het interval [1, 4]. 1 [ \
Is gegeven dat w(f)=-372 +2¢ + 1, dan krijg je 5 ¢ - t
4 tijd in seconden
J(f%t2+2r+1)dt=[*lgt3+1‘2+t]£:= figuur 11.57

1
(5 B+E+H— (-1 B+12+ 1) =73,
Dus de afgelegde afstand is 75 meer.

Bij de formule v(7) = -1 + 2¢+ 1 hoort de formule van de afgelegde
afstand s(t) =—3 £+ 2+t +c.
Is bijvoorbeeld gegeven dat s(1) = 5, dan is hiermee c te berekenen.

Merk op dat je voor het berekenen van de afgelegde afstand op een
tijdsinterval de integratieconstante ¢ niet hoeft te weten. Voor het
berekenen van de afgelegde afstand op een tijdsinterval kun je dus ook
¢ = 0 nemen.

Is de formule van de snelheid v van een voorwerp bekend, dan krijg je de
formule van de versnelling a door de afgeleide van v te nemen. Dus

a(t) = v(t) = s”(¢). Hieruit volgt dat v een primitieve is van a en dat de
toename van de snelheid gedurende een tijdsinterval gelijk is aan de
bijbehorende oppervlakte onder de grafiek van a.

Is gegeven a(f) =t + ¢! met ¢ in seconden en a in m/s?, dan is

W) =5 +e'+c,. Is verder gegeven dat v(0) =0, danis 0+ 1 +¢, =0,
dus ¢, =-1, zodat de formule van de snelheid wordt v(¢) = %tz i1,
Primitiveren hiervan geeft de formule van de afgelegde afstand, dus
s)=tP+e—t+c,

Met het extra gegeven dat s(0) =0 krijgje0+1-0+c¢, =0, dus ¢, =-1.
Dus de formule van de afgelegde afstand is s(7) = }5-13 gl =1 —1,

De afgelegde afstand gedurende de vijfde seconde is te berekenen met
s(5)—s(@)=t-53+e5—5-1- (-4 +e'—4— 1)~ 102,98 meter.
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Voorbeeld

Een voorwerp met een snelheid van 4 m/s ondergaat vanaf =0
gedurende 10 seconden een versnelling. De versnelling neemt tussen
t=0 en = 10 lincair af van 5 m/s? tot 0 m/s?.

Bereken exact hoeveel meter gedurende deze 10 seconden wordt
afgelegd.

Uitwerking

Stel a(f) = mt + n.
_a(l0)—a(0) 0-5
"TT10-0 10
a(f)y=-5t+nen a(0) =5 geefta(t) = -5t +5

a(t)=-5t+5 en v(0) = 4 geeft v(1) = -3 + 5t + 4

W) =-38+ 5t +4 en s(0) = 0 geeft s(f) =158 + 252 + 4t
De afgelegde afstand gedurende deze 10 seconden is
s(10) =15 - 10° + 24 - 10*+4 - 10 =206 meter.

b=

In het voorbeeld is genomen s(0) = 0.
Krijg je een ander antwoord als je een andere waarde voor s(0) neemt?
Licht toe.

Een voorwerp met een snelheid van 1 m/s ondergaat vanaf =0
gedurende 20 seconden een versnelling. De versnelling neemt tussen
1 =0 en ¢ = 20 lineair toe van 0 m/s? tot 5 m/s?.

Bereken exact hoeveel meter gedurende deze 20 seconden wordt
afgelegd.

Een voorwerp in rust ondergaat vanaf / = 0 gedurende 6 seconden een
versnelling die gegeven is door a(f) = -#> + 61. Hierin is @ in m/s” en 7 in
seconden met 0 <t < 6.

a Bereken algebraisch de snelheid op ¢ = 6.

b Bereken algebraisch de afgelegde afstand gedurende deze 6 seconden.

Na ¢ = 6 verandert de snelheid niet meer.
¢ Bereken algebraisch hoeveel meter in totaal is afgelegd op ¢ = 10.
d Bereken voor welke ¢ in totaal 500 meter is afgelegd.

Bij een botsproef rijdt een auto met een snelheid van 54 km/uur tegen

een betonblok. Door de kreukelzone van de auto en het gebruik van de

veiligheidsgordel en een airbag is de remweg van de bestuurder 75 cm.

Neem aan dat tijdens de botsing de versnelling constant is.

a Bercken algebraisch hoe lang de botsing duurt.

b Bereken in m/s? de versnelling tijdens de botsing. Hoeveel keer zo
groot als de versnelling van de zwaartekracht g is dit? Neem
g=10m/s’,
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In figuur 11.58 is de snelheid van een auto in m/s vinm/s

uitgezet tegen de tijd in seconden. Gedurende de ~ 20~~~ ——~—~~— ==
eerste 10 seconden trekt de auto op vanuit

stilstand. Bij dit gedeelte van de grafick hoort

de formule v(f) =-0,2¢ + 4¢. Vanaft= 10 remt de 4,
auto af. De auto komt tot stilstand op = 15. Bij

het tweede gedeelte van de grafiek hoort de

formule v(r) = 0,8 — 241 + 180.

T

t

a Bereken algebraisch de totale afstand die de o) 5 10 15
auto gedurende deze 15 seconden aflegt. Uil in seconden
b Met behulp van het antwoord van vraag a is figuur 11.58

de gemiddelde snelheid van de auto gedurende
de 15 seconden te berekenen.
Er zijn twee tijdstippen waarop de snelheid van de auto gelijk is
aan deze gemiddelde snelheid.
Bereken deze tijdstippen. Rond af op twee decimalen.

¢ Bereken na hoeveel seconden de auto 100 meter heeft afgelegd.
Geef het antwoord in één decimaal.

... Een parachutiste opent op 800 meter hoogte haar parachute. Daardoor
1@% ondergaat zij een versnelling (vertraging) die gegeven wordt door de
formule a(r) =-4 ¢!, Hierin is 7 de tijd in seconden met 7= 0 op het
moment dat de parachute wordt geopend en a de versnelling in m/s?.
Op ¢ =3 is haar snelheid 32 m/s.
a Bereken de snelheid van de parachutiste op het moment dat de
parachute wordt geopend.
b Met welke snelheid komt de parachutiste op de grond?
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. De Saturnus V-raket die de Apollo naar
* de maan bracht, bestond uit drie trappen.
De cerste trap had een hoogte van

42 meter, cen diameter van 10 meter en
een stuwkracht van maar liefst 35 miljoen
newton.

Van de tweede trap was de hoogte

25 meter en was de stuwkracht 5,2 miljoen
newton.

Deze twee trappen gaven de Apollo een
enorme versnelling. Zie figuur 11.59.

a (m/s9)
40
30
20 ///
10 >~
2@ trap 32 trap

O 100 200 300 400 500 600 700
tijd in seconden

figuur 11.59

De eerste trap werkt 170 seconden en wordt dan elke seconde 12000 kg

lichter. De formule die bij de versnelling gedurende deze 170 seconden

hoort is a(f) = 5e¢"0% met ¢ in seconden en @ in m/s”.

De tweede trap werkt tussen 7 = 170 en ¢ = 560. De formule die bjj dit

gedeelte van de grafiek hoort is a(z) = 4000450 ~170),

a Bercken in km/uur de snelheid van de Apollo na 170 seconden.
Hoeveel kilometer heeft de Apollo dan afgelegd?

b Bereken de snelheid en de afgelegde afstand van de Apollo op 7= 560.
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Terugblik

Inhoud van bol en kegel
Door de cirkel x* + 3 = r? te wentelen om de x-as y
ontstaat een bol met straal r.

Met integraalrekening is bewezen dat de inhoud van de
bol gelijk is aan 377>,

Door het vlakdeel ingesloten door de cirkel, de y-as [l ! | ‘
en de lijn x =27 te wentelen om de x-as ontstaat een W o [T
bolschijf. v | '
De inhoud van deze bolschijf is

2
3F

i

3 3 2
nj y2dx j (r?—xY)dx = [rzx*%x3]30r=g—?nr3.
0

Door het vlakdeel ingesloten door de lijn y = %x, de x-as

en de lijn x = /4 te wentelen om de x-as ontstaat cen kegel
met straal grondcirkel » en hoogte 4. De formule van de
inhoud van deze kegel krijg je met een integraal.

h

: r 72 h 72
G serfaee s 1 -o{ b -0) Lo
0
0

Afstand, snelheid en versnelling

Voor de afgelegde afstand s, de snelheid v en de versnelling a geldt
a(t) =v{(1) =s"(1).

Dus v is een primiticve van a ¢n s i$ ¢en primitieve van v,

Is gegeven a(f) = 5¢e%Y, dan krijg je v(f) = 50e*! + ¢,.

Is verder gegeven dat v(0) = 10, dan is 50¢° + ¢, = 10, dus ¢, =-40.
w(t) = 50e% — 40 geeft s(r) = 500> — 40 + c,

Is s(0) = 0 dan geldt 500¢” — 0 + ¢, =0, dus ¢, = -500.

Dit geeft s(¢) = 500 ¢! — 40t — 500.
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Eindopdracht Drinkwater in
landelijk gebied

De figuur hieronder gaat over het drinkwater dat het bedrijf Vitens op
een dag in een landelijk gebied met 34232 inwoners gedurende die dag
aan zijn klanten heeft geleverd.

V (msluur)

600

500

400

300

200 [\

100

t
0 4 8 12 16 20 24
tiid in uren

Je ziet dat de volumestroom ¥ (in m*/uur) tussen 8 en 15 uur vrijwel
lineair verloopt. Tussen 0 en 8 uur is het verloop van de volumestroom te

benaderen door een tweedegraadsformule. Dit is ook het geval tussen 15
en 24 uur.

Met de gegevens in de tabel hiernaast kun je een formule ;v

opstellen van het lineaire verband tussen 8 en 15 uur, en

van de kwadratische verbanden die gelden tussen O en 0 1250

8 uur en tussen 15 en 24 uur. 3 | 115 (minimum)
In de tabel is ¢ de tijd in uren met =0 om Quur en is ¥/ 8 (490

de volumestroom in m*/uur. Neem ook in de formules de 15 440

tijd 7 in uren met 7 =0 om 0 uur. 19 | 600 (maximum)
+ Stel deze formules op en bereken hiermee op 24 |350

algebraische wijze hoeveel liter drinkwater per
persoon Vitens deze dag in dit gebied heeft geleverd.
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Diagnostische toets

11.1 Primitieven en integralen
Toon aan,
a F(x)=x’e"is een primitieve van f(x) = (x* + 3x?)e".

2
b G(x)=3x2—x+2In(x + 1) is een primitieve van g(x) =); _:-11 ;
- Primitiveer.
a f(v)= Zxxj < ¢ fx)=6e +x e f(x)="log(4x)
b f(x)=3-2F d f(x)=In(x>) f f(x)=3sin(x)+ 2 cos(x)

Gegeven is de functie f(x) = 4x — In(x).
De grafiek van een primitieve van f'gaat door het punt (1, 7).
Bereken deze primiticve,

. Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek van y
de functie f(x) = %, de x-as, de y-as en de lijn x =2, \

a Bereken algebraisch de oppervlakte van V.
b De lijn x = p verdeelt V in twee delen met gelijke

oppervlakte. ¢
Bereken exact de waarde van p. % [ ——
o) X
x=2
11.2 Opperviakten figuur 11.60
Bereken de primitieven.
§ W= TG S04 e f()=lr+d)

b f()=(5x+2) - 5x+2 d f(x)=8-2>"" f f(x)=2x6+5

2
e +4eng(x)=—x+9. ¥

N

Gegeven zijn de functies f{x) =

a Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de graficken
van fen g.
Bereken exact de oppervlakte van V.

b Het vlakdeel 7 wordt ingesloten door de grafiek van f g
endelijnenx=1,x=pmetp>1eny=nx,
Bereken exact voor welke waarde van p de oppervlakte o

van W gelijk is aan 3. /\

figuur 11.61
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11.3 Inhouden

Gegeven is de functie f(x) = (2x + 1)/2x + 1. %
Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafick van £, de x-as i

en de y-as. Het vlakdeel I, wordt ingesloten door de grafick
van f, de x-as, de y-as en de lijn x =p met p > 0.

Het lichaam K ontstaat als " wentelt om de x-as, het lichaam L,
ontstaat als ¥, wentelt om de x-as. De inhoud van L, is 624 keer
zo groot als de inhoud van K.

Bereken algebraisch de waarde van p. / Wo
Gegeven is de functie f(x) = (2x — 6)°. g x
Het vlakdeel " wordt ingesloten door de grafiek van f; de x-as x=p
en de y-as.

; ; fi 11.62
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als V' Ignae 116

wentelt om de y-as.

Gegeven is de functie f(x) = ¢*. Vis het vlakdeel dat wordt ingesloten
door de grafiek van f, de x-as, de y-as en de lijn x = 1.

Bereken algebraisch de inhoud L van het lichaam dat ontstaat als V'
wentelt om de lijn y = e. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de functie f(x) = x*sin(x) met D,= [0, 7].
Bereken de oppervlakte van het vlakdeel V" dat wordt ingesloten door

de grafick van f'en de x-as. Rond af op drie decimalen.

11.4 Toepassingen van integralen

Gegeven is de cirkel x> +12=5. Op de cirkel ligt het punt y

A(1, 2). Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door het lijnstuk OA, AlliE)
de cirkel en de x-as. r
Bereken algebraisch de inhoud van het lichaam L dat ontstaat 4

als V wentelt om de x-as. Rond af op twee decimalen. !/ ¥
Een raket wordt verticaal gelanceerd. Omdat door verbranding

van de brandstof de massa van de raket voortdurend afneemt,
wordt de versnelling bij gelijkblijvende stuwkracht steeds groter.
Neem aan dat de versnelling gedurende de eerste 60 seconden na

de lancering gelijkmatig toeneemt van 8 m/s” tot 68 m/s’.
a Bercken exact welke hoogte de raket bereikt in deze 60 seconden.

figuur 11.63

Op ¢ = 60 wordt de raketmotor uitgeschakeld. Vanat dat moment werkt
alleen de zwaartekracht van de aarde op de raket. Neem aan

dat de raket geen wrijving ondervindt en dat g = 10 m/s?,

b Bereken exact de maximale hoogte van de raket.
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Goniometrische
formules

Wat leer je?

- Goniometrische formules gebruiken bij het oplossen van goniometrische
vergelijkingen, bij herleidingen, bij het aantonen van symmetrie en bij
primitiveren.

Werken met bewegingsvergelijkingen bij eenparige cirkelbewegingen.

De begrippen trillingstijd en frequentie hanteren bij harmonische trillingen.
Berekenen van lengten, hoeken en snelheden bij bewegingsvergelijkingen
met goniometrische functies.

Rekenen aan banen van meebewegende punten.
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Beginopdracht Een achtbaan

In de figuur hicronder is in cen assenstelsel het eerste gedeelte van een
achtbaan getekend. Dit gedeelte is opgebouwd uit vier stukken, die elk
kunnen worden beschreven met een formule van de vorm

h=a + bsin(c(x — d)). Hierin zijn x en 4 in meters.

h
50

40

30

20+

10

O | | | | | | | | | | 1 IX
0 25 5850 75 100 125 160 175 200 225 250 275 300 325

Voor stuk I geldt de formule & =45 + 45sin(0,0057(x — 100)) met

0 <x < 100. De formule van II geldt voor 100 <x < 145.

Dit stuk sluit bij x = 100 zonder knik aan bij I, dus voor x = 100 zijn

zowel de functiewaarden als de afgeleiden aan elkaar gelijk. Verder gaat

IT dalend door de evenwichtsstand in het punt (125, 24).

Uit deze gegevens volgt data =24, b=-22.8, ¢ =0,079 en d = 125.

Hierbij is b afgerond op één decimaal en ¢ op drie decimalen.

+ Laat met berekeningen zien hoe je aan de waarden van b en ¢ kunt
komen.

 Voor welke waarde van x wordt door II de grootste hoogte bereikt?
Rond af op gehelen.

Afgerond op gehelen wordt de kleinste hoogte van II bereikt voor

x = 145. We nemen aan dat de kleinste hoogte, dus een hoogte van

1,2 meter, wordt bereikt voor precies x = 145.

De formule van IIT geldt voor 145 < x <225. Dit stuk sluit bij x = 145
zonder knik aan bij II en bereikt voor x = 225 de grootste hoogte, waar de
baan horizontaal is. Deze hoogte is gelijk aan de grootste hoogte van II.

» Stel de formule op van /4 voor 145 <x <225,

Stuk TV sluit bij x = 225 zonder knik aan bij III en daalt in 100 meter
naar het laagste punt, waar de baan weer horizontaal is. Het laagste punt
van [V ligt op een hoogte van 2 meter.
* Stel de formule op die bij IV hoort.
» Bij II 1s de maximale helling groter dan bij I'V.

Bereken hoeveel keer zo groot.

Hoofdstuk 12 Gonlometrische formules
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Voorkennis Goniometrische
formules herleiden

Theorie A Formules aantonen met de eenheidscirkel

In figuur 12.1 zie je de eenheidscirkel met het punt 4 ¥
waarvan de draaiingshoek a is.
De draaiingshoek van het punt B is -a en de
draaiingshoek van het punt Cis a + .
Omdat yz=-v, is sin(-a) = -sin(a)

X=X, is cos(-a) = cos(a)

Ve=-V,1s sin(a + 1) = -sin(a)

Xo=-x, 18 cos(a + m) = -cos(a).
Je hebt geleerd dat deze formules worden genoteerd als

sin(-A) = -sin(4) -sin(A4) = sin(4 + )

cos(-4) =cos(4) -cos(4) = cos(4 + x). figuur 12.1

Hiermee geven we aan dat je voor 4 elke uitdrukking x4 = cos(a) en v, = sin(e)
kunt invullen. Zo is bijvoorbeeld

-sin(x — %Jt) = gin(-x + _l;rt) cn ook -sin(A4) = sin(-A4)

-sin(x — %n) = gin(x + %n). -sin(4) = sin(4 + xt)

a Toon de volgende formules aan met de eenheidscirkel en noteer deze
formules met de letter 4.

sin(a + 3 7) = cos(a)
cos(a + %7:) =-sin(a)
b De formule sin(4) =-cos(4 + %n) is ook te noteren als
sin(4) = cos(4 — 17).
Toon dit aan.

Gebruik de eenheidscirkel om y uit te drukken in sin(a) of cos(a).

a y=sin(a—1in) e y=sin(3n—a)
b y=cos(ax— ;) f y=cos(3m—a)
c y=sin(a+ I%n) g y=sin(1£—1c—a)
d y=cos(a+ l3m) h y=cos(l3m — )
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Theorie B Formules herleiden

De formule y =-cos(x + j—ln) is te herleiden tot een formule van de
vorm y = sin(x + a).
Stap | Zorg dat je de min kwijt raakt.
Gebruik de formule -cos(4) = cos(4 + m).
Je krijgt —cos(x + f—ln) = cos(x + lifr).
Stap 2 Maak van de cosinus een sinus,
Gebruik de formule cos(4) = sin(4 + 7).
Je krijgt cos(x + 15m) = sin(x + 13 7).
De formule y =-cos(x + 5 7) is dus te herleiden tot de formule
v =sin(x + lf’;x).

Omdat geldt dat sin(4 + 21) = sin(4), kun je ook schrijven

sin(x + 1%‘1‘{) = sin(x — 77).

Hiermee is y = —cos(x + f;rc) herleid tot y = sin(x — };rr).

Je kunt ook de stappen 1 en 2 verwisselen. Ga na dat je dan hetzelfde
resultaat krijgt.

a Herleid de formule y = sin(2x — +7) tot een formule e - i
van de vorm y = cos(ax + b). ’ sin(4) = cos(4 —3m)

b Herleid de formule y =-sin(3x — :TTE) tot een formule cos(4) = sin(4 + %E)
van de vorm y = cos(ax + b).

¢ Herleid de formule y = cos(%x + L‘T:rr) tot ecen formule
van de vorm y = sin(ax + b).

d Herleid de formule y =-cos(2(x — é‘“)) tot een formule
van de vorm y = sin(ax + b).
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12.1 Goniometrische formules bij
vergelijkingen en herleidingen

Gegeven is de vergelijking sin(2x) + sin(x) = 0.

Met de formule -sin(4) = sin(4 + m) is de vergelijking te herleiden tot
sin(2x) = sin(x + 7).

a Licht dit toe.

Gegeven is de vergelijking 2 sin?(x) = 3 cos(x).

Met de formule sin?(4) + cos?(4) = 1 is de vergelijking te herleiden tot
2 cos?(x) +3cos(x) —2=0.

b Licht dit toe.

Theorie A Goniometrische vergelijkingen

Je kent de volgende formules.

sin(-4) = -sin(A) cos(-4) = cos(4) sin?(4) + cos*(4) = 1
~sin(4) =sin(d +m) | -cos(4) =cos(4+m) | . _ sin(4)
sin(A) = cos(4 — %TE) cos(A) = sin(4 + %i‘t) A cos(4)

Deze formules gebruik je soms bij het oplossen van vergelijkingen. Zo is
de vergelijking sin(2x) + sin(x) = 0 met behulp van de formule

-sin(4) =sin(4 + 7) te herleiden tot sin(2x) = sin(x + ). Daarna kun je
een algemene regel voor het oplossen van goniometrische vergelijkingen
gebruiken.

sin(A)=sin(B) geeftA=B+k-2nvA=n—B+k-2n
cos(4d)=cos(B)geeft A=B+k-2nvA=-B+k-2n
tan(4) = tan(B) geeft A=B+k =

Bij het algebraisch oplossen van de vergelijking 2 sin?(x) = 3 cos(x)
gebruik je de formule sin?(4) + cos*(4) = 1 om 2 sin?(x) uit te drukken
in cos(x).

Uit sin’(4) + cos?(4) = 1 volgt sin*(4) = | — cos*(4).

Dus 2sin?(x) = 2(1 — cos?(x)) = 2 — 2 cos*(x).

Zie verder het voorbeeld op de volgende bladzijde.
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Voorbeeld

Los exact op.

a 2sin%(x) =3 cos(x)

b sin(3x)=1/3 - cos(3x)

Uitwerking
a 2sin?(x)=3cos(x) b sin(3x) = /3 - cos(3x)
2(1 — cos?(x)) = 3 cos(x) sin(3x) N
2 — 2 cos?(x) = 3 cos(x) cos(3x)
2 cos?(x) +3cos(x) —2=0 tan(3x) = \/3
Stel cos(x) = u. x=in+k-m
2P+ 3u—2=0 1 1
D=3*-4.2.-2=25 X=gmtk5m
L BT P

cos(x) =3 Vv cos(x) =-2
x=sm+k-2nvx=-3n+k-2n

In voorbeeld a is gebruikgemaakt van het volgende.

De vergelijkingen sin(4) = C en cos(4) = C y

1 1 111 1
met C——5 3,—5 = E,Eﬁ,iﬁ los
je op door uit de exacte-waarden-cirkel één

oplossing B af te lezen.
Daarna gebruik je

» sin(4) = C geeft
A=B+k-2nvA=n—B+k'2=n

* cos(4) = C geeft
A=B+k - 2nvA=-B+k - 2m

figuur 12.2 De exacte-waarden-cirkel.

In het voorbeeld op de volgende bladzijde wordt de vergelijking
sin(2x — %n) =-cos(x + ;-n) eerst herleid tot de vorm sin(A) = sin(B).
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Voorbeeld
Bereken exact de oplossingen in [0, 2r] van sin(2x — ;—,Jt) =-cos(x + ;—,‘H).

Uitwerking
sin(2x — _l;rr) =-cos(x + ;—rr) -c0s(A) =cos(A4 + 7)
sin(2x — 37) = cos(x + 11m) cos(A) = sin(4 + 1)

sin(2x — 37) = sin(x + 137)
2x—§7r=x+127r+k-27rv2x—:l,—,1t=1t—(x+1%n)+k'21t
x=21;n+k'21tv2x—§1c=7r—x— 1g-1r+k'21t
x=2in+k-2nvix=-in+k'2m
x=2im+k-2nvx=-tn+k-in

' I I 1 5
xm [0, 2x] geeftx=zxva=snpva=lggvx=lzxn

Zie het voorbeeld hierboven.
Los de vergelijking sin(2x — ;—n) =-cos(x + %n) op door deze te herleiden
tot de vorm cos(4) = cos(B).

Bereken exact de oplossingen in [0, 27].
a sin(x+317) = cos(2x) ¢ sin(x) +3cos(x) = |
b sin(3x) = -cos(x) d sin(3x)+ /3 - cos(3x)=0

Bereken algebraisch de oplossingen in [0, 3].
a cos(2nf) = sin(37r) b sin(; ) =-cos(nr)

Bereken exact de oplossingen

a in [0, 2x] van 2sin?(x) + cos*(x) + cos(x) =0
b in [0, 27] van sin(2x — 17) = -cos(5x)

¢ in [0, 10] van cos(znf) = -sin(3r)

d in [0, 10] van cos(37x) = /3 - sin(37x).

Welke van de volgende vergelijkingen zijn (
algebraisch op te lossen? Geef bij deze
vergelijkingen de eerste stap van de uitwerking.
a 2sin(x)=sin(x)

b sin(2x) = sin(x)

¢ 2sin(x) = cos(x)

d 2sin(x) =sin(x + ;-JI)

Niet elke goniometrische
vergelijking is algebraisch
op te lossen.
Grafisch-numerick oplossen
kan altijd.

sin(2x) = sin(x + $7)
5 sin(x) = sin(Sx)

=h M
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Gegeven zijn de functies f{x) = sin(x) en g(x) = -cos(2x), beide met
domein [0, 2x].

a Schets de graficken van f'en g in één figuur.

b Bercken exact de oplossingen van f(x) = —%ﬁ

¢ Bereken exact de oplossingen van g(x) = %

d Los exact op f(x) < g(x).

Gegeven zijn de functies f{x) = sin(2x — %n) en y
g(x) =-cos(x — £7), beide met domein [0, 2x]. ¢
De vlakdelen V" en W worden ingesloten door 'y
de grafieken van f'en g. Zie de figuur hiernaast. 2 W x’t
Bereken exact hoeveel keer zo groot de

oppervlakte is van het vlakdeel V als de figuur 12.3

oppervlakte van het vlakdeel W.

Zie opgave 8.
De lijn v = § verdeelt het vlakdeel ¥ in twee delen.
Bereken exact de oppervlakte van het kleinste van deze delen.

Zie figuur 12.4 met de eenheidscirkel, het punt A met y
draaiingshoek a en het punt B met draaiingshoek £. A
. — — a * g I

Gebruik de regel cos(Z(a, b)) = ‘f‘ \3\ om te bewijzen

al- B

¢ -
dat cos(a — ) = cos(at) cos(f) + sin(a) sin(p). - 7 X
7

figuur 124

Theorie B Verschil-, som- en verdubbelingsformules

In opgave 10 heb je bewezen dat

cos(a — f) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(f).
Dit noteren we als volgt:

cos(f — u) = cos(t) cos(u) + sin(z) sin(u).

Dit is een van de verschilformules.

Voor ¢ en u kun je elke uitdrukking invullen.

Verschilformules

cos(f — u) = cos(?) cos(u) + sin(r) sin(u)
sin(z — u) = sin(¢) cos(u) — cos(r) sin(u)
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In opgave 11 leid je beide somformules en de verschilformule
van de sinus af.

Somformules
cos(f + u) = cos(?) cos(u) — sin(r) sin(u)
sin(z + u) = sin(¢) cos(u) + cos(r) sin(u)

Uit de somformules volgen de vier verdubbelingsformules.
Deze leid je af in opgave 12.

Verdubbelingsformules
sin(24) = 2sin(A4) cos(A)
c0s(2A4) = cos*(A) — sin*(A4)
c0s(24) =2 cos*(4) — 1
cos(24) = 1 — 2sin(4)

De verdubbelingsformules

staan evenals de som- en

verschilformules op het

voorblad van het Centraal
Examen.

De verdubbelingsformules heb je soms nodig bij
het oplossen van goniometrische vergelijkingen.

Bij de vergelijking 4sin(x) cos(x) = \/3 gebruik je dat
2 sin(x) cos(x) = sin(2x).

Dit geeft 2 sin(2x) = /3.

Dus sin(2x) =3+/3, enzovoort.

Bij de vergelijking sin?(2x) = cos(4x) + 2 gebruik cos(24) =1 — 2sin?(4)

je 2sin?(2x) = 1 — cos(4x). 2sin*(4) =1 — cos(24)
Dit geeft % = %cos(4x) =cos(4x) +2 dus
-1 cos(4x) = 13 2sin%(2x) = 1 — cos(4x)
enzovoort.
a Leid de somformule voor de cosinus af uit de y
BO%  verschilformule voor de cosinus door u te vervangen 1
door -u.

b Lecid de somformule voor de sinus af uit de
somformule voor de cosinus door u te vervangen -
door u — 37 en te gebruiken dat sin(u —3m) =-cos(u). 7 ol Ji—is T
¢ Leid de verschilformule voor de sinus af uit de
somformule voor de sinus.

-1

figuur 12.5
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a Leid de eerste twee verdubbelingsformules
af uit de somformules door te nemen 7 =4 en
u=A4.

| cos¥(A) +sin’(4) = 1, dus
cos’(4) =1 —sin’*(4) en
| sin’(4) = 1 - cos*(4).

b Leid de andere twee verdubbelingsformules
af door cos(24) = cos*(A4) — sin’*(4) te herleiden.

a Herleid de formule cos(24) =2cos*(4) — | tot cos2(4) =1 + S cos(24).

b Herleid de formule cos(24) =1 — 2sin?(4) tot sin(4) = 1 — 2 cos(24).

Bewijs.

a sin(x — ;7) = 3/2(sin(x) — cos(x))
sin(;;m) =1(/6 ~v/2)

sin(x + 1) = 3/2(sin(x) + cos(x))
sin(3m) =1 (/6 +y/2)

R M (-

Bewijs dat cos(i5m) = 1:/6 + 5+/2.
Bewijs dat sin(§1) = \5 — 3/2.

Herleid tot de vorm sin(ax) of cos(ax).
a cos(4x)cos(x) + sin(4x) sin(x)

b sin(13x)cos(x) — cos(13x)sin(x)
c cos(%x) cos(1 }lx) = sin(f—,x) sin(1 j;x)

d sin(13x)cos(13x) + cos(13x)sin(13x)

Herleid sin(x)(sin(4x) — sin(2x)) + cos(x)(cos(4x) + cos(2x))
tot de vorm a cos(bx).

Bereken exact de oplossingen.
a 2sin(x)cos(x)=sin(x— 1)
b cos?(2x) = cos(4x) +3

¢ sin’(3x) = cos(x) + 13

d (sin(x)+ cos(x))? =13

De grafiek van y = sin?(x) + cos(2x) is een sinusoide.

a Schets de grafiek en stel hierbij een formule op van de vorm
y=a+ bcos(cx).

b Bewijs dat de in a opgestelde formule juist is door de formule
v = sin%(x) + cos(2x) te herleiden.

Bewijs dat sin(3x) = 3sin(x) — 4 sin’(x). Gebruik sin(3x) = sin(2x + x) en
de somformule voor de sinus.

Hoofdstuk 12 Gonlometrische formules
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a Herleid de formule y =1 — cos(x) — sinz(%x) tot de vorm
v=a+ bcos(cx).
b Bewijs dat cos(3x) = 4 cos’(x) — 3 cos(x).

Om bij -sin(2x) het minteken voor de sinus weg te werken, kun je de
formule -sin(4) = sin(4 + ) gebruiken.

Je krijgt -sin(2x) = sin(2x + 7).

Welke formule kun je gebruiken om

bij —cos(2x) het minteken weg te werken

sin(2x) om te zetten in een vorm waarin geen sinus meer voorkomt
bij sin?(2x) het kwadraat weg te werken

bij cos*(3x) het kwadraat weg te werken

cos(4x) om te zetten in een vorm met een sinus?

(- T - "I o B - S |

Ptolemaeus

Claudius Ptolemacus (85-165) werd geboren in Egypte. Het
belangrijkste werk van Ptolemacus is de Almagest, het
grootste astronomische meesterwerk uit de oudheid. De
Almagest heeft zijn actualiteit nooit verloren. Hij bevat veel
goniometrische formules. Enkele voorbeelden hiervan zijn de
formules sin*(x) + cos*(x)=1 en

sin(x + ) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y).

Een aantal formules uit de Almagest is door Ptolemaeus zelf
ontwikkeld. Opvallend is overigens dat de formule

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) pas in het jaar 980 voor het eerst
opduikt in het werk van de Arabier Abu-I-Wata.

Andere bekende geschriften van Ptolemaeus zijn Planisphaericum en
Geographia waarin hij bijvoorbeeld de geograftische begrippen lengte
en breedte heeft beschreven.

Ptolemacus overleed in 165 in Alexandrié.
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Herleiden en oplossen
Staat een goniometrische vergelijking niet in de vorm sin(4) = sin(B) of
cos(A) = cos(B), dan kun je soms met goniometrische formules de
vergelijking tot zo’n vorm herleiden.
Bij het exact oplossen van de vergelijking sin(4x) =-cos(x) gebruik je de
formules cos(4) = sin(4 + 3 7) en -sin(4) = sin(4 + 7).
Je krijgt sin(4x) =-cos(x)
sin(4x) = -sin(x + %n)
sin(4x) = sin(x + l%n)
x=x+lzmn+k-2nvax=n—x—lzn+k-2x
3x=1in+k-2nv5x=-in+k-2xn
x=in+k-invx=-fn+k-in
Je kunt ook toewerken naar cos(4) = cos(B).
Je krijgt sin(4x) =-cos(x)
cos(4x — %n) = cos(x + 1)
4x—%1c=x+1c+k ' 27[V4x—é‘1t=—x—7t+k ' 2m
3x=13n+k-2nv5x=-in+k-2xn

i .2 s .2

Formules en herleiden

Som- en verschilformules Verdubbelingsformules

cos(f + u) = cos(f) cos(u) — sin(¢) sin(u) | sin(24) = 2sin(A4) cos(4)
sin(/ + u) = sin(z) cos(u) + cos(¢) sin(u) | cos(24) = cos*(4) — sin’*(4)
cos(r — u) = cos() cos(u) + sin(7) sin(u) | cos(24) =2 cos*(4) — 1
sin(z — u) = sin(7) cos(u) — cos(r) sin(u) |cos(24) =1 —2sin*(4)

Deze formules kun je gebruiken om goniometrische formules te

herleiden en goniometrische vergelijkingen op te lossen.

Zo is v = cos(2x) — 3 sin?(x) te herleiden tot de vorm y = a + b cos(cx).

y=sos2s)—3 SliHQ(lx) | cos(24) = 1 — 2sin’(4)
= cos(2x) — 3(; ~2008(2x)) 25in%(4) = 1 — cos(24)
= cos(2x) — 13 + 13 cos(2x) | sin*(4) =1 —1cos(24)
=-11+2%cos(2x) L

De vergelijking cos(2x) = 2sin’(x) is op te lossen door 2 sin’(x) te
vervangen door | — cos(2x).
Je krijgt cos(2x) =1 — cos(2x)
2cos(2x)=1
cos(2x) =3
x=im+k 2nvox=-in+k-2xn
x=in+k-mvx=-tnt+k-m
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12.2 Goniometrische formules
bij symmetrie en primitiveren

Gegeven is het punt A(x,, v,). y
Door 4 te spiegelen in de y-as krijg je het punt B B ] 1___|___A_(f_’f‘.’ va)
en door A te spiegelen in de oorsprong krijg je o
het punt C. L
Druk de coérdinaten van B en C uitinx, eny,. = z x
x”
’I
.’J
8
figuur 12.6

Theorie A Lijn- en puntsymmetrie
De grafiek van de functie fin de figuur hiernaast ¥

is lijnsymmetrisch in de lijn x = a. Dat wil ;
zeggen dat voor elke p geldt f(a — p) =f(a + p). / \ /\
We gaan er hierbij vanuit data — p en a + p tot T T

het domein van f'behoren. P — x

De grafiek van een functie f'is lijnsymmetrisch
in de lijn x = a als voor elke p geldt figuur 12.7
fla—p)=fla+p).

Een bijzonder geval van lijnsymmetrie is symmetrie in de y-as,
oftewel symmetrie in de lijn x = 0.
Dan geldt voor elke p dat f(-p) = f(p).

De grafiek van de functie f'in de figuur hiernaast is
puntsymmetrisch in het punt (a, b). Dat wil
zeggen dat voor elke p geldt
fla—p)—b=>b—f(a+p) oftewel -
fla=p)+fla+p)=2b. e ! e
We gaan er hierbij vanuit data —p ena + p tot
het domein van f'behoren.

figuur 12.8

De grafiek van een functie f'is puntsymmetrisch
in het punt (a, b) als voor elke p geldt

fla—p)+fla+p)=2b.

Een bijzonder geval van puntsymmetrie is puntsymmetrie in O.
Dan geldt voor elke p dat f(-p) + f(p) = 0.
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Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x) = sin(x) — cos(x) + 1;—. L
a Bewijs dat de grafick van f'symmetrisch is in
de lijn x=37.
b Bewijs dat de grafiek van f'symmetrisch is in . . . e
l 1 -2n - @] s 2n
het punt A3, 15). ’

; ; fi 12.9
Uitwerking e

a f(%it —-p)= sin(%n —-p)— cos(%'n -p)+ 1%
= sin(31) cos(p) — cosGm) sin( p) — (cosGm) cos(p) + sin(Gm) sin( p)) + 15
] 1 2 2
=32+ cos(p) —-3y/2 - sin(p) — (-3y2 * cos(p) + 32 - sin(p)) + 13
=12+ cos(p) T 5/2 * sin(p) + 32 - cos(p) —3+/2 - sin(p) + 13
=2 “coslp]+ 1%
fGr+p)=sinGgm+p) —cos(Gu+p) + 1
= sin(%at) cos(p) + cos(f—,fc) sin(p) — (COS(%?T) cos(p) — sin(%fc) sin(p)) + l%
=32 " cos(p) = 3\/2 - sin(p) — (-31/2 - cos(p) — 312 - sin(p)) + 15
=12  cos(p) — 12 - sin(p) + 31/2 - cos(p) + 12 - sin(p) + 13
=,/2 * cos(p) + 1%
Er geldt /(G — p) = f(3n+ p), dus de grafiek van f'is symmetrisch
in de lijn x =3
b fGu—p)+/Gn+p)
= sin(ym — p) — cos(Gm —p) + 13 +sin(zm + p) — cos(zm+p) + 13
= sin(37) cos(p) — cos(3m) sin( p) — (cos(37) cos(p) + sin(zm) sin(p)) + 13
- sin(f—lar) cos(p) + cos(};at) sin( p) — (COS(:T’JI) cos(p) — sin(ﬁa-r) sin( p)) + 1%
=2 sin(ﬁn) cos(p)—2 cos(};n) cos(p)+3
=212 cos(p)—2 32 - cos(p)+3=3
Er geldt f(Gn — p) + f(Gn+p) =2y, dus de grafick van fis symmetrisch
in het punt A(}T T 1%).

In het voorbeeld zijn fGn — p), fGr +p), fGn—p) en fGT+ p)
uitgewerkt met de som- en verschilformules.

Krijg je te maken met bijvoorbeeld f(x — p) en f(m + p), dan is het
handiger gebruik te maken van de symmetrie in de eenheidscirkel.
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Bij het bewijs dat de grafiek van de functie
g(x) = sin?(x) — cos(x) symmetrisch is in de lijn x =,
krijg je g(rn — p) = sin*(x — p) — cos(n — p)

= sin’(p) —-cos(p)

= sin’(p) + cos(p)

en g(m + p) = sin*(1 + p) — cos(n + p)
= (-sin(p))* —-cos(p)
= sin%(p) + cos(p)
Er geldt g(m — p) = g(m + p), dus de grafick van
g(x) = sin*(x) — cos(x) is symmetrisch in de lijn x ==,

Zie het voorbeeld.
B@®* g Licht toe hoe het kan dat de uitwerking van voorbeeld

b korter is dan de uitwerking van voorbeeld a.

b Gerrit gebruikt bij de uitwerking van het voorbeeld
niet de som- en verschilformules. Bij voorbeeld b
gebruikt hij de figuur hiernaast, waaruit hij
bijvoorbeeld afleest dat sin(in —p)= cos(};rr + p).
Geef de uitwerking van voorbeeld b die hierbij hoort.

a Bewijs dat de grafiek van de functie f(x) = xcos(x)
O symmetrisch is in de oorsprong.
b Bewijs dat de grafick van de functie g(x) =xsin(x)
symmetrisch is in de v-as.

¥
e et
(2
O 1

figuur 12.10
sin(m — p) = sin(p) en
cos(m — p) =—cos(p)

Y.

(e,

figuur 12.11
sin(m + p) = -sin(p) en
cos(m + p) =—cos(p)

figuur 12.12
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Gegeven is de functie f(x) = cos?(x) sin(x). y

Bewijs dat de grafiek van / l/\
a symmetrisch is in O /\
b symmetrisch is in de lijn x =17 N

figuur 12.13

Bewijs dat de grafiek van de functie y

f(x) =cos(x) +sin(x) + 1 f
a symmetrisch is in de lijn x =37 / /
~~ o

b symmetrisch is in het punt A(%Tc, 1).

figuur 12.14

Onderzoek of de grafiek van de functie

y
F(x) =sin(x) + \/3 * cos(x) symmetrisch
is in de lijn x = ¢ . \ /

figuur 12.15

Gegeven is de functie f(x) = sin’(x).

a Is y = 5sin’(x) een primitieve van f? Licht toe.

b Gebruik de formule cos(24) =1 — 2sin*(4) om
sin?(x) in cos(2x) uit te drukken.

¢ Bereken de primitieven van f.

Theorie B Verdubbelingsformules en primitiveren

Van goniometrische functies die niet van de vorm y = a + bsin(c(x — d))
of y =a + bcos(c(x — d)) zijn, is het meestal niet eenvoudig de
primitieven te vinden. Soms zijn deze functies met behulp van een
verdubbelingsformule te herleiden tot een vorm die je wel kunt
primitiveren.

Voorbeeld

Primitiveer de functie f(x) = cos’(4x). cos(24) =2 cos*(4) — 1

2cos*(4) =1+ cos(24)

Uitwerking | cos*(4) =7 +3¢08(24)

£(x) = cos?(4x) = + 3cos(8x)
Fx)= é—x =+ ll—6sin(8x) g
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Primitiveer.

a f(x)=cos’(x)
b g(x)=sin’*3x)
¢ h(x)=sin(3x)cos(3x)
Bereken exact.
a ] sin(2x) cos(2x) dx
0
b j (2 — Lsin?(x)) dx

T

i

Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de grafiek van de
functie f(x)=sin(2x) met domein [0, %n] en de x-as.
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat

ontstaat als ¥ wentelt om de x-as.

Gegeven is de functie

f(x) = sin?(x) + sin(x) + % met domein
[0, 2x].

Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de

grafiek van f'en de x-as. Zie figuur 12.16.

Bereken exact de oppervlakte van V.

In figuur 12.17 is de grafiek getekend
van de functie f(x) = 2 sin?(x) + sin(x) — 1
met domein [0, 27].

a Bereken exact het bereik van f.

b Bereken exact de oppervlakte van V.

() i 2%

figuur 12.16

Y

Y

figuur 12.17

VAN

Voor elke p > 0 is de functie f, gegeven door /,(x) = psin(3x) cos(3x)

met domein [0, 1%7[].

Het vlakdeel V, wordt ingesloten door de grafick van f, en de x-as.
Bereken exact voor welke p de oppervlakte van V, gelijk is aan 10.
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Terugblik

Lijn- en puntsymmetrie

De grafiek van een functie 1'is

* lijnsymmetrisch in de lijn x = a als f(a — p) =f(a + p) voor elke p
» puntsymmetrisch in (a, b) als f(a — p) + f(a + p) = 2b voor elke p.

Je toont als volgt aan dat de grafiek van de functie f{(x) = cos(x) — sin(x)
symmetrisch is in A(i x, 0).
fGn=p)+fGr+p)
— cos(f;n —p)— sin(irc -p)+ cos(f;n +p)— sin(}—gr +5)
= cos(j—ln) cos(p) + sin(ifr) sin(p) — (SiH(JTTL') cos(p) — cos(};at) sin(p))
e cos(}lfc) cos(p) — sin(f;n) sin(p) — (sin(};n) cos(p) + cos(},n) sin(p))
=312+ cos(p) + 532 * sin(p) — (3y/2 + cos(p) — 512 - sin(p))
+3v2 * cos(p) — 52 * sin(p) — (312 * cos(p) +3/2 * sin(p))
= /2 * sin(p) — /2 : sin(p) =0
fGu=p)+fGu+p)=0=2y,
Dus de grafick van fis symmetrisch in A(3T, 0).

Verdubbelingsformules en primitiveren

Door gebruik te maken van verdubbelingsformules kun je soms het
functievoorschrift van een functie /' zo herleiden, dat je de primitieven

van f'kunt vinden.

Zo gebruik je bij het primitiveren van de functie f(x) = 4sin?(13x) de
formule cos(24) = 1 — 2sin%(4) oftewel sin?(4) =1 — $cos(24) met 4 = 13x.

Bij het exact berekenen van de oppervlakte van y
het vlakdeel V in de figuur hiernaast krijg je
0= [f@)dx

0

3

fix) = 4 sin’(1-x)

]

4sin®(13x) dx

Il
2
T O 57

4(% - %cos(Sx)) dx

vl

(2 —2cos(3x))dx

Il
LIS IS S S—T

2x —3sin(3x)]"

p— O

(8]

+ 21 — 25in(21) — (0 — 2 5in(0))
= 1%7[.

158  Hoofdstuk 12 Goniometrische formules © Noordhoff Uitgevers by



12.3 Eenparige cirkelbewegingen
en harmonische trillingen

Over de eenheidscirkel beweegt het punt P met constante y
BO* gsnelheid. Op tijdstip =0 met ¢ in seconden bevindt P
zich in het punt (1, 0). De bewegingsvergelijkingen van P
.. Jxp(t) = cos(r)
“un {.vp<x)=sin(r)
Na hoeveel seconden is P voor het eerst weer in het punt o P
(1, 0)?

figuur 12.18

Theorie A Eenparige cirkelbewegingen

De punten P en O bewegen met constante snelheid over de
eenheidscirkel.

xp(f) = cos(?)
v(t) = sin()

xg(f) =cos(131)
vol) = sin(151)

Voor P gelden de bewegingsvergelijkingen {

en voor O gelden de bewegingsvergelijkingen {

Hierbij is  de tijd in seconden.

Je hebt te maken met eenparige cirkelbewegingen.

De draairichting is positief en Q beweegt 15 keer zo snel als P.
De omlooptijd van P is 2r seconden en de omlooptijd van QO is

—’,t =37 seconden.
2
Sl b . 1 sl ] 1
Op t=;m 18 P 1n het punt (cos(z ), sin(cx)) = (5\5 ,3) en y
is Q in het punt (cos(13 * zm), sin(15 - £7)) =
(cos(3m), sin(3 ™) = (Gv/2, 31v/2).
De afstand tussen P en Q op 7 = £ is
PO=G\2-1/3P + G2 - 5P
| | ) | | 1
:\/z‘z\/g+z+z—z\ﬁ+z
- \2-5E-1E

Afgerond op twee decimalen 1s dit 0,26. figuur 12.19
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Voorbeeld
Van de punten P en Q zijn de bewegingsvergelijkingen
{xp(r) =cos(t) {xgm =cos(137)

y)=sin(@) = Ly () =sin(150)

Voor de afstand tussen P en QO geldt PO =2 — Zcos(% f).
Bewijs dit.

met ¢ de tijd in seconden.

Uitwerking
PQ? = (cos(15£) — cos(1))* + (sin(137) — sin(7))?
= cos?(15£) — 2 cos(13£) cos(?) + cos*(f) + sin®(13¢) — 2 sin(137) sin(f) + sin’(f)
=2 — 2(cos(137) cos(z) + sin(157) sin(z))
=2 —2cos(l5¢— 1)
=2- Zcos(% 1)

Dus PO = /2 — Zcos(%r).

Zie het voorbeeld.
a Welke goniometrische formules zijn in de vitwerking gebruikt?

b Bereken met de formule PO =+/2 -2 cos(l: 1) de afstand tussen
PenQopt= %ﬂ. Geet het antwoord in twee decimalen.,

¢ Bereken exact voor welke 7 in [0, 47] de afstand tussen P en QO
gelijk is aan 1.

d Bereken voor welke 7 in [0, 4x] de afstand tussen P en Q groter
is dan 13. Rond af op twee decimalen.

Van de punten 4 en B zijn de bewegingsvergelijkingen
{xA (n=cosn) {xB(t) =3 cos(?)
(1) =sin(21) (1) = 3sin(r)
a Bereken exact de afstand tussen 4 en B op 7= ;7.
b Beredencer dat de minimale afstand tussen 4 en B gelijk is aan 2 en
dat de maximale afstand gelijk is aan 4. Voor welke waarden van ¢
worden deze afstanden bereikt?

Voor de afstand tussen 4 en B geldt 4B = /10 — 6 .cos(?).

¢ Bewijs dit.

d Bercken exact voor welke 7 de afstand tussen 4 en B gelijk is aan /7.

e Bereken voor welke ¢ de afstand tussen 4 en B kleiner is dan 3. Rond
zo nodig af op twee decimalen.

met ¢ de tijd in seconden en 0 < f < 2m.
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Gegeven zijn de bewegingsvergelijkingen van opgave 38.

a Bereken exact de lengte van het deel van de baan van 4 dat boven de
lijn y =1./2 ligt.

De parabool y = %xz snijdt de baan van 4 in de punten P en Q en de baan

van B in de punten R en S.

b Bereken exact de codrdinaten van P en Q.
¢ Bereken de codrdinaten van R en S. Rond af op drie decimalen.

De baan van punt P is gegeven door de bewegingsvergelijkingen
{xp(r) =2cos(?)
vp(f) =2sin(r)
a Bereken de codrdinaten van de snijpunten van de baan van P met de
lijn y = x + 1. Rond af op twee decimalen.
b Bereken exact de lengte van het deel van de baan dat rechts van de
lijn x = 1 ligt.

met 7 in seconden.

De baan van punt Q is gegeven door de bewegingsvergelijkingen
{.xQ(I) = cos(2()
Yolt) = sin(2¢)
Voor de afstand tussen de punten P en QO geldt PO = /5 —4cos(?).
¢ Bewijs dit.
d Bereken hoeveel seconden per rondgang van P de afstand
tussen P en O groter is dan 13. Rond af op twee decimalen.

met 7 in seconden.

Voor 0 <7 < 2z zijn er twee situaties waarbij het lijnstuk y

PQ verticaal is. In figuur 12.20 is een van deze situaties P

getekend.

e Bereken voor deze situatie de waarde van ¢. Rond af op P
drie decimalen. / \

f Teken de situatie voor de andere waarde van ¢, Licht je \ 5 7 5
tekening toe. .y /

figuur 12.20

Het punt P doorloopt met constante snelheid de cirkel
met middelpunt (0, 0) en straal 3. De draairichting is
positief.

De bewegingsvergelijkingen van P zijn xp(f) = 3 cos(; t)
en yp(f) = 3 sin(3 ), waarbij ¢ de tijd in seconden is.

y
4

Tegelijk met het punt P beweegt P’over de y-as. 3! 3~
-3

Hierbij staat PP’ loodrecht op de y-as.
Geef de formule van y,.

figuur 12.21
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Theorie B Harmonische trillingen

Het punt P doorloopt de cirkel in figuur 12.22. Hierbjj %
voert de projectie P’ van P op de y-as een trilling uit, r
Doorloopt het punt P de cirkel met constante snelheid, P

dan voert het punt P’ een harmonische trilling uit. In
plaats van harmonische trilling zegt men ook wel
harmonische beweging.

= O r

Bij een eenparige cirkelbeweging van een punt P
hoort een harmonische trilling van de projectie P’
van P op de y-as.

-r

figuur 12.22 PP’ y-as, dus P’
De formule die de harmonische trilling van P’ beschrijft ~ is de projectie van P op de y-as.
is gelijk aan de formule van y,. Bij een trilling spreekt
men niet van omlooptijd, maar van trillingstijd. Bij een harmonische
trilling is de trillingstijd dus gelijk aan de omlooptijd van de
bijbehorende eenparige cirkelbeweging. Zo is bij de harmonische trilling
dic gegeven is door 1 = 3sin(31r) met £ in scconden de trillingstijd 5
scconden. De frequentie in hertz (Hz) is het aantal trillingen per
seconde, dus de frequentie is £ Hz. De amplitude bij deze trilling is 3.
In plaats van amplitude spreekt men bij trillingen ook wel over
maximale uitwijking.

Bij een harmonische trilling met amplitude b en

frequentie f waarbij op ¢ = 0 de evenwichtsstand 4= o)

stijgend wordt gepasseerd, hoort een formule van u=>ob sin(z?nr)
de vorm u = bsin(cf) met ¢ = 2afen ¢ de tijd in
seconden.
. iy 1 2n
De trillingstijd is 7= 7 D seconden.
Voorbeeld

Het punt P voert een harmonische trilling uit die beschreven wordt door
u = 6sin(10xf). Hierin is u in cm en ¢ in seconden,

a Bereken de frequentie van P.

b Hoeveel meter legt P af in één minuut?

Uitwerking
a De frequentie is 120: =5 Hz.
b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 6 =24 cm.
Er zijn 5 trillingen per seconde, dus per minuut zijn er
60 - 5 =300 trillingen.
De afgelegde afstand in één minuut is 300 © 24 = 7200 cm = 72 m.
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Het punt P voert een harmonische trilling uit die beschreven wordt door
O®% ; =5sin(50n7). Hierin is u in cm en ¢ in seconden.

a Bercken de frequentie van P.

b Hoeveel km legt P af in ¢én kwartier?

Het punt P voert een harmonische trilling uit met amplitude 10 en
BO* frequentie 3 hertz. Op ¢ = 0 wordt de evenwichtsstand stijgend

gepasseerd.

Stel de formule die deze trilling beschrijft op in de vorm u = bsin(ct).

In figuur 12.23 zie je een schematische tekening van een slinger. P
B@* Het punt 4 beweegt tijdens de slingerbeweging over boog BC van

de cirkel met middelpunt P en straal P4 = /.

Een uurwerk heeft een slinger met lengte /= 1,00 m.

De (slinger)hoek BPC is 10°. K

a Bereken in vier decimalen de lengte van de boog BC. i

b Bereken in vier decimalen de lengte van het lijnstuk BC. 4k

Je ziet dat bij dit uurwerk de lengte van de boog BC vrijwel gelijk is |
aan de lengte van het lijnstuk BC. De slingerbeweging van het punt r
A4 mag daarom benaderd worden door een harmonische trilling van N
het punt 4” langs het lijnstuk BC. ! :

Men kan aantonen dat de trillingstijd 7 wordt gegeven door de ! L

| \
formule 7= Zﬂ\/z. - L1
g [ |

Hierbij is g de versnelling die wordt veroorzaakt door de ; t
zwaartekracht, Neem g = 9,81 m/s’. 1 l
Neem aan dat de harmonische trilling beschreven wordt door J ;
u = bsin(ct) met u in meter en £ in seconden, ! '
¢ Bereken in twee decimalen de waarden van b en c. ! l
d Tedere keer dat de slinger door de evenwichtsstand gaat, geeft ! \
de klok een tik. | \
Hoeveel tikken geeft de klok per seconde? I t

]
Bome=llooudC

figuur 12.23

x(t) = bcos(ct)

De bewegingsvergelijjkingen van het punt P zijn {y (1) = bsin(ct)

D@k o -
De projectie van P op de x-as is P”.

a Licht toe dat P” een harmonische trilling uitvoert. Welke formule
hoort bij deze trilling?

b Licht de volgende bewering toe.
De projectie van P op de lijn y = x voert een harmonische trilling uit.
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Terugblik

Eenparige cirkelbeweging

Bij het punt P horen de bewegingsvergelijkingen

{xp(:) =4cos(3t)
V() = 4sin(3)

Het punt P doorloopt de cirkel met middelpunt O(0, 0) en straal 4 in

positieve draairichting. Op ¢t =0 is P in het punt (4, 0) en de omlooptijd

met ¢ de tijd in seconden.

. 2T
is 5~ = 3 seconden.

3

Het punt Q doorloopt in positieve draairichting de eenheidscirkel,
is op £ = 0 in het punt (1, 0) en de omlooptijd is 37 seconden.

Dus bij O horen de bewegingsvergelijkingen
{xQ(r) = ¢o0s(37) ==3

2
vo(t) = sin(31) | 3"
Je kunt als volgt bewijzen dat voor de afstand tussen P en O

geldt PO =/17 — 8 cos(251).
PQO? = (cos(31) — 4cos(31))? + (sin(3f) — 4sin31))?
= c0s’(37) — 8 cos(31) cos(5t) + 16 cos’(31) + sin®(37) — 8 sin(37)sin(37) + 16sin’(37)
=1+ 16 — 8(cos(31) cos(37) + sin(31) sin(3 £))
=17 - 8cos(3t— 31)
=17 - 8cos(251)

Dus PQ = /17 - 8cos(2%1)
Aan de formule van PQ kun je zien dat de afstand tussen P en O varicert

tussen \/17 —8=/9=3 en /17 + 8 = /25 =5, maar dit kun je ook

beredeneren zonder gebruik te maken van de formule van PQ.
Om te berekenen voor welke ¢ de afstand tussen P en Q gelijk is aan 4,

los je de vergelijking \/ 17 — 8cos(257) =4 op.

Harmonische trilling
Bij de eenparige cirkelbeweging van het punt P beschreven door

{x(r) =10 cos(ﬁm‘)

v() = 10sin(; mt)

harmonische trilling uit die beschreven wordt door ¥ = 10sin(; 7z).

voert de projectie P’ van P op de y-as een

; . — 2
Is t in seconden, dan is de trillingstijd 7= l—x= 8 seconden en de
T
frequentie = % hertz.
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12.4 Bewegingsvergelijkingen met
goniometrische formules

De baan van een punt P is gegeven door de 1%
: e x(f) = sin(7) c
bewegingsvergelijkingen {1 (1) = sin(41) 11

met 0 <7 <2m.
De baan snijdt de x-as behalve in de oorsprong,
(-1,0) en (1, 0) ook in de punten 4 en B. Zie
figuur 12.24. X
a Bercken x, en x, exact.
b Afgerond op twee decimalen is de x-codrdinaat
van de top C gelijk aan 0,38.
Bereken x in drie decimalen.

figuur 12.24

Theorie A Lengten, hoeken en snelheden

In deze paragraaf krijg je te maken met bewegingsvergelijkingen waarbij
x en y functies zijn met een sinus of een cosinus en waarbij geen
eenparige cirkelbeweging hoort. Neem je de parameter 7 in R, dan wordt
de baan oneindig vaak doorlopen. Daarom nemen we ¢ vaak in een
beperkt interval, bijvoorbeeld in [0, 2x].
Zo wordt de baan in opgave 46 in [0, 2x] ¢én keer doorlopen. Neem je ¢
in [0, 4] dan wordt de baan twee keer doorlopen.

.| x(¢) =sin(2r)
R {y(t) — sin(8¢)
12.24 ook twee keer doorlopen.

met ¢ in [0, 2x], dan wordt de baan in figuur

Bewegingsvergelijkingen en de GR

Op bladzijde 83 heb je kunnen lezen hoe je de baan e |

van een parameterkromme kunt plotten op de GR. Ook pr=aasly bl
de krommen in deze paragraaf kun je plotten met de
instelling voor parametervoorstellingen.

Om de kromme die gegeven is door

x(t) = sin(r) en y(f) = sin(4r) te plotten neem je 7 tussen
0 en 2w met stapgrootte bijvoorbeeld 0,05, en x en y e d e
bijvoorbeeld tussen-1,5 en 1,5.

Neem je ¢ tussen O en 4w, dan zie je dat de baan twee keer wordt doorlopen.
Neem je ¢ tussen O en &, dan wordt de helft van de baan doorlopen.
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Voorbeeld

De baan van een punt P is gegeven door
x(1) = sin(21)
(1) = sin(7)
De punten 4 en B zijn snijpunten van de baan met de
lijn y = x. Zie figuur 12.25.

{

a
b
c

met 0 <¢<2m.

Bereken exact de lengte van het lijnstuk 45.
Bereken exact de baansnelheid van P in B.
Bereken de hoek ¢ die de baan in B maakt met de
lijn y = x. Geef het antwoord in graden en rond af figuur 12.25
op ¢¢én decimaal.

Uitwerking
a x =sin(2¢) en y = sin(?) substitueren in y = x geeft

sin(f) = sin(2¢)

=2+ k* 2pvi=n—2t+k*2n

L=k 2N Jt=mTik2n

t=k-2nvt=sn+k-in

tin [0, 2n] geeft t=0vi=3invi=nvi=15nv(=2x
(=0, t=men=2n geven de oorsprong.

1t PR ] . Lo 1
XGU=sEn)=oy3 enx(lgrt)—sm(3gn)——5\/§

Dus 4(-31/3,-3y/3) en B(3\/3, 31/3).
AB=\G3+ 137+ GV3+ 13 = (V3P + (V3 = 3F3 =6

x(r) = sin(2f) geeft x'(r) = 2 cos(27)
¥(t) = sin(7) geeft v'(z) = cos(7)
De baansnelheid in B is

vm) = /(2 cos(m))? + (cosEm)? = /(2 - -1 + by
=C17+ 6P = 1i=55.

=1\ x’(%rc) _ 2cos(§1c) _ (-1 B 1
569~ i) (oot )~ (1) 27 ()

v ’(% ) cos(_lj ) 5

_1.1+l.1 _l_
cos(p) = ‘ z ‘ = ‘2 — dus ¢ = 71,6°.

N RN s I E AN A T

Zie het voorbeeld.

De lijn y =-x + 1 snijdt de baan van P behalve in het punt (0, 1) ook
in het punt S.

Bercken de codrdinaten van S. Rond af op drie decimalen.

Bereken exact de baansnelheid van P in de oorsprong.

Bereken de hoek ¢ die de baan in de oorsprong maakt met de x-as.
Geef het antwoord in graden en rond af op één decimaal.
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In figuur 12.26 zie je nog eens de baan van het punt P %

L@ van het voorbeeld. De baan snijdt de lijn y =1 in de L
punten Cen D. (_w
a Bereken exact de lengte van het lijnstuk CD. y=3
b Bereken exact de baansnelheid van P in D. 1 1 X

¢ Bereken in graden in één decimaal de hoek a die de
baan in ) maakt met de lijn y =1,
d Bereken in graden in één decimaal de hoek S
waaronder de baan zichzelf snijdt in de oorsprong. figuur 12.26

-1

De baan van een punt P is gegeven door y
MIOE S {x(r) = sin(27)
¥(t) = sin(37)
Zie de baan in figuur 12.27. In het punt 4 is de
raaklijn horizontaal en in het punt B is de raaklijn
verticaal. In het punt C snijdt de baan zichzelf,
a Bereken exact de codrdinaten van 4 en B.
b De lijn y = x snijdt de baan van P behalve in de
oorsprong nog in vier punten.
Bereken exact van deze punten de bijbehorende
waarden van 7.
¢ Toon aan dat C de coérdinaten (3, 31/2) heeft.
d Bereken exact de baansnelheid waarmee P
voor het eerst in C is.
e Bereken in graden nauwkeurig de hoek ¢
waaronder de baan zichzelf snijdt in de oorsprong.

met 0 <r<2m.

figuur 12.27

De baan van een punt P is gegeven door 1%
JOL3 {x(t) =sin(f — £7)
v(t) = sin(2¢)
De baan is getekend in figuur 12.28. In punt 4
is de raaklijn verticaal.
a Berecken exact de codrdinaten van 4.
b De lijn x =1 snijdt de baan in dc punten B
en C.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk BC.
¢ Bereken exact de +-waarden van de snijpunten
van de baan met de lijn y =x.
d De baan snijdt zichzelf in het punt (0, %\B 3
Bereken de hoek waaronder dit gebeurt.
e Bereken exact de baansnelheid van P op 1= 1.

met ¢ in [0, 27].

>

figuur 12.28
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De baan van een punt P is gegeven door

y
— {x(r) - an(zl) ;. met0<r<2m.

y(1) =sin(t +3m) 1t
Zie figuur 12.29. De snijpunten van de baan met de y-as = sl 7
zijn 4, B, C en D. 6/5
a Bereken exact de codrdinaten van 4, B, C en D. 3 5 ; X
De lijn x = -1 snijdt de baan in de punten E, F, G en H. Q\ <
b Bercken exact de lengte van het lijnstuk EH. H \_“1‘*%
¢ Bercken in graden nauwkeurig de hock ¢ dic de baan g L

in B met de y-as maakt. figuur 12.29
d Bereken exact de baansnelheid van P in E. ’
Zie opgave 51.
©%* Op =g bevindt P zich in het punt 7 en op = a + = in het punt U.
Er geldt TU = ‘2sin(a + _l;fr)‘.
a Bewijs dit.
b Bercken exact voor welke a geldt TU = 1.

De baan van een punt P is gegeven door

BO@* [ x(r)=sin(t+;7)
<t<
{y(l‘) = sin(2f) met 0 <r<2m. y
a Vul de tabel in. r
t 1‘17[ %n 137 T
X = 0 T

Vv

De baan is getekend in figuur 12.30.
Bij de grafiek hoort een formule van de vorm y = px* + q.
b Welke waarden van p en g volgen uit de figuur? figuur 12.30

Theorie B Formules bij parametervoorstellingen

In opgave 53 heb je de formule y =2x> — 1 gevonden. Om te bewijzen
dat elk punt van de kromme met parametervoorstelling
{x(r) =sin(z + }I'Jt)

(#) = sin(2%)
x = sin(f + }Tn) en y = sin(2¢) in y = 2x*> — 1 en laat je zien dat dit een
juiste bewering geeft.
Omdat x(¢) = sin(z + ;7) geldt -1 <x < 1, dus je krijgt maar een gedeelte
van de parabool.

op de parabool y = 2x> — 1 ligt, substitueer je
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x(f)=sin(t+ 5

Voorbeeld i
a
{ WO=sin(2e  ooorede

Bij de grafiek met parametervoorstelling

formule y =2x* — 1 met -1 <x<1.

Bewijs dit.

Uitwerking

Substitutie van x = sin(z + ;) en y = sin(2¢) in y = 22 — | geeft

sin(2f) = 2(sin(z + ;m))* — 1 cos(24) = 1 — 2sin*(4) dus 2 sin%(4) — 1 =-cos(24)
sin(2¢) = -cos(2(f + };n))

sin(27) = -cos(2t + 37) ~cos(4) = cos(4 + )
sin(2f) = cos(2t + 1%70 cos(A) =sin(4 + %n)
sin(2f) = sin(2¢ + 27) sin(4 + 21) = sin(4)

sin(2¢) = sin(21)

Dit klopt voor elke ¢.
x =sin(t + ;)
-1 <sin(t+3m)<1

Bij de parametervoorstelling hoort de
formule y=2x>— 1 met-1 <x<1.

De baan van een bewegend punt P dat beschreven wordt y
. {x(t) sin(z + 41t)
V(t) = sin(21) ‘ \ 1 /
y=2x*—1 waarvoor -1 <x <1,
Neem je 7 op R dan doorloopt P voortdurend de parabool \ /
tussen A(-1, 1) en B(1, 1). X & / Tl
In deze punten keert de richting waarin P beweegt om, ! -
daarom heten deze punten keerpunten. | /
In keerpunten hebben de formules voor x en y uit de | |
parametervoorstelling beide een extreme waarde.

is dat deel van de parabool A B

figuur 12.31

X x—sm(t+1ﬂ:)l

. / B g
I
I

|

|

: v

T A T Y A .
n\,{/ 0 \/ 2B x en y hebben beide een

I I i extreem voor
[ I .-'.'- = —3 — I_ -— I_
/:\ y= s:n(2t)/:\ vy & == 8 | =TTl = 15 Tenes
l ,
| 1 '
-

T

I
[
T
[
[
|
[
y
|
[
1
|
[
|

I
I
I

figuur 12.32
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x(¢) = sin(t — fﬂc)
v(r) = sin(2r)
hoort de formule y =-2x*+ 1 met -1 <x < 1.

Bewijs dit.

Bij de grafick met parametervoorstelling {

In figuur 12.33 is de kromme K getekend die gegeven is door y
{mg=2mmn
¥(£) = sin(2t — im) b £
a Bereken de codrdinaten van de keerpunten van K. Q / %
b Welke formule hoort vermoedelijk bij K? '
Bewijs je vermoeden.

figuur 12.33
N ; x(7) = sin(t)

De baan van een punt P is gegeven door {] (1) = sin(2f)
Bij de baan van P hoort de formule y* =4x? —4x* met -1 <x < 1.
Bewijs dit.
In figuur 12.34 is de kromme K getekend die gegeven is door y

x(f) = sin(¢)

v(t) =sin(31) K
a Bereken de codrdinaten van de keerpunten van K.
b Bewijs dat alle punten van K op de grafiek van -

v =3x—4x3 liggen. 4 \
figuur 12.34

De baan van een punt P wordt beschreven door de

bewegingsvergelijkingen x(¢) = 2 cos(f) en v(f) = cos(31).
Zie figuur 12.35. /

y
Bij de baan van P hoort een formule van de vorm / 0 N "

yv=ax’+bxmetc<x<d,

Bereken a, b, cend en ijs dat formule juist is.
ereken a, b, ¢ en d en bewyys dat deze formule ju figuur 12.35

De baan van een punt P is gegeven door

{x o(1) = 2sin(7)
vp(t) = 2sin(2¢)

Het lijnstuk OP is een zijde van een vierkant. In figuur

12.36 zijn twee van deze vierkanten getekend.

Het punt S is het midden van zo’n vierkant.

Als P zijn baan beschrijft, verandert S mee.

We vragen ons af wat de bewegingsvergelijkingen van §

zijn. Br geldt s =1p +3p,.

Licht dit toe.

met0<¢<m.

figuur 12.36
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Theorie C Bewegingsvergelijkingen van
meebewegende punten

In opgave 59 beschrijft het punt S een baan die athangt van de baan van
het punt P. Om de bewegingsvergelijkingen van de baan van S te vinden,
gebruik je een rotatie van een vector over 90°. Zie het voorbeeld.

Voorbeeld

De baan van een punt P is gegeven door y

{xp(:) = 2sin(?)
vp(f) = 2sin(2¢)

Het lijnstuk OP is de zijde van een vierkant zoals in de

figuur hiernaast. P

Het punt S'is het midden van dit vierkant.

De baan van S snijdt de y-as één keer.

Stel de bewegingsvergelijkingen van S op en bereken %

hiermee exact de codrdinaten van dit snijpunt.

met0<¢<m.

figuur 12.37

Uitwerking
S =3P T3P

- [ 2sin(7) - [-2sin(2t)
p _(2 sin(2t)) geslt _( 2 sin(7) )

1;

2 1 ( 2sin(t) ) L1 (—2 sin(Zt)) _ (sin(r) — sin(Zt))

2\2sin(2¢)) 2\ 2sin(7) sin(2¢) + sin(f)
x4(f) = sin(f) — sin(2¢)
V(1) = sin(2t) + sin(?)
Snijden met de y-as geeft sin(¢) — sin(27) =0
sin(f) = sin(2z)
(=2t+k-2xvi=n—2t+k'2x
st=%k < ZEN3t=n+k: 2n
t=k-2nvi=im+k-in

De bewegingsvergelijkingen van S zijn {

1in (0, ) geeft 1 =1m
.VS(_%?I) = sin(%n) + sin(;—n) = %\/5 e %\E — \5
Dus S(0, /3).
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Zie het voorbeeld.

Nu wordt het vierkant aan de andere kant van het
lijnstuk OP geplaatst zoals in figuur 12.38.

Het punt 7 is het midden van het vierkant dat zo
ontstaat,

Stel de bewegingsvergelijkingen op van T.

In figuur 12.39 zie je nog eens de baan van het

punt P van het voorbeeld. Verder is het punt

A(2, 0) getekend. Ook zie je cen vierkant waarvan

AP cen zijde is.

Het punt Q is het midden van het vierkant dat zo

ontstaat,

a Stel de bewegingsvergelijkingen op van Q.

b In figuur 12.39 is ook het hoekpunt R van het
vierkant getekend. De baan van R snijdt de lijn
v =1 twee keer.
Bereken exact de codrdinaten van de
snijpunten.

De baan van een punt P is gegeven door
xp(£) =2 sin(?)
{yim — 2sin(t—1x) met 0 <7 <2,
Verder is gegeven het punt A(4, 0).
Het lijnstuk PO met PO = AP staat loodrecht op
AP zoals in figuur 12.40 is getekend.
Als het punt P zijn baan beschrijft, beweegt het
punt O mee. De bewegingsvergelijkingen van O
i {xQ(r) - 2sin(r) +2 sin(7 — 70
Vo) =2sin(f — zm) — 2sin(z) +4
a Bewijs dit.
b Onderzoek of het laagste punt van de baan van
O hoger ligt dan het hoogste punt van de baan
van P.

Hoofdstuk 12 Gonlometrische formules

¥
P
X
o T
figuur 12.38
34
P
Q R
o AR, 0) )
figuur 12.39
¥
Q

v :
C/o / A4,0)

figuur 12.40
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| De baan van een punt P is gegeven door y
0O % {xp(z) = 4cos(f)
vp(f) = 65in(r)
In figuur 12.41 zie je de baan van P.
Het lijnstuk 4P met A(4, 0) is de zijde van een
vierkant zoals in de figuur is getekend.
Het punt S'is het midden van dit vierkant. x
: o . o A4, 0)
De bewegingsvergelyjkingen van S zijn
{xs(t) =2+ 3sin(f) + 2 cos(?)
v{(t) =2+ 3sin(z) — 2 cos(?)
a Bewijs dit.

met 0 <7 <2r, p

Bij de baan van P hoort de formule
Ox? + 4y* = 144,
b Bewijs dit.
¢ De banen van P en S snijden elkaar behalve in het punt 4(4, 0) ook in
het punt B.
Bercken de codrdinaten van B. Rond af op twee decimalen.

figuur 12.41

De baan van een punt P is gegeven door y
BO* (x,(7)=2sin(2f) | |
{.vp(r) = 2gin(¢ + ) MOTAT SIS 4T
In figuur 12.42 zie je de baan van P.
Het lijnstuk OP is de zijde van een vierkant zoals
in de figuur getekend. Het punt Q is het midden

van dit vierkant. <

Als P zijn baan beschrijft verandert O mee.
De baan van O snijdt de lijn ¥ =-x in het punt 4.
Bereken exact de codrdinaten van A.

figuur 12.42

P
Q
Zie opgave 64. y
* In figuur 12.43 zijn de banen van P en Q y=x
getekend, samen met de lijn y = -x.
Onderzoek of de banen van P en Q elkaar raken /
op de lijn y = -x. \

figuur 12.43
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Terugblik

Lengten, hoeken en snelheden
In de figuur hiernaast zie je de baan van een punt P die y

gegeven is door x(0) i s¥n(4r) met 0 <7< 2m. 1
v(f) = sin(?)
De snijpunten van de baan met de lijn y =3 zijn 4 en B. &% y=3

Om exact de lengte van het lijnstuk AB te berekenen los je L ,

op sin(f)=3. Ditgeeft t=tn+k-2nvi=32n+k 2m
Omdat x(z7) = sinG) =1/3 en x(Gr) = sin(337w) =-1/3 is

A(-3v3,7) en BG\3,7) dus 4B = /3.

Om de hoek « te berekenen waaronder de baan de lijn y =1
snijdt in het punt 4, bereken je de richtingscoéfficiént van de
raaklijn k in A. Omdat x(¢) = 4 cos(4¢) en y'(f) = cos(?) is

(i)t A (- Ho10

tan(a) = 71/3 geeft a~ 23,4°

Om de snelheid te berekenen waarmee P de lijn y =3 in 4 passeert,
bereken je v(g ).

Je krijgt vEm) = (X Gm) + (VEm)P = V(27 + (5331 =119,

Meebewegende punten
In de figuur hiernaast is de baan van een punt P met y

; o x,(f) = sin(r)
bewegingsvereelijkingen 4 7 etekend.
wegingrvrgsiinge {10700, 4o 2)

Verder zie je het punt A(0, 2) en een vierkant waarvan AP
een zijde 1s. Het punt Q is het midden van dit vierkant.
Als P zijn baan beschrijft, beweegt O mee. _

Om de bewegingsvergelijkingen van Q te vinden bedenk /

P
je dat g =a +3AP +3AP,. Omdat - X
s _—_—=_| sin(@® }. 155 _ —;cos(zt)+1) / \
el —pi—a (cos(2t)—2) s APy, ( Lsin(r) [
Zo krijg je
- (0) 5 ( Lsin(r) ) 5 (—gcos(:z:) + 1) _ (1 +Lsin(r) - ;—cos(zr))
7712/ "\leos2e) - 1 Lsin(r) L+ Lsin(f) + Lcos(20))

Dus de bewegingsvergelijkingen van Q zijn

{xQ(r) =1+ 1sin(f) — 3 cos(27)
YAy =1+ %sin(t) = %cos(Zt)
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Eindopdracht Looping in achtbaan

In de figuur hiernaast is het vooraanzicht van cen
looping van een achtbaan getekend. In de figuur zijn
x en y in meters en is ¢ de tijd in seconden.
Een treintje doet acht seconden over de looping. Op
t=0en ¢ = 8§ is het treintje (in het vooraanzicht) in het
punt (0, 4).
Op t=2 en op ¢ = 6 is het treintje in de punten waar
de baan verticaal is. Deze punten hebben
x-codrdinaten 15 en -15,
Op t =4 wordt het hoogste punt bereikt.
Dit punt ligt op een hoogte van 50 meter.
De baan van het treintje kan worden beschreven door
bewegingsvergelijkingen van de vorm x(¢) = bsin(ct)
en y(f) =p + gsin(rf) met 0 <7 <8§.
» Geef exacte waarden van b, ¢, p, genr.
» Bereken in gehele km/uur de snelheid van het treintje
opt=0,0pt=2enopt=4.
» Bereken de baanversnelling op = 7.
Worden de personen in het treintje op ¢ = 7 tegen de rugleuning
aangeduwd of worden ze door de veiligheidsbeugels op hun plaats
gehouden? Licht toe.

De Dragon Khan in het Spaanse pretpark Port Aventura Park heeft acht

inversies (dat is waar het treintje op de kop hangt). Zie de foto hieronder.

» Teken zelf een looping op roosterpapier, stel hierbij
bewegingsvergelijkingen op en bereken hierbij enkele snelheden.
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Diagnostische toets

12.1 Goniometrische formules bij vergelijkingen en herleidingen
"7 a Bereken exact de oplossingen van sin(3x — ;1) = cos(2x) in [0, x].

b Bereken exact de oplossingen van 2 cos*(2x) + sin(2x) = 1 in [0, 2x].

¢ Bereken algebraisch de oplossingen van cos(3nt) =-sin(;7z) in [0, 10].

 Herleid tot de vorm sin(ax) of cos(ax).
a sin(%x) cos(l%x) + cos(%x) sin(lé—x)
b sin(3x)sin(5x) + cos(3x) cos(5x)
¢ 2sin(3x)cos(3x)
d 2cos?(5x)— 1

- Bereken exact de oplossingen.
a sin(x +37) = 2sin(2x) cos(2x)
b sin’(2x) + 3 = cos(4x)

| Herleid de formule y = sin*(2x) + 2 cos?(2x) + 3 cos(4x) tot de vorm
v=a+ bcos(cx).

12.2 Goniometrische formules bij symmetrie en primitiveren
| a Bewijs dat de grafiek van de functie f(x) = sin(2x) + cos(x)
symmetrisch is in het punt ( 1%1:, 0).
b Bewijs dat de grafieck van de functie f(x) = 2 sin’(x) cos(x)
symmetrisch is in de lijn x = .

~ Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek van de functie
f(x) =2sin(x) met domein [0, ] en de x-as.
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als ¥ wentelt
om de x-as.

. Gegeven is de functic f(x) = 1 — 2 cos*(x) — cos(x) met domein [0, x].
Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel 7 dat wordt ingesloten
door de grafiek van f'en de x-as.
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12.3 Eenparige cirkelbewegingen en harmonische trillingen

| Vande punten 4 en B zijn de bewegingsvergelijkingen

{xA(t) =2cos(37) {xB(t) =3 cos(2f)

v,(0)=2sin(ke) " Lyp(0) =3sin(20)

met ¢ de tijd in seconden en 0 < <4m.

a Geef de maximale en de minimale afstand tussen 4 en B. Voor welke
waarden van 7 worden deze afstanden bereikt?

Voor de afstand tussen 4 en B geldt 4B = \/ 13 — 12 cos(151).
b Bewijs dit.

¢ Bereken exact voor welke ¢ de afstand tussen 4 en B gelijk is aan /7.

| Het punt P voert een harmonische trilling uit met amplitude 5 dm en

frequentie 4 hertz. Op ¢ = 0 wordt de evenwichtsstand stijgend
gepasseerd.

a Stel de formule op die deze trilling beschrijft in de vorm u = bsin(ct).

b Hoeveel km legt het punt P af in ¢én uur?

12.4 Bewegingsvergelijkingen met goniometrische formules

'] De baan van een punt P is gegeven door

xp(f) = sin(37) P )
{.Vp(f) = cos(2t — 1) met0 <7< 15m.

De baan snijdt de lijn y =-3./3 in de punten 4 en B en
heeft de keerpunten C en D. Zie figuur 12.44.

a Bereken exact de lengte van lijnstuk 4B. 0

b Bereken de codrdinaten van de keerpunten van de
baan. A

¢ Bercken in graden de hoek ¢ waaronder de baan
zichzelf op de y-as snijdt.

d Bereken exact de baansnelheid in het snijpunt met de
negatieve y-as.

Het lijnstuk OP is de zijde van cen vierkant OPOR zoals

in de figuur hicrnaast.

e Stel de bewegingsvergelijkingen op van Q en bereken
exact voor welke ¢ de baan van Q de positieve x-as

figuur 12.44

snijdt. o)

figuur 12.45
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Primitieven berekenen met de substitutiemethode en met partieel integreren.
Wat cyclometrische functies zijn.

Hoe je met behulp van breuksplitsen primitieven kunt berekenen.

Hoe je de opperviakte berekent van een vlakdeel dat wordt ingesloten door
een parameterkromme.
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Beginopdracht De glaskunstenaar

Bij glasblazen worden glazen voorwerpen
gemaakt door lucht te blazen in
roodgloeiend vloeibaar gemaakt glas. Het
is een moeilijke techniek waarvoor je veel
geduld en aanleg moet hebben. Je hebt er
ook een speciale opleiding voor nodig.

Er zijn kunstenaars die prachtige
voorwerpen maken met behulp van
glasblazen.

De bekendste hedendaagse glaskunstenaar
is Dale Chihuly (http://www.chihuly.com).
Chihuly heeft een voorliefde voor vormen uit

de natuur en plaatst zijn kunstwerken vaak in een
natuurlijke omgeving.

Bekend zijn ook zijn manden waarvoor hij inspiratie
opdeed bij de indianen.

We bekijken in deze opdracht zo’n mand van glas. 1%
Het vooraanzicht van dit kunstwerk is een kromme die
kan worden beschreven met de formules x(f) = 2 sin(mz)
en v, (1) =prf metxenyindm, p>0en —% <t< g Het
vooraanzicht is symmetrisch in de y-as. In de figuur
hiernaast zie je het vooraanzicht voor p = 4. Het
vlakdeel dat ingesloten wordt door de kromme en de
lijn die door de bovenkanten gaat noemen we V.
Het is mogelijk x uit te drukken in y. Voor p = 4 krijg je voor het
deel van de kromme dat rechts van de y-as zit x =2 sin(% TL'\/;?).
Voor p =4 is de oppervlakte van ¥ bij benadering gelijk aan 9,0 dm?.
» Bereken deze oppervlakte in dm? waarbij je afrondt op twee
decimalen.

Voor p =4 is de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als /" om de y-as
wentelt bij benadering gelijk aan 23,9 dm’.
« Bereken deze inhoud in dm® waarbij je afrondt op twee decimalen.

De kunstenaar wil p zodanig kiezen dat de inhoud 50 dm’ is.
» Laat met berekeningen zien dat p dan tussen 8 en 9 moet liggen en
geef de waarde van p in één decimaal.
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s Afgeleiden en
pnmltleven

Theorie A Regels voor het differentiéren

f(x)=ax" geeft f(x)=a - nx""!
Jx)=c - glx) geeft f(x)=c - g'(x)
JFxi=* geeli '(x)—~¢F

fx)=g" geeft f(x) =g" - In(g)

f(x)=In(x) geeft f(x) = %

1) =*10g(x) geelt /) = 1,

f(x) = sin(x) geeft f(x) = cos(x)
f(x) = cos(x) geeft f(x) =-sin(x)

f(x) = tan(x) geeft f(x) = 00312 o en f(x) = 1 + tan*(x)
s(x) =/f(x) + g(x) geett s(x) =f"(x) + g'(x) (somregel)
v(x) =f(x) — g(x) geeft vI(x) =1 (x) — g'(x) (verschilregel)

p) =/ (x) - glx) geeft p’(x) =f(x) - gx) +f(x) - g'x)  (productregel)

1(x) . n(x) « f'(x) —1(x) - n'(x)

q(x)= @ geeft g'(x) = @) (quotiéntregel)
Jx) = u(v(x)) geeft f(x) = u'(v(x)) * vI(x) (kettingregel)
Differenticer.

a f(x)=6x+1 d flx)=2%""1

b f(x)= t e f(x)=sin(x*—x)

2x— 1
¢ f(x)=1In(+2x)

=

Bereken de afgeleide.

a f(x)= e sin(2x) d fix)= 2"; 1
In(x)

b f00)= 5 e f(x)=2xtan(x)

¢ f()=Ln(x) t i 2

© Noordhoff Uitgevers by

f(x) = tan(4x — 1)

Jx)= et T
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Theorie B Regels voor het primitiveren

fx)=ax"geeft F(x)=a - T lx”“ Femetar-1
= ool Blg) = e"+c
f(x) = g* geeft F(x) = @+c

fx)= )17 geeft F(x) = In|x| + ¢
f(x) =In(x) geeft F(x) = xln(x) XTe
ftx) = #log(x) geeft I(x) = 1 (g)

f(x) = sin(x) geeft F(x) =-cos(x) + ¢
f(x) = cos(x) geeft F(x) =sin(x) + ¢

——(xln(xI=x)+e

De primitieven van f(ax + b) zijn éF(ax +b)+ec.

Primitiveer.

a f(x)=x?+sin(x)

12
d f(x)= m( \/;)

O e— e /(¥)=6" log(3v)
c fix)=4-3" f f(x)—w
| Primitiveer, .
siles] __xrl
y gt e
o e f)=()

¢ f(x)=4sin(mx)

Bereken exact.
I

a |sin(2x)dx

S

]
=

6 4

b -

—_——
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f f(x)=4In(x—1)

c jEAIOIn(Q/J;)dx

e
4

d jéesx—3dx
0
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(.12 De substitutiemethode

Gegeven is de functie f(x) = sin(x? + x).
O@3% aq Toon aan dat f/(x) = (2x + 1) cos(x2 + x).
b Licht toe dat G(x) = sin(x*> + x) + 3 een primitieve is van
g(x) = (2x + 1)cos(x* +x).

Theorie A Primitiveren en de kettingregel

De afgeleide van de functie f(x) = (x* + x)° bereken je

met de kettingregel.

Je krijgt 1(x) = 5(x* + x)*(2x + 1).

Om de kettingregel te kunnen gebruiken bij het
primitiveren van g(x) = 5(x* + x)*2x + 1) gaan we
omgekeerd te werk en noteren dit als volgt.

j 5(x2 + x)*(2x + 1) dx = j 502 + x)*d(x2 +x) = js(v(x))4dv(x)

=)’ +ec=(x*+x) +c
In dit hoofdstuk gebruiken we u in plaats van v(x).
De notatie wordt dan
jS(x2 +x)%(2x + 1)dx = jS(x2 +x)Pd(2 +x) = j5u4du

=w+c=0%+x) +ec.

)= (2 +x) = ()’

met v(x) =x2 +x.

d(x* + x) o o ' —
Omdat ~ T 2x + 1 is in de herleiding gebruikt dat /'(x) wordt ook
dfix
(2x + 1) dx gelijk is aan d(x? + x). genoteerd als {]i ).
o e | o 4/
In de berekening hierboven is het integraalteken zonder )= & dus
grenzen gebruikt, Zo’n integraal heet een onbepaalde ; _
integraal. Slde =) ().

Een integraal met grenzen heet een bepaalde integraal.

De functie g is geprimitiveerd met de substitutiemethode.
‘Substitueren’ betekent zoals je weet ‘vervangen door’.

Bij de functie g is x? + x vervangen door u en daarmee lukte
het primitiveren.

Is u een functie van x dan geldt

J.f(u) uw'dx= J.f(u)du = F(u) + c.
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Voorbeeld

a Primitiveer f(x) = 6x(x* + 1)°.
10x3

JA+T

b Primitiveer g(x) =

Aanpak
d(x*+1) . _

a Merk op dat T 2x. Schrijf daarom 6x als 3 - 2x.
d(x*+7) 3 |

b Merk op dat —5—= 4x3. Schrijf daarom 10x* als 25 - 4x°.

Uitwerking
a F() = [6x(e+ 1) de= 3 (2 + 1) 2vde = [362+ 1P d(2 + 1)
= 3u5du=%u6+c=;—(x2+l)6+c

0z dx=jzl; ST A = IQ%(}C“ + 7y d(x* +7)

b G(x)=J\/x4T7
[0t du=5u+c=5Ju+c=5F+T+c

Zie het voorbeeld.
a Waarom lukt het primitiveren van f(x) = 6x(x> + 1)° wel op deze

manier en het primitiveren van A(x) = 6x(x® + 1)° niet?
3

10x
Jxt+7

niet?

b Waarom lukt het primitiveren van g(x) = wel op deze manier

1023
Jxt+x

¢ Voor welke waarde van a lukt het primitiveren van /(x) =

en het primitiveren van k(x) =

103 ta,

Ut +x

In de uvitwerking van voorbeeld b staat 4x° dx = d(x* + 7). En zo is
bijvoorbeeld sin(x) dx = d(-cos(x) + 2).

Vul in.

a 3x?dx=d(... +5)

b ..dr=d(x’-3)

c cos(2x)dx=d(... +m)

=%

..dx=dlIn(x)
(5-2x)dx=d(... +5)
..dx = d3 sin(4x)

= ™

Primitiveer.
a f(x)=2x(>+4)

b g(x)=6xyx’+1

h(x) = 6x7(x* — 1)
J(x)=3x?sin(x*— 1)

a M

Hoofdstuk K Voortgezette integraalrekening
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Primitiveer.
a f(x)=x(3x*—4) c flx )—3x 7
b f(x)=2xx*—3 d f(x)=xIn(x*+1)

Primitiveer.

a f(x)—ln(x) ¢ h(x)=x5—%
b g()=xe™ d j(x)= \/#

Het vldkdeel V, wordt ingesloten door de grafiek van de functie

B f(x)=153x" o , de x-as en de lijn x = p.

Ok 3

Het hchddm L, ontstaat als ¥, wentelt om de x-as.
Bereken exdct voor welke p de inhoud van L, gelijk is aan 3 2.
Schrijf het antwoord in de vorm p = \/In(a).

Gegeven is de functie f(x) = tan(x).
Om de functie f'te primitiveren, noteren we deze als

: 1 ;
x) = + sin(x).
Jx) — (x)
a Licht toe dat deze notatie juist is.

b Licht toe dat jtaﬂ(x) dv = j co_ql(x)

dcos(x).

Theorie B Toepassingen van de substitutiemethode

sin(x
Om de functie f(x) = tan(x) te primitiveren, gebruik je tan(x) = ()

cos(x)

en de substitutiemethode.

F(x) = [tan(v)dx = | s = [—

co q(x) cos(x)

* =sin(x) dx

dcos(x) = J. idu=—ln‘u‘ +c=—ln‘cos(x)‘ +ie

:I cos()

I f(x) = tan(x) geeft F(x) = —ln‘cos(.\‘)‘ +e

Ook de functie g(x) = sin’(x) is te primitiveren met de substitutiemethode.

Hiertoe herleid je sin’(x) tot (cos*(x) — 1) * -sin(x).
G(x) = j sin®(x) dx = j sin?(x) * sin(x)dx = j ~(1 = cos(x)) * ~sin(x)dx

j(cos2(x) — 1)dcos(x) = j(uz ~Ddu=twd—u+c

= 1cos?(x) — cos(x) + ¢

© Noordhoff Uitgevers bv
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in
In het voorbeeld hieronder wordt Icos3(x)dx met de substitutiemethode
tn
berekend. De grenzen ¢ 7 en ;7 horen bij de variabele x.
Nadat is overgestapt op de variabele u = sin(x) moeten de grenzen van u
bij de integraal worden genoteerd.
Omdat sin(é ni= % en sin(};at) = % 2 horen bij u de grenzen % en %\/E

In de tussenstap met j(l — sin?(x))d sin(x) schrijven we bij de integraal

de grenzen x =7 en x = ;. Dat is korter dan bij de grenzen te noteren
sin(x) =3 en sin(x) =5+/2.

Voorbeeld
Bereken exact.

o=

a |tan(3x)dx

q q
0 j f(ax+b)dx={lF(ax+b)] ]
1 & P
Im P
b j cos’(x) dx
Uitwerking

tan(3x) dx = [~ In|cos(3x) ]0 =-1n|cos(3m)| + $1n|cos(0)|

= -3ln() + 3in(1) =-3In(2"") + 0 =In(2)

=]
S

b [cos’(x)dr= [cos(x) - cos(r)dv="[ (1 = sin’(x))dsin(x)
No

- [ A= du=[u= ] " =1L 27 - d -t )

=L L 1, _Lalyloa B 1
_2\5 378 2V27 21373 12\5 24

Bereken exact.

4 T sin(x)
’ S —
a i tan(2x) dx b lsm (x)dx c ! Py
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Primitiveer.

a f(x)=cos(x)—
b g(x) =sin’(x)

cos(x)
sin?(x)

Bereken exact.

2 In?(x)

o

—

£
b -el.xln(x) g
L 2
>dx
£ lel\f

5

Om jx\ [x + 4 dx te berekenen met de substitutiemethode stel je \x +4=u.
0

a Licht toe dat bij x = 0 hoort u =2 en bereken de waarde van u die bij

x =35 hoort.
b Licht toe dat uit \Jx +4 =u volgt x = 4> — 4 en dat J‘.x\/x +4dx

hiermee te schrijven is als j 2 —4) - ud(w? - 4).

¢ Toon aan dat [(u* —4) - ud(® —4) = [(2u* ~ 8u*) du.

h

d Bereken exact |x\x +4dx.

=]

L

a Bereken exact |x\/x + 1 dx met behulp van de substitutie \/x + 1 = u.

5%
X

b Bercken exact dx met behulp van de substitutie \x +9 =u,

i e N =]

Rl=]

_ _ 2 + In(x)

Gegeven is de functie f(x) = ——.

a Bereken exact de oppervlakte van het
vlakdeel V' dat ingesloten wordt door de
grafiek van f; de x-as en de lijn x = e.

b De oppervlakte van het vlakdeel dat

ingesloten wordt door de grafiek van f 5 x
de x-as en de lijnen x =1 en x = p met
p>1is gelijk aan 6. figuur K.1

Bereken exact de waarde van p.
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arn i ) 41n?(x)

- .1 Gegeven zijn de functies f(x) =

[ufoR 3 | X
gx)= e

en Y

a Los exact op f{x) < g(x). {
b Bercken exact de oppervlakte van het
vlakdeel V' dat wordt ingesloten door de
graficken van fen g. g
0

figuur K.2

2
© 1 Gegeven is de functie f(x) = 33 L2y
ne* i
- a Bereken exact voor welke p de
vergelijking f(x) = p precies drie
oplossingen heeft. f
b Dec oppervlakte van het vlakdeel dat X
wordt ingesloten door de grafick van f;
de x-asende lijn x=p met p > 0 is
gelijk aan 2.
Bereken exact de waarde van p.

figuur K.3
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Is u een functie van x dan geldt If(u) “u'dx= jf(u)du = F(u) + c.

De integraal zonder grenzen die hierin is gebruikt heet een onbepaalde
integraal.

Met de substitutiemethode (de omgekeerde kettingregel) kun je
primitieven vinden van de functie f(x) = 4x/x* + | omdat

[axde=[2d(3+ 1),

Het primitiveren gaat als volgt.

F(x)='[4x\/x2+ 1dx=j2\/.x2+ 1d(2+ 1)=[2\/ﬁdu= jzu%du
=2 §u1%+c=;—1u u+c=;-1(x2+ I+l +e

Met de substitutiemethode is bewezen dat
f(x) = tan(x) geeft F(x) =-In|cos(x)| + c.

Bij het primitiveren van de functie f(x) = tan(%x) gebruik je bovendien
de regel f(ax + b) geeft éF(ax B
Dus f(x) = tan(}x) geeft F(x) =-21n|cos(3x)| = c.

in 1
De integralen | sin*(x) - cos(x)dx en I.xz In(x* + 1) dx bereken je exact met
0 0
de substitutiemethode.
i

Bij I sin?(x) * cos(x)dx krijg je e G R

geeftu=0

i ' 1 :
 sin? i = ol [l Ly Lyt X =3men u = sin(x)

0

x=0

1
Bij sz In(x* + 1)dx krijg je

0
1 x=1
j;—»ln(x3+1)-3x2¢r: Hln(x3+1)d(x3+1): x=0enu=x3+1
0 x=0 geeftu=1
2
[ $In(u) du = [ (uln(u) - w)]; = x=lenu=x+1
1 geeftu=2

3(21n(2) -2) - 3(1 - In(1) - 1) = 3In(2) - 5.
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.2 Partieel integreren

In deze opgave ontdek je wat een primitieve is van de functie
B@3% /(x)=(2x+ 3)cos(x).
Bekijk daartoe de functie &(x) = (2x + 3)sin(x).
Er geldt £/(x) = 2 sin(x) + (2x + 3) cos(x).
a Toon dit aan en licht toe dat hieruit volgt dat de functie & geen
primitieve is van de functie 4.

Uit &/(x) = 2sin(x) + (2x + 3) cos(x) volgt (2x + 3) cos(x) = k(x) — 2 sin(x)
en dit geeft j(zx +3)cos(x) dx = (2x + 3)sin(x) - jz sin(x) dx.

b Licht dit toe.
¢ Primitiveer A(x) = (2x + 3) cos(x).

Theorie A Primitiveren en de productregel

Uit de productregel voor het differenti€éren

/() * g))’ =/') - g) +/(x) - gx) volgt
[/ - @) dx= [ 1) - gy de + [ /() - gl(x)dx
f@) - g()=[/1x) - gy de+ [ f(x) - )
[700) - @) dx =100 - g) = [ /100 - glo)dx

[ 760 dg() =1(x) - () — [gx)d/ )

f[f (x) - g0)] dx =f(x) - gx)

| [7@de =1 - g0~ [srd s

De regel hierboven pas je toe bij integralen van de vorm
[700) - g,

Je krijgt [/ g'dv=[fdg=f" g~ [gdf=f g~ [g - fdx.
Je ziet dat eerst een van de factoren wordt geprimitiveerd.
Hierboven is dat gedaan door g’dx te vervangen door dg.

Daarom heet deze methode partieel primitiveren of
partieel integreren,
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Gebruik je de regel van de vorige bladzijde voor het partieel integreren
bij de functie i(x) = (2x + 3)cos(x) dan krijg je

H(x) = j (2x + 3) cos(x) dx = j (2x + 3)dsin(x)
Y S LS NS

f gldx i dg
= (2x + 3) sin(x) — j sin(x) d(2x + 3)
N, N e D s —
f g g df
= (2x + 3) sin(x) — j sin(x) - 2dx = (2x + 3)sin(x) + 2 cos(x) + c.
S, N e e
f g g Sfrdx

Het primitiveren van /4(x) = (2x + 3)cos(x) lukt met partieel integreren
omdat de primitieve van v = cos(x) niet moeilijker is dan y = cos(x) zelf,
terwijl de afgeleide van y = 2x + 3 simpeler is dan y = 2x + 3,

Bij het partieel integreren krijg je te maken met het product van de
primitieve van y = cos(x) en de afgeleide van y = 2x + 3, dus met

v =2sin(x) en deze functie is eenvoudig te primitiveren.

Werkschema: partieel integreren
1 Noem de functie om eerst te primitiveren g’ en de andere functie f.

2 Herleid j /- g’dx tot j fdg.
3 Gebruik j fdg=fa— jgdf= fe— j g fdx.
4 Bereken fg—jg * fdx

Partieel primitiveren lukt niet altijd.
Tijdens het primitiveren kun je het vermoeden krijgen dat je de verkeerde
functie g’ hebt genoemd. Begin dan opnieuw met de andere functie.

Voorbeeld
In( x)
Bereken j

N
Uitwerking

In)
4

jln(x) xh dx j In(x) - d-2x3

f g’dr # dg
I 1 2In(x ,
=In(x) - 20— J—Zx‘fd In(x) =- 2 + JZx L g
—— N e N e X X
4 £ g af
2 In(x ; 2 In(x 1
=- ()+_[2x“3dx=— & driee
Vx Vx
_2In(x)—-4

TG

&
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In het voorbeeld hieronder zie je hoe je een bepaalde integraal noteert die
met partieel integreren wordt berekend. Je ziet dat eerst de onbepaalde
integraal wordt berekend en dat daarna de grenzen worden ingevuld.

Voorbeeld

s
Bereken exact | xsin(x)dx.

L
5T

Uitwerking
jx sin(x)dx = Ix d(-cos(x)) =-xcos(x) — j—cos(x)dx =-xcos(x) + sin(x) + ¢

T

Dus [xsin(x)dx = [-xcos(x) + sin(x)]f: =m0+ 1—(¢n 353 +3) =3+7357m/3.
a Zic het cerste voorbeeld.
1 JOR S . L In(x)
Bewis met partieel integreren dat IT dx = 2\/; (In(x)—2)+e.
X
b Zic het tweede voorbeeld.
Onderzoek of het primitiveren van 4(x) = x sin(x) ook lukt als je eerst
de factor x primitiveert,
¢ Bereken met behulp van partieel integreren de primitieven van
Jx) = In(x).
Primitiveer,
OO% q f(x)=xe> ¢ f(x)=xIn(x)
b f(x)=2xcos(x) d f(x)=xIn(x)+3
Bereken exact.
M IOR S | .
a [2verridy b | (3x+1)sin(x)dx
0 0
In figuur K .4 is de grafiek van de functie y

BO* /(x)=x2In(x) getekend.

a Bercken exact de codrdinaten van de top 4.

b Bereken exact de oppervlakte van het
vlakdeel V" dat wordt ingesloten door de
grafiek van f; de x-as en de lijn x = e.

fignur K.4
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M JOR S

Ok

In(x)
g
a Bercken exact het bereik van f.
b Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel V' dat wordt
ingesloten door de grafick van £, de x-as en de lijn x =e.

Gegeven is de functie f(x) =

: s e daey
QEgEVenISUE RIS /) == F, Merk op dat de constante ¢ in
a Toon aan dat Ixz e dr=x%e¢"— jzx ¢* dx. opgave 23b cen andere is dan de

. . . constante ¢ in opgave 23c.
= —2e'+
& Jenldatdal J ARl = dmE We gebruiken gemakshalve de
¢ Licht toe dat uit a en b volgt dat de primitieven | letter ¢ voor elke constante.
van f zijn F(x)=(x?—2x+2)e* +c.

Theorie B Herhaald partieel integreren

In opgave 23 heb je gezien dat je een primitieve van de functie
f(x) =x?¢" kunt vinden door twee keer partieel te integreren. Na één

keer particel integreren kreeg je _[xz e'dx =x%e" — JZx e*dx en het
berekenen van ij e“dx leverde jzx ode=xg* -2 e
Dus Ixz e*dx =x%e" — 2xe* + 2¢* + ¢ en dit geeft de primitieven
Flx)=(x*—2x+2}+e,
Om de functie g(x) = e"sin(x) te primitiveren pas je ook twee keer
partieel integreren toe.
[ersinG) dv = [e* d(-cos(x))

= -e*cos(x) — J‘*cos(x) de*

=-¢*cos(x) + je"“cos(x)dx

=-e“cos(x) + je‘d sin(x)

= -¢“cos(x) + e¥sin(x) — jsin(x) de*

= —¢"cos(x) + e*sin(x) — je*sin(x)dx

= e'sin(x) — e*cos(x) — je-‘ sin(x) dx
Dus Je"sin(x) dx = e"sin(x) — e*cos(x) — Je" sin(x) dx.
Hieruit volgt 2!6'( sin(x) dx = e*sin(x) — e* cos(x) oftewel

j ¢*sin(x) dx = Se*sin(x) — S ¢* cos(x).

Dus de primitieven van g(x) = ¢*sin(x) zijn

G(x) =5 e*(sin(x) — cos(x)) + c.

Je ziet dat twee keer partieel integreren niet direct een primitieve
oplevert, maar wel een vorm waaruit een primitieve is af te leiden.
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Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x) = xsin(x) met D= [0, x].
Zie figuur K.5.

Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel V7 dat
wordt ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.

Uitwerking
sz sin(x)dx = Ixz d(-cos(x)) = x* + ~cos(x) + Jcos(x) dx?

= —x2 cos(x) + jzx cos(x) dx Grovrrneraninianan,

= -x?cos(x) + IZx dsin(x)
= -x? cos(x) + 2xsin(x) — j sin(x)d 2x
= -x2 cos(x) + 2xsin(x) — j 2 sin(x)dx

= —x2¢cos(x) + 2xsin(x) + 2 cos(x) + ¢
o) = szsin(x) dr = [-x2cos(x) + 2xsin(x) + 2 cos(x) [}
0
=2 -1+27-0+2--1-(0+0+2)=n>—4

............. j 2 sin(x) dx, dus

@] T

figuur K.5

IZx cos(x)dx is
eenvoudiger dan

doorgaan met
partieel integreren.

In de theorie is berekend dat F(x) = (x*> — 2x + 2)e* een primitieve is van

f(x) =x?¢". Dit is een voorbeeld van de algemene regel

F(x) = (ax*+ bx + ¢)e* is een primitieve van f(x) = (ax> + px + g) e".
a Bewijs deze regel door de afgeleide te nemen van F en druk p en g uit

ina,benc.

b Bereken met deze regel de primitieven van f(x) = (4x> — 5x + 6) e,

a Zie de theorie met jexsin(x) dx.

Primitiveer g(x) = e“sin(x) door eerst e* te primitiveren.

b Zie het voorbeeld.

Controleer de primitieve van f met behulp van differentiéren.

Primitiveer.

a f(x)=1x?cos(x)
b g(x)=e"cos(x)
¢ h(x)=e*sin(x)
d k(x)=In’(x)

Hoofdstuk K Voortgezette integraalrekening
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| Bereken exact.

a J.(x;1 —x)eFdx
1
b Jxlnz(x)dx
1
0V Gegeven is de functie f(x) = (2x* +x — 1)¢”. y
©* Zie figuur K.6.
a Bereken exact de extreme waarden van f. f

b Bereken exact de oppervlakte van het
vlakdeel ¥ dat wordt ingesloten door de

grafick van fen de x-as. /\
X
\J

figuur K.6

p— ; ; In?(x)
.~ .20 Gegeven is de functie f{x) = . y

Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de
grafick van f, de x-as en de lijn x =e.
Bereken exact f
a de oppervlakte van V' =~

b de inhoud van het lichaam L dat ontstaat /

als V" om de x-as wentelt. 0
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Partieel integreren (de omgekeerde productregel) kun je gebruiken
om een primitieve te zoeken van de functie f(x) * g'(x). Je herleidt

j f(x) - g'(x)dx tot I f(x)dg(x) en gebruikt de productregel in de vorm
[fdg=re— [gdr.

Daarna herleid je fg — jgd /" tot de vorm fg — jg > P,

Bij het primitiveren van A(x) = 4x ¢ krijg je

H(x)= I4x e*dx = ﬁxdel" = ‘;-x - e — Iehd%x = glx e — I%e“dx

—d . &R — .3 -
= wp st a = oM 1  Fe

Om de oppervlakte van het vlakdeel V in de figuur y
hiernaast exact te berekenen, pas je twee keer partieel
integreren toe. v

[(l~2Fyerde= @~ 2der=(1 e~ [l — b= = D
(1 —xz)e*+J2xexdx:(l —xz)e“erxdex:

(1-x)e +2xe — [e¥d2e= (1 - % + 2x)e* — [2e*dr =
(1 =+ 2 —2e"+e=x"+2x— e+
1
o) = j(l —x%)etdx= [(—x2 P l)e“]_ll =0—-4e’ —%
-1
Ook de primitieven van f(x) = e*cos(2x) bereken je met herhaald partieel
integreren.

je’f cos(2x)ydx = jcos(Zx) de¥=cos(2x) * e*— je-*d cos(2x)
= ecos(2x) — [e* * ~2sin(2x) dx = e*cos(2x) + [2e*sin(2x) d
= e"cos(2x) + j 2sin(2x)de*
= ¢"cos(2x) + 2sin(2x) - ¢ — [e*d2sin(2x)
= e¥cos(2x) + 2 e*sin(2x) — je" + 4cos(2x) dx
= ¢*cos(2x) + 2 e sin(2x) — 4Ie“cos(2r)dx
Uit Je-‘cos(Zx) dx = e*cos(2x) + 2 e¥sin(2x) — 4 j e* cos(2x) dx volgt
SIexcos(Zx) dx = e*cos(2x) + 2 ¢*sin(2x).
Dus F(x) = Le*cos(2x) + 2e*sin(2x) + ¢ = e¥(cos(2x) + 2 sin(2x)) + c.
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3 Cyclometrische functies

1
In deze opgave ga je !xz 1
Stel x = tan(7) met -3 < t < 3.
Vul in.

dx exact berekenen.

N S
n*(f) + 1

J _Jtdnz()+1

0

dtan(f) = j (tan(¢) + 1) dr

Theorie A De functie f(x) = arctan(x)

In figuur K.8 is de grafick van de functie g(x) = tan(x)
met D, = (—%rt, ;—x) getckend.

Omdat op het interval (- i, %Tr) clke functiewaarde

maar één keer voorkomt, heeft de functie g(x) = tan(x)
met D, = (-im, 1) een inverse functie gn".

Deze inverse tfunctie noteren we als

f(x) = g"™(x) = arctan(x). Spreek uit arctangens x.

De functie f{x) = arctan(x) is een cyclometrische functie.
De grafiek van fis in figuur K.9 getekend.

Je hebt met een functie
te maken als bij elke x
uit het domein van de
functie precies één
functiewaarde hootrt.

Y Y
0 7T ]
I |
| |
I |
| |
| | L U | N S ] e
| | [ Ye=i5dl
Il 1 Il 1 /T/
| | |
t t X X
I : 2 - T B
[ [ e e EE T EEET R PR
| |
| |
| |
| |
I |
X= “;'?I Xx= %ﬂ:
figuur K.8 De functie g(x) = tan(x) met figuur K.9 De functie f(x) = arctan(x) heeft
D, = (-5, 5m) heeft cen inverse. D,=RenB,={-3m, 5m).
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Je kunt de grafiek van f(x) = arctan(x) plotten door NORH ORIJF AUTO REEEL RAD WN n
in te voeren y, = tan!(x). In figuur K.10 is x tussen Vistanich
-5 en 5 en y tussen -2 en 2 gekozen.

X=0 Y=o
figuur K.10
De functie f(x) = arctan(x) is de inverse functie van de
functie g(x) = tan(x) met D, = <—%n, %n)
Er geldt D,=R en B,= (-}, ;7).
De arctangensfunctie gebruiken we om de functie f(x) = 21
te primitiveren.
- _ . 1 1
Substitutie van x = tan(f) in Ixz = dx geeft I—tanz 01 dtan(?).
dtan(r) ) 5
Omdat a tan=(¢) + 1 vervangen we dtan(¢) door (tan=(¢) + 1)dz.
. 1 tan(f) + 1
krijgt | ————dtan(t)= | ———dr=[1dt=¢+c.
Je krijg j-tanz(t)ﬁ-ldan() Itanz(t)+ld I d 2
Uit x = tan(7) volgt ¢ = arctan(x) en dus Ixz o dx = arctan(x) + c.
fx)= .,i_ 1 geeft F(x) = arctan(x) + ¢
X~

2(x) = arctan(x) geeft g'(x) = T

Arcus en cyclometrisch

Arc in de cyclometrische functie arctangens komt van het y
Latijnse woord arcus, dat boog betekent. 1
Het gebruik van het begrip boog is als volgt te verklaren.

Op de eenheidscirkel hoort bij een hoek van ¢ radialen een t
boog met lengte 7. f

Is -17 < t <17 en stel je tan(f) = @, dan is ¢ de boog (arcus) 0 1
waarvan de tangens « is, dus ¢ = arctan(a).

Het woord cyclometrisch komt van het Grickse woord
kuklos, dat cirkel betekent, en metrein, dat meten betekent.
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0@k

Voorbeeld

a Bereken exact arctan(s /3).

b Los algebraisch op arctan(x) = _lj 3. Rond af op dric decimalen,
¢ Differenticer f(x) = arctan(x? + 1),

13
1

d Bereken exactd'. @2+ 1 dx.
Uitwerking
a arctan(3/3) = = tan(zw) =53 en-su<in<im
b arctan(x) = % 3

x= tan(%\/g) Gorrenrriri s = arctan(x) dus x= tan(f)

x=0,651
¢ f(x)=arctan(x*>+ 1) geeft

o 1 R S

T = @r el T @Rl a2

L3

2 1 1 W3 _ 1 1 11 1
d J @rrl di= [garctan(4x)]0‘ = Jarctan(/3) — jarctan(0) =z - 3t — 0 =57

a Waarom is arctan(3+/3) niet gelijk aan 137, terwijl tan(1¢m) =3/3?
b Waarom is x = tan(+/3) geen oplossing van de vergelijking
arctan(x) = \B ?
¢ Zie de uitwerking van voorbeeld d.
Licht de factor 7 in de primitieve toe.

Vul de tabel in en leer hem uit het hoofd.
 |E| ] o 1|1 |

arctan(x)l | | ‘ ‘ é‘TC ’ |

Los algebraisch op. Rond zo nodig af op drie decimalen.
a arctan(x) = %ﬂ

b arctan(x —2)= —};n
arctan(x> — 1) = 3=
arctan(x) = %n

arctan(x) = /2

arctan(x> — 1) =1

= Mo A M
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Differentieer.

a f(x)=2 arctan(%x)
b g(x)=arctan(x —2)
¢ h(x)=arctan(x?)

Bereken exact.
3
A |

A2+ 1
“3V3

dx

-1

1

b ! (141 g

% \f§ 3

¢ 6[ 9x2+1dx

a Los de vergelijking arctan(2x — 1) = £ 1 exact op.

b Los de vergelijking arctan(137 + /x) = \/2 algebraisch op. Rond af op
twee decimalen.

¢ Differentieer /(x) = arctan(2x* + 1),

4R g
d Bereken exact J 25)(2—+1
Gegeven is de functie f(x) = 10
geven 1 7

Om de primitieven van f te berekenen, schrijf je fin de vorm f(x) = (bx)++l'

a Berckenaenb.
b Primitiveer f.

Theorie B De arctangensfunctie en primitiveren

Om de functie f(x) = 951 1

te primitiveren, gebruik je

J 2 L du = arctan(u) + ¢ en een primitieve van f(ax + b) is éF (ax + b).

_.[9 26 dx=J6- 3 —dx=6-
2 | ExP—+1

[SITS]

Hlx)— I SR 4 : arctan(%x) e

=4 a:rctan(lgx) +e
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Voorbeeld
2

Bereken exact I#M dx.

0

Aanpak
Gebruik kwadraatafsplitsen om x* — 4x + § te schrijven als (x —2)* + 4.

Uitwerking
2 2 2 2 i
6 _ 6 I A Y .
J-x2~—4x+8dx J(xu2)2H4+8dx_I(x“2)2+4dx J'()C“—z)z O
0 0 0 0 4 +1
% 1% . l% 1 1 2
= dy=|——"———dx=|15"2 - arctan(zx — 1
!(x_zy-u oj(%ﬂc“l)z**~1 = el
2
=[Barctan(%x—1)]3=3arctan(0)*3arctan(—1)=3 -0*3-—3-1x=f’-11r
-\ Primitiveer.
: _ 5
b g(x)=x2+4
c h(x)=;
x2+6x+10
STV - S
d j(x)_-x2+4x+5

" Bereken exact.

A
x2+3

dx

o
— Ot O
%
+|R®
&

m
W

x2—6x+18

arctan(x)

=1
ot-_-,ﬁl L

(3]
_F_

X
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Oe*

LO*

ok 3

Bereken exact.
11

1
2 |
B ey B ety
o o sin(x)
® ! e a Jcosz(x)+l
Gegeven is de functie f(x) = . y
g ) ¥ - 17

a Bereken exact het maximum van f.

b Bereken exact de oppervlakte van het vliakdeel V'
dat ingesloten wordt door de grafiek van f, de x-as
en de lijnen x=4 enx =5.

¢ Het vlakdeel /7, wordt ingesloten door de grafiek
van f, de x-as en de lijnen x =4 en x =p met p > 4.
Bereken exact de waarde van p in het geval dat
ow,) = 10.

figuur K.11

Het vlakdeel V, wordt ingesloten door de grafiek ¥
’ 4 "
van de functie f(x) = W’ de x-as en de lijnen F
x=lenx=pmetp>1. ‘
Bereken exact voor welke p de oppervlakte van V,
gelijk is aan . v
fe] P—
X
[6)
x=1 X=p
figuur K.12

7 1
f L =22

Stel x = sin(f) met -7 < £ < 1m en vul in,

In deze opgave ga je dx exact berckenen.

O ey

5

Il

|
dx
—2

\/1— d sin(z)

D C—,

e 1
i V1 = sin?(¢)

- cos(r)dr

1
j Jeos¥(t)

- j"CO; " costidi = [1dr=T.1=..
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Theorie C De functie f(x) = arcsin(x)

De functie g(x) = sin(x) met domein [- %x, é—n] heeft een inverse.
Dit is de cyclometrische functie y = arcsin(x).

Y e
1
By
1 5 Q.in'\.-
| | x 1 | X
-0 e =1 1
_1 -
_%'J‘E -
figuur K.13 g(x) = sin(x) figuur K.14 g™V(x) = arcsin(x) heeft
met domein [—%n, ;—n]. domein [-1, 1] en bereik [—%n, %n].

De functie f(x) = arcsin(x) is de inverse van de functie g(x) = sin(x)
met D, = [-37, 370
ErgeldtD,=[-1,1] en B,= [-5m, ;).

We gebruiken een arcsinus om de functie f(x) =

1

1~ "
1 cos(?
—— ————cos()dt = |—— dt.
I 1 —sin?(¢) \Jeos? (1) ® I ‘cos(r)‘
Neem je -37 < ¢ <3, dan is cos(f) > 0 en dus is \cos(t)\ = ¢os(1).
g 1 _ _
Zokn_]gjejﬁdx~jl dt=t+e.
I

Omdat x = sin(¢) en —%n <t<35mis t = arcsin(x) en dus

te primitiveren.

1
N

Substitutic van x = sin(¢) in j dx geeft

dsin(7) = j

I L dx = arcsin(x) + c.

J1—x?

fx)=

,- geeft F(x) = aresin(x) + ¢

\/
g(x) = arcsin(x) geeft g'(x) =

1
\,-'II‘ ]_ -

2
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Voorbeeld

i 1
Bereken exact I = dx.
Y WA
Uitwerking
V3 V3 V3 1
I 1 E dx=j.+dx=‘[+dxz [f-2- arcsin(é—x)];ﬁ
[ V4—x il a2 sfl—ap

I
=
€}
on
g
=
5
N|'—
7
p—
|
&0
-
o]
@,
=
[T
LN
Il
Laj—
=]
|
| —
.
Il
-
b= |

Le*x | q ‘ L

arcsin(x) | |

~ = Los algebraisch op. Rond zo nodig af op drie decimalen.
O a arcsin(x) =37

arcsin(x) =-+7

arcsin(x) =2

3arcsin(x —\3) =7

- "I I -

Bereken exact.
ne*x .;

~ '/ Bereken met behulp van partieel integreren de primitieven.
~@% q f(x)=arctan(x)
b g(x) = arcsin(x)
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Primitiveer.
0@k ) arcsin(x)

A A
1

B A e e

X

Gegeven is de functie f(x) = ———.
-4 R N
a Bercken exact het domein van fen schets de grafick van f.

b Los exact op f(x) < %x.
¢ Bereken exact de oppervlakte van het vliakdeel 1 dat wordt ingesloten
door de grafiek van f; de x-as en de lijn x =3./10.

De functie f(x) = arccos(x)

Kies je bij de functie g(x) = cos(x) als domein D, = [0, w], dan heeft deze functie
een inverse. Dit is de cyclometrische functie /(x) = arccos(x).

¥ Y

T r

g(x) = cos(x) met domein [0, =]. g™(x) = arccos(x) heeft domein [—1, 1]
en bereik [0, ].

De functie f(x) = arccos(x) is de inverse van g(x) = cos(x) met domein D, = [0, x].
Er geldt D,=[-1, 1] en B,= [0, x].

x =sin(p) geeft p = arcsin(x) i ,
: | | arccos(x) = 5w — arcsin(x)
x =sm(p) = cos(z7 — p) geeft 5T — p = arccos(x)

=i

Hieruit volgt f(x) = arccos(x) geeft f(x) = en

S
|

=
(58]

g(x)= \/ﬁ geeft G(x) = -arccos(x) + c.
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Terugblik

Cyclometrische functies

De functies f(x) = arctan(x) en g(x) = arcsin(x) zijn cyclometrische
functies.

Het zijn de inverse functies van

* y = tan(x) met domein (-3, 37

* y=sin(x) met domein [—%7:, %Jr].

In de figuren hieronder zie je de graficken van fen g.

y y
———————————————————————— y=3% =T
1
f g
2 1 2 i -1 1 .
-1
———————————————————————— y=-ix -inf
f(x) = arctan(x) g(x) = arcsinx)
D,=RenB,= (57 i7) D,=[-1,1]enB, = [-5m, }n]

Cyclometrische functies en primitieven

De primitieven van f(x) = Z 1_ " zijn F(x) = arctan(x) + ¢

en van g(x) = zijn de primitieven G(x) = arcsin(x) + c.

[am—

| —
=

(59

Bij het primitiveren van f(x) = le_(: a

1 L

2 2!
F(x) = j2+4 == I(—x)z dx = Sarctan(3x) + c.

gx il
Bij het primitiveren van g(x) = xz_i_glﬂ_” krijg je
_ 10 _ 10 =
G(x)—jx—2+8x+ == [7@%)2“ dx = 10arctan(x +4) + c.

Bij het primitiveren van A(x) =

10 o
————=knjgje
25— 1€ )

H(x)= J'L dx = ‘[5 L = j £ iy — 10arcsin(;—x) +e.

V25 —x? V1 =512 V1= (Gxp
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i(.4 Breuksplitsen

1 2x +1
x2+1’g(x)_x2+l enh(x)—x2+l.

a Bereken van f'en van g de primitieve met integratieconstante 0.
b Licht toe dat 4(x) = f(x) + g(x) en geef de primitieven van 4.

Gegeven zijn de functies f(x) =

: : +
Gegeven is de functie f(x) = 2D _
x+1
a De functie is te schrijven als f(x) = 2F + 5
ki x+1 x+1°

Licht toe dat deze splitsing correct is, maar dat f hiermee niet te

primitiveren is.
o 5 o 3
b De functie is ook te schrijven als f(x) =2 + ey
Licht toe dat deze splitsing correct is en dat fhiermee wel te

primitiveren is.

Theorie A Staartdelingen

. . 2x+1 2 1
In opgave 50 heb je gezien dat R B AT

+
Door de breuk 2“§ 1
% o8 |

op te splitsen in twee delen die elk afzonderlijk te

2x+1
x2+1'

primitiveren zijn, heb je de primitieven gevonden van A(x) =

Deze methode wordt breuksplitsen genoemd.

In opgave 51 heb je te maken met een gebroken functie waarvan de
noemer een lineaire functie is. Om dit soort functies te kunnen
primitiveren, splits je de breuk met een staartdeling.

+
Bij de functie f(x) = 2 = 15 gaat dit als volgt.
X+ 1420+ SN2 K] 2y

X

2(__’(+ ]) e 2x + 2 _ = 2
3
s fi =0 ——
x+1

De primitieven van f zijn F(x) =2x+3 ln‘x = \ +&

© Noordhoff Uitgevers bv
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2x2+5x+1

Om de primitieven van de functie g(x) = P berekenen,
gebruik je ook een staartdeling.
x 1) 2 o Sl 20+ 2
77 ] TO— s 9y2a 9 - ;
Bk ] Cesianias =9
3x+3 =
=l

Dus g(x)=2x+3 —

—7 en dit geeft G() =2 +3x = 2ln[x+ 1] +ec.
Een polynoom of veelterm is van de vorm

axtta .  x* ta, Xt taxtaxta,meta £0.
De graad van de polynoom is n. De getallen

a,a, i, a, 5 ..., 05, a €0 a,heten de coéfficiénten van
de polynoom.

Iy =T rda 1 s
een polynoom van graad
4 en de coéfficiént van
met p(x) een x i8-7.

_ px)
Elke functie van de vorm f(x) =~

polynoom en a # 0 is met behulp van cen staartdeling te

schrijven in de vorm f{(x) = g(x) + axk met g(x) een polynoom en k

+b
een constante, Nadat de functie tot deze vorm is herleid, vind je de

primitieven. De primitieven zijn F(x) = O(x) + glnax + b‘ +c.

Voorbeeld
X+ 8x
o1 dx.

4
Bereken exact J
1

Uitwerking
2¢—1/x2+8x\3x+45

2x— 1
=4+ 17 +2§In(7) — (5 + 45 + 25 In(1)) = 165 + 251n(7)

4 4 41_
jx2+8xcbc=j(§x+4};+ : )dx=[};x2+4}7x+2:;1n‘2x—lm
1
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Primitiveer.

]
o S0 ¢ 05
b /)= d fx)=2

Bereken exact.
o 3
= + Lo T SR
a sz 2x+3 5 b _[ 2x° —x
x—1

2 -4

a Primitiveer f(x) = ;x +41 en g(x) = o

@ %
o

b Bereken exact[
: 2x—1

X +x

Gegeven is de functie f(x) = !
U@* x+1
De lijn £ raakt de grafick van f'in de ocorsprong en

snijdt de grafiek van f'in het punt 4.

a Bereken exact de codrdinaten van 4.

b Bereken exact de oppervlakte van het vliakdeel
V dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de
x-as en de lijn x = 2.

figuur K.15

Zie het informatief hieronder.
B@3% Primitiveer met behulp van vitdelen.

3x+1 4x
0 f()="77 b gl)=5"7

Uitdelen in plaats van staartdelen

s
De breuk e
Zorg ervoor dat in de teller de vorm A(x + 1) + B komt. Je ziet dat 4 =2
en je krijgt 2(x + 1) + 3.
2e 30 Jiet ) a 3

x+1 x5l Al

is ook te splitsen met behulp van uitdelen.

Dus
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nex

2p—1 25— 1

Gegeven zijn de functies f(x) = e — g(x)= Sy — en

2x — ) .. ..
h(x) =—————. Hieronder zie je de bijbehorende graficken.
( ) x2 + 4x + 3 J .] g
y y y
i a 1 |
I —a | I
T > X | UI
f I o
—— X | t
1 1 O
| | |
| I I
I | |
I | I
| |
| |
I ]
figuur K.16

a Verklaar het opmerkelijke verschil tussen de drie grafieken.

Bij het primitiveren van deze functies horen verschillende aanpakken.
We bekijken eerst de functie f.

De noemer van f(x) is te schrijven als (x +2)* + 1.

b Licht dit toe.

Het functievoorschrift van fis te schrijven als

2x+4 e
- + wel al
Jx) - x2+4x+50ﬂe el als
2x+4 &

f(x)=x2+4x+5 +2P+1
Deze twee breuken zijn te primitiveren.
¢ Licht dit toe.

We bekijken nu de functie g.
De noemer van g(x) is te schrijven als (x + 2)?.

. B _
22 " et 2)?

Het functievoorschrift van g is te schrijven als g(x) =

Deze twee breuken zijn te primitiveren.
d Licht dit toe.

We bekijken ten slotte de functie 4.

De noemer van 4(x) is te ontbinden in (x + L)(x + 3).

Het functievoorschrift van /% is hiermee te schrijven als
a b

o g

Deze twee breuken zijn te primitiveren.

e Licht dit toe.
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_ b(x)

Theorie B Primitieven van f(x) = s

Elke functie f met een functievoorschrift van de vorm

2 [ Schrijt inde
‘een polynoom gedeeld door een tweedegraadsfunctie’ 1s Sehryf denpemer in dle

200) vorm x° + bx + ¢, dus
te herleiden tot de vorm f(x) = Ztbrto door teller en r—dx
X- X T C 5 a4
. : 2x2+3x+4
noemer te delen door de coéfficiént van x? uit de noemer. i .
: : . ) 1.3
Met behulp van breuksplitsen is het functievoorschrift Sk
I(x) T R
van f'te schrijven in de vorm f(x) = g(x) + ————— met X 2+
fte schri H =gt

g(x) een polynoom en /(x) een lineaire functie.

Om f'te primitiveren moeten we dus onderzoeken hoe functies van de
I(x)
P+ bxte

D = b — 4¢ van de noemer van belang.
We onderscheiden drie situaties: D <0, D=0en D > 0.

vorm g(x) = zijn te primitiveren. Hierbij is de discriminant
g i p ]

) et 52— de <0
X2+ bx+c
+ L + _ 2
De noemer 1s te schrijven in de vorm (x — p)* + g met ¢ > 0. _[2x+ 4is de afeeleide
== krijgje e an x2 +4x + 5.
Bij f(x) 2+4x+5kIIJgJ: ................................ van x* +4x + 5
fly= 25— 1 2x+4—5: 2x+4 5
¥ +dx+5 2+4x+S x5 PArdxtS
2x+4 _ 1 5 el
jx2+4x+5 —Ix2+4x+5d(x +4x +5) = In|x? + 4x + 5| + ¢,

3 B S5 _
-[x2+4x+5 dx*j(x+2)3+1 dx =5arctan(x + 2) + ¢,

Dus F(x) = In/x2+ 4x + 5| + Sarctan(x + 2) + c.

I(x)
11 mmetb2—4c=0
De noemer is te schrijven in de vorm (x — p)*.
Bij g0) = = —— krijg je
%1 &l 2ty 2 5 2 S
g(x)7x2+4x+4 (x+27 (x+2? x+2 (x+2) ~prg oE

en dit geeft G(x) =21n|x + 2|+ 5(x +2) + ¢ =21In|x + 2| +x—i2 .

© Noordhoff Uitgevers by K.4 Breuksplitsen

211



Ix)

2.
111 x2+bx+cmetb 4c>0
De noemer is te ontbinden.
B1j h(x) =mkﬂ_]g]&
4 2x—1 a i b a(x+3)+b(x+l) dx~F Sy b
e e 1 2% (i3  GlG3
(@t b)x+3a+b
G+ DEx+3)

L at+b=2
Zo krijg je het stelsel {Ba e

1

en dit geeft a =-15 en b =231,

Dus h(x) =~

1
2

2
+1+x+3

en dit geeft H(x) =-13In[x+ 1| + 31 In|x + 3| + c.

Voorbeeld
—3x+5

¥ —dx+4 <

Bereken exact

P C—y
=

Uitwerking
x4 ]2 —Bx+5\1
x2—4x+4
x+1
== Rl ] x—2+3 i 3

e b et [N Ry IS
Dusx2—4x+4 L x*—Adx+4 l {x—2) 1 x—2Y G—2¢

14—l 302
—1+x_2+3(x 25,

5

.
o cee S (PR UV, PO AP IS
4 4

xe—dx+4
3 5
=P+¢4x—zku——% =5+In3)—1—(4+In(2)—2
x—2 4
=13+ In(3) — In(2) = 15 + In(13)

Dediscriminant van y= x2+ bx + ¢

D<0O D=0
\/’—X2+b.x+c \/v=x2+bx+c \ /
' }/—X +b)’+C
;.D(p,q) . *
y=(-pPtqmetq>0  y=(x-py y~& d)(x —e)
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ne

oe

ne

BE*

oe

Zie de theorie en het voorbeeld.

X
In de theorie staat dat een functie f(x) = zp(—) te schrijven is in de
r+hwite
T I(x)
vorm f(x) = g(x) T

Geef van het voorbeeld p(x), g(x), I(x), ben c.

Primitiveer.
EEER _x*—6x+8 B &
. f(x)_x2+1 o f(x)_x2—6x+9 € f(x)_x2+2x—3
Primitiveer.
X +x X +x 23 +1

a f(x)_x2+1 bf(x)_x2_6x+9 C f(x)_2x2+x
Bereken exact.

2 3 8 3 2

X % dx— 8
h . I 3 R | 2. S,

"£f+4w !f+@+4“ “gf—w—sﬁ
Bereken exact.

1 1 2

A+l *+1 x*

ulx2+1dx b£x2+2x+l € 6[x2+4x+3dx
De functie f(x) = o — 18 Op twee manieren te primitiveren.

I Met breuksplitsen.

IT Met de substitutiemethode.

Werk beide manieren uit en ga na dat de primitieven die je vindt op
hetzelfde neerkomen.

Gegeven is de functie f(x) = % y

a Bereken exact het bereik van f.

b Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel
V dat wordt ingesloten door de grafiek van £, de
x-as en de lijnenx =1 enx = 3. .

— x

fignur K.17
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OOk

214

x> +4

X2+ 5x+4'

a Bercken exact de extreme waarden van f.

b Los cxact op f(x) <4.

¢ Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel V" dat wordt ingesloten
door de grafiek van f, de x-as, de y-as en de lijn x = 6.

Gegeven is de functie f(x) =

Gegeven is de functie f(x) = ri—l
Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de grafick van £, de x-as en de

lijn x = 3.

a Bereken exact de oppervlakte van V.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als " om de
x-as wentelt.

Gegeven is de functie f(x) = In(x* + 1).

a Er zijn twee lijnen met richtingscoéfficiént 2 die de grafiek van f
raken.
Bercken exact de codrdinaten van de raakpunten.

b Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel 7 dat wordt ingesloten
door de grafiek van f'en de lijn v = In(2).

Ontbinden met de abc-formule of kwadraatafsplitsen

Bijx’+2x—4=0isD=2*-4-1--4=20>0.
De oplossingen van de vergelijking zijn

=2+ /20 =2+ 245
= 2\/_= 2\/_=—1+\Eenx=—l—\ﬁ.

Daarom is x> + 2x — 4 te ontbinden in (x + 1 — ﬁ)(x il ﬁ).

Elke tweedegraadsfunctie met D > 0 is ook met behulp van
kwadraatafsplitsen te ontbinden.
Zoisx®+2x—4=@+12-5=(x+1+5E+1-5).
Herken in de laatste stap het merkwaardige product
a*—b*=(a + b)(a— b).
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axta, izt Lta, XAt tasxttax tagméta, £0 1S cen
polynoom van graad n.
Elke functie f die het quotiént is van twee polynomen waarbij de graad
van de teller groter dan of gelijk is aan de graad van de noemer, is met
X
behulp van een staartdeling te herleiden tot de vorm f(x) = p(x) + %
waarbij p(x) en ¢(x) polynomen zijn en de graad van g(x) kleiner is dan
de graad van r(x).

i a4 [ 2+ 2x+1/ x4+ 203 i B |
B]]f(x)—x2+2x+l geeft de FHad
_ Jp:5 > +4
D e S
staartdeling f(x) =x 1+x2+2x+1' x2—2x—1
2x+ 5
x| 2

Bij f(x) == — 3 geeft de staartdeling f(x) = 3x + 13— 5 — .

Dus F(x) = +x2 + 130 — 131n|2x + 3| + c.

We onderscheiden voor de discriminant D van de noemer drie gevallen.
x+4 12x+6)+1  1(2x+6) 1
— ] — =+
PLanrll PEmtll T HeE+10 kt3P+1

I D<0 fx)=

Dus F(x) =31In|x2+ 6x + 10| + arctan(x + 3) + c.
Dxtf  Jx#5 dw¥DH3 B 3

L0200 Ol e ol ol Giip
2 3
_x+1+3(x+l) 3
DUSF(X):ZIH‘X+1‘—3(X+1)']+c=21n‘x+l‘—m+c_
I D>0 -6x+ 14 _ -6x + 14

= o2 o [N *5)
a b alx+3)+bx—1) {a+b——

=1 323 G-IG+5 3a-b=14
(@+byx+3a-b 2 8 4“=28

— — —_ a= _
G-1Dx+3) x-1 z+3 a+b=6}i:§a8— 6

Dus F(x)=21Injx— 1| - 81In|x+ 3| +c.
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> Integralen bij parameterkrommen

b
kwwqﬂmm=ﬂm—na

a

a Bewijs dat

fE@)dv=-[f(x)dx.
b

o> QG_—.‘O.

b Bewijs dat

2 —

fdy + [£(x)dr = [f(x)dr.
b

In figuur K.18 is de baan van punt P getekend bij de y

_ . x()=-172+2t
bewegingsvergelijkingen

t=0
NO)=-3F+2 i
De baan snijdt de x-as voor = 2 in het punt B en de y-as
V

voor ¢t =0 in het punt 4 en voor £ =4 in het punt C. 0O
Het vlakdeel V' wordt ingesloten door de baan en de y-as.

Xg Xg

Er geldt O(V) :I}-’dx = j vdx.
L * t=2 {=2
a Licht toe dat hieruit volgt dat O(V) = I ydx— j vdx
t=0 t=4
en gebruik de regels van opgave 68 om O(V) te ?‘ t=4
t-4
herleiden tot O() = | ydx. figuur K.13
t=0

4
(322 +2)d(-3 2+ 20),
0

t
b Uit vraag a volgt O(V) =

t

| S—

Bereken O(V).

0
xdy

t
¢ Laat met een berckening zien dat O(V) =
t

hetzelfde antwoord geeft als bij vraag b.

——

4

Theorie A Oppervlakten en inhouden bij parameterkrommen

In opgave 69 heb je gezien dat de oppervlakte van het vlakdeel V" dat
ingesloten wordt door de parameterkromme en de y-as kan worden
t=4
berekend met de integraal I vdx.
t=0
Hierbij zijn de regels gebruikt, die je in opgave 68 hebt bewezen.
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’f a

J_v dx = -J‘y dx

a b

b " :
J_rdx : 2 Jydx = j_v dx

a b @

Zoals je weet, werk je bij een integraal van de vormf vdx altijd
‘van links naar rechts’ en bij een integraal van de vormj‘xdy altijd

‘van beneden naar boven’.
Kies de waarden van ¢ bij de integraal zo, dat deze richtingen kloppen.

Een integraal Iydx is dan positief als y > 0 en negatief als y < 0.

En een integraal Jx dy is dan positief als x > 0 en negatief als x < 0.

Voorbeeld
_ x(1) = %:2 -2
De kromme K is gegeven door W)= _t2 y
Het vlakdeel V wordt ingesloten door K, de /
positieve x-as en de positieve y-as. Zie figuur K.19. t=-2

Bereken exact de oppervlakte van V.

4
V
Bedenk dat O(V) = j ydx en herleid /

X
deze vorm tot één mtegraal.

Aanpak

"*—.u

t=2
Uitwerking figuur K.19
=2 t=4 =2 - -2
OV)= | ydx— [ yde= | ydx j :j ydx
(=0 (=0 =0 -
t=-2 2 £
- _[ GE—=20dGF —2) =j G —2f) - tdt= _[ GE£—27)dt
=4 4 4

=38, ~hed 2= Reit 2P ~ Gudif )
=2+2-32+2=18

Zie het voorbeeld. =4
BO®% a Gebruik de regels bovenaan deze bladzijde om aan te tonen dat j xdy

ook de oppervlakte van ¥ oplevert. =

b Bereken exact de inhoud van het lichaam L. dat ontstaat als het
gedeelte van V dat zich links van de y-as bevindt wentelt om de y-as.
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()= -2t
W)=2r-t !
Het vlakdeel V' wordt ingesloten door K en de
v-as. Zie figuur K.20.

Bereken exact de oppervlakte van V.

/| De kromme K is gegeven door {

v
K
~— X
figuur K.20
. x(t)=-1*+2i

De kromme K is gegeven door {y (O)=2£—-221+2 ,
Het vlakdeel V" wordt ingesloten door K, K
de negatieve x-as en de positieve y-as. -

Zie figuur K.21.
Bereken exact de oppervlakte van V.

figuur K.21
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0@k

In figuur K.22 is een kromme K getekend die zichzelf
snijdt voor ¢ =t, en ¢ = f,. Zo wordt het vlakdeel V
ingesloten. Dit vlakdeel wordt in negatieve richting
omlopen.
We vragen ons af hoe we de oppervlakte van V kunnen
berekenen.
a Licht toe dat
t=t t=t t=t
o) = I vdx— J vdx en herleid dit tot J ydx,
t=t t=t, t=4¢

b Licht toe dat

I
~
3

=ty t=t, t=t
o) = I xdyv— j xdy en herleid dit tot I xdy.

t=t, t=t, t=t,

In figuur K.23 is een kromme getekend die het vlakdeel
W insluit. W wordt in positieve richting omlopen.
t=t =t
¢ Beredencer dat O(W) = I vdxendat O(W) = j xdy.

t=t, t=t,

o
figuur K.22

Y

@)

figuur K.23

Theorie B Oppervlakten eninhouden van omsloten vlakdelen

In opgave 73 heb je onderzocht hoe je de oppervlakte
kunt berekenen van een door een kromme omsloten
vlakdeel V. De grenzen van de integraal waarmee je de
oppervlakte berekent, zijn de t-waarden die bij het punt
horen waar de kromme zichzelf snijdt.

Zijn deze waarden ¢t = a en ¢ = b met a < b, dan geldt voor
de oppervlakte V'

* als Vin negatieve richting wordt omlopen dan geldt

t=b t=a
o) = j ydr of O(V) = j xdy.
t=a t=b
« als Vin positieve richting wordt omlopen dan geldt
t=a t=>b
o) = j ydx of O(V) = j xdy.
t=>b t=a

Omdat je dus altijd kunt kiezen tussenjx dy enj_,vdx neem

je de integraal die het eenvoudigst te berekenen is.

© Noordhoff Uitgevers bv
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LE*x

Voorbeeld
RA=00=F gy y

H)=F£~4 Sy K
een vlakdeel Vin. Zie figuur K.24. 0 x

Bereken exact de oppervlakte van V.

De kromme K die gegeven is door {

Aanpak V

Omdat Ix dv eenvoudiger is dan jy dx kies je Ix dy.

Bereken de grenzen ¢, en 7, van de integraal en onderzoek  figuur K.24
t=t, t=t

of je J xdy of J xdy moet hebben.

Uitwerking

x(f)=0geeft3r—£=0 e
(3-1)=0
t=0ver=3

t=0vt=\3vi=-\3
(=0 geeft (0, -4).
= \/§ ent= —\/§ geven (0, -1).
t=1 geeft (2,-3).
Dus V" wordt in positieve richting omlopen.

=3 =3 V3 V3
0= [ xdv=[ @t-£)d@E-4)=] Gt—) - 2edt=] (662 dt
SB B 2

=[2¢-361 =2 3(3-3- 93~ 33~ 9\5)
=6\3- 43+ 6T 1\3=43

xH=£-1
W) =dt=7 1
De kromme is symmetrisch in de x-as.
Het vlakdeel V' wordt ingesloten door K. K
Zie figuur K.25.
a Bereken exact de oppervlakte van V. 14
b Bereken exact de inhoud van het lichaam Z dat

ontstaat als /" wentelt om de x-as. [6)

De kromme K is gegeven door {

figuur K.25
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- In figuur K.26 zie je de kromme 1%
o x(f)=-2+ 6t K
K: I . e
W) =g+ 2
Bereken exact de oppervlakte van het door K
omsloten vlakdeel V.

figuur K.26

(7) =2 sin(7) y
(7) = sin(2r)
met 0 < ¢ < 2n. De kromme is symmetrisch in de
x-as en in de y-as. K sluit twee vlakdelen in. Zie
figuur K.27. X
a Bercken exact de totale oppervlakte van deze

vlakdelen.
b Bercken exact de inhoud van het lichaam L dat  figuur K.27

ontstaat als deze vlakdelen wentelen om de

X-as.

/. Dekromme K is gegeven door{i
OEx

x(t) =2 sin(r)

| De kromme K is gegeven door 15 y
W) =3t

O*
met-mw</{<Tm.
Het vlakdeel V wordt ingesloten door K.
Zie figuur K.28.
Bereken exact
a de oppervlakte van V' K
b de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als

om de y-as wentelt.

figuur K.28
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Terugblik

Oppervlakte bij parameterkrommen

o B
In de figuur hiernaast is de kromme K: {ﬁg _ Z _j;f 3

y
met ¢ > 0 getekend, - / v
w

Verder zie je de vlakdelen V en W,
=1
Er geldt O(V) = j xdy, want V zit rechts van de y-as.
t=0 =1
Verder geldt O(W) = —j xdy, want W zit links van de y-as.

=3 rZSN

=1 =1 t=1 =3 =3
Er geldtdus O(V + W) = I xdy — j xdy= dey+ j xdy= I xdy.
=0 t=3 t=0 =1 =0
Je krijgt
t=3 5
o+ W)= j @ —4:2+3s)d(2:—:2)=j(x3 — 42+ 362 — 20)drt
=0 0

3
= [(-2¢+ 108 - 142 + 61y de = [- 3 + 25 - 438 + 3] = 65
0

Oppervlakte bij omsloten vlakdelen

o Jx()=F -4~ +3t y
In de figuur hiernaast is de kromme K {v(t) —3—p oo pm

getekend.
K sluit het vlakdeel V in.
Omdat V in positieve richting wordt omlopen, bereken je

X
=3
O(V) met de integraal j xdy.
t=0
t=3 t=3 3
O)= [ xdv= [ (F~42+30dB3t— ) = [(° — 42 +30)(3 ~ 20) dt
t=0 t=0 0

3
= [(2¢ + 1178 =182 + 90 de = [-36 + 23 £ — 68 + 45 7], = 455
0
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Mand van glas

In de beginopdracht heb je met numericke integralen y
gerekend aan een mand van glas waarvan het & ozl
vooraanzicht een kromme is die beschreven kan worden
met de formules x(7) = 2 sin(nf) en y,(f) = p* met x en y / 25 N\
in dm, p >0 en -2 < ¢ <2, Hiernaast zie je nog eens het
vooraanzicht voor p = 4. \_

In de beginopdracht heb je met een numericke integraal 2 10 12
berekend dat voor p =4 de oppervlakte van het vliakdeel
V ongeveer gelijk is aan 9,0 dm?. Hierbij is 7 het
vlakdeel dat wordt ingesloten door de kromme en de lijn
door de bovenkanten van de kromme.

+ Bereken exact voor p =4 de oppervlakte van V.

Er geldt

2pt
[4sin*(at)dp = 2p - % . §in(2nf) — f - cos(2md).
» Bewijs dit.

In de beginopdracht heb je met een numericke integraal
berekend dat voor p =4 de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als / wentelt om de y-as ongeveer gelijk is aan
23,9 dm’.

» Bereken exact voor p =4 de inhoud van L.

In de beginopdracht heb je met numerieke integralen
berekend dat voor p = 8,4 de inhoud van het lichaam L
gelijk is aan 50 dm’,

e Bereken deze waarde van p in drie decimalen.
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Diagnostische toets

K.1 Desubstitutiemethode
Primitiveer.

a f(x)=3xyx*+2 b f(x)=3x%cos(x’+2) ¢ f(x)=(4x+6)In(x*+ 3x)

Bereken exact.

. j“ VIn(x) -

X

b ]cos(x)sin3(x)dx c J L2 dx
0

1

Gegeven is de functie f(x) =-2xsin(x?) met y

domein [0, \/2—75].

De grafiek van f'en de x-as sluiten twee vlakdelen in.
Zie figuur K.29.

Bewijs dat de oppervlakten van deze vlakdelen gelijk

zijn. o)

figuur K.29

K.2 Partieel integreren

Primitiveer.

a f(x)=4xsin(2x) b g(x)=x7In(x)
1 Gegeven is de functie f(x) = (2x —x?)e".

a Bereken exact de extreme waarden van f.

b Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel V dat

wordt ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.
figuur K.30

| Primitiveer.

a f(x)=4x2sin(2x) b g(x)=e'sin(2x)

224

K.3 Cyclometrische functies
Bereken exact.

23
4 3x2
n!x2+4dx c_.l[x6+1dx
2 1 2
1 arctan”(x)
b i[xz—2x+2dx d i x2+1

Hoofdstuk K Voortgezette integraalrekening
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: : 1
Gegeven is de functie f(x) = gy v
a Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel V dat s
wordt ingesloten door dc grafick van fende lijny =3, ——
b Het vlakdeel W wordt ingesloten door de grafick van f, 2
de x-as en de lijnen x = 2 en x = p met p > 2 waarbij figuur K.31
O(W) =13

Bereken exact de waarde van p.

Il

ra|—

/

Primitiveer.

1 5xt

AN RN

K.4 Breuksplitsen
Bereken exact.
1 3 4

Ax+4 xr—x+1
a -[x+4 dx b I x+1 dx
3 I

.
¥+1"
a Bercken exact de extreme waarden van f,
b Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel V dat
wordt ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.

Gegeven is de functie f(x) =

Primitiveer.
 2x+3  Ptdy 6
a f(x)_x2—6x+10 b g(x)_x2—4x+4 ¢ h(x)—x2_1

K.5 Integralen bij parameterkrommen
In figuur K.32 zie je de kromme K: {x(t) —4t- y
' W =F -4~ + 3t
die zichzelf snijdt op de x-as. \
a Bercken exact de oppervlakte van het vlakdeel V dat
wordt ingesloten door de kromme en de y-as.
b Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel ¥ dat
wordt omsloten door de kromme.

"

figuur K.32
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Gemengde opgaven

9 Exponentiéle en logaritmische functies

Gegeven zijn de functies f(x) =2 —3log(x + 1) en y

g(x) =>log(5 —x).

a Los exact op f(x) > g(x).

b De grafieken van f'en g snijden van de lijn y =3 het p g
lijnstuk 4B en van de lijn x =2 het lijnstuk CD af.
Onderzoek algebraisch of 4B meer dan drie keer zo
lang is als CD.

X
¢ Op de grafiek van fligt het punt P waarin de raaklijn @ /
evenwijdig is met de lijn y = -x. mem——
1 — In(3) figuur G.1

Bewijs dat x, =

Los algebraisch op.
a 4log(x) - 23 + log(x)

b Slog(2x+ 1) = “log(25)

Slog’(x +2)=6 * ’log(x +2) +7
2 - 3log(2x — 3) +log(2x + 1) =2

o M

Bereken exact de oplossingen.

a In?(x)+1=211In() d In(4x)—In(x+4)=1
ex _ 2 _ _

b —5=2 e In(x—2)=4

¢ In(3x+2)=1 f 3eX+2=5¢"

. a Een hoeveelheid neemt jaarlijks met 9,6% toe.

Bereken de verdubbelingstijd in maanden nauwkeurig.

b Een hoeveelheid neemt per dag met 17% af.
Bereken de halveringstijd in uren nauwkeurig.

¢ Een hoeveelheid verdubbelt elke maand.
Hoeveel procent is de toename per dag?

d De halveringstijd van een hoeveelheid is 8,3 dagen.
Na hoeveel dagen is er nog 1% over?

Gegeven zijn de functies f(x) =3 * 2% en g(x) =6 * (3)". y
a Los exact op f(x) < g(x).
b Bewijs dat de functic /(x) =f(x) + g(x) cen minimum !
heeft voor x =2,
g
0 X

figuur G.2
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Differentieer.

a f(x)=x?e!

b g(x)=In%x) + In(x?)
¢ h(x)="log(x* —x?)
d j(x)=In(In(2v))

Gegeven zijn de functies f(x) =e* ! en g(x) = In(x?).
a Welke vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as levert bij de
grafiek van f'dezeltde beeldtiguur op als de translatie (2, 0)?

b Welke translatie levert bij de grafiek van g dezelfde beeldfiguur
op als de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 37

Gegeven is de functie f(x) = (x — 3)*e". y

a Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de f
grafiek van f.

b Bereken exact de x-codrdinaten van de buigpunten van
de grafiek van f. A /

¢ De lijn y = p snijdt de grafiek van links naar rechts in C
de punten 4, B en C. Zie figuur G.3.
Bereken voor welke p de afstand tussen 4 en B gelijk
is aan 3. Rond af op twee decimalen.

figuur G.3

Voor elke p is gegeven de functie f,(x) = x? * In(x).

a Bercken exact de extreme waarde van 1.,.

b Bercken algebraisch de x-codrdinaat van het buigpunt
van de grafiek van f;.

¢ Bereken exact voor welke waarde van p de y-codrdinaat
van de top van de grafiek van f, gelijk is aan le.

Gegeven zijn de functies f(x) = In(4x) en g(x) = ]n(%).

a De grafieken van f'en g snijden elkaar in het punt 4. De raaklijnen
van de grafieken van f'en g in A snijden van de y-as een lijnstuk af.
Bereken algebraisch de lengte van dit lijnstuk.

b In de figuur hicrnaast is PORS cen vierkant. De punten  y
P en QO liggen op de x-as, het punt R ligt op de grafiek
van f'en het punt S ligt op de grafiek van g.

Bereken de x-codrdinaat van P in drie decimalen.

F:

S R/

A
X
O Q
[\
figuur G.4
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a Herleid de formule p = 107" ! tot de vorm 7= In(ap®).
b Herleid de formule y =3 ln(%) +21n(5x) tot de vorm x = ae”.

¢ Druk x uit in y bij de formule y =¢* +¢*"! +¢°"2 4+ ¢7"3 en bewijs dat

het antwoord te herleiden is tot x = ln(:4__ 11 y).

10 Meetkunde met vectoren

Gegeven zijn het punt 4(1, 3) en de lijnen £: ( ) = (_1) +¢- ( 5 ) &

X
y 0 -1
[l; 3x+2y=10.
a Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van k£ en /.
b Stel een vergelijking op van de lijn m door 4 die & loodrecht snijdt.
¢ Bereken de hoek tussen & en /.
d Het punt P ligt zo op £ dat de lijn AP evenwijdig is met /.
Bereken exact de codrdinaten van P.

g

5 ),l:x+3}»‘=126n

Gegeven zijn de lijnen &: (i) = (1) +¢- (

mx=2u—6Ay=-5u+4,

a Bereken de hoek tussen & en m.

b Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van &k en m.

¢ Stel een vergelijking op van de lijn # door de oorsprong die loodrecht
staat op m.

d Bereken de codrdinaten van het snijpunt 7 van k& met de lijn p door
A(6, 8) die loodrecht staat op /.

Gegeven is de vector @ die een hock van 60° maakt met de
lijn k. Zie figuur G.5. Verder is gegeven dat vector b op k
ligten datc =a —b.
a Teken mogelijke vectoren 5 en ¢ in het geval |a|=|c|.
b Teken mogelijke vectoren 5 en ¢ in het geval
el =3 -18].
¢ Bewijs dat |¢|=/3 - |a| of |¢|=/7 - |a| inhet geval  figuur G.5
5|=2"al.
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De punten 4(0, 1) en B(3, 0) zijn hoekpunten van het
vierkant ABCD. Op de zijde CD is de naar buiten gerichte
gelijkbenige rechthoekige drichock CED geplaatst.
Verder is F het midden van DE. Zic figuur G.6.
a Bereken de codrdinaten van E.
b De lijn CF snijdt de v-as in het punt G.

Bewijs dat CG = 5.

figuur G.6
Gegeven is drichoek 4BC met A(a, 0), B(b, 0) en C(c, d). G
Op de zijden AC en BC worden de naar buiten gerichte D
vierkanten ACDE en BFGC geplaatst. o
a Het punt M is het midden van het lijnstuk EF. F
Druk de codrdinaten van M uit in a en b, E M
A B %
figuur G.7

De punten P en Q zijn de middens van de vierkanten
ACDE en BFGC. Het punt N is het midden van het

G
D
lij 2
ijnstuk 4B. K
b Bewijs dat drichoek PON een gelijkbenige < v F
rechthoekige driehoek is. B .

X

A N B
figuur G.8
De punten A(a, 0) en D(0, d) zijn hoekpunten van het y
vierkant ABCD. Hierbij is @ > 0 en d > 0. Op de diagonaal 5]
AC wordt het vierkant APQC geplaatst. Zie figuur G.9. Q
Bereken @ en d in het geval D
a Phetpunt (10,-1)1s B
b P op delijn x+y=6en Q op de parabool y = 3x2 ligt.
o A x
. P
. Gegeven zijn de punten 4(-1, 5), B(2, -1), C(5, 8) en figuur G.9

D(99, -195).

a Onderzoek of het punt D op de lijn 4B ligt.

b Bereken de cobrdinaten van het snijpunt S van de
lijn BC en de lijn k door 4 loodrecht op BC.

¢ Bercken de codrdinaten van de punten P waarvoor
geldt AP = BP en ZAPB =90°.

e 1 X = p + 7 q
d Voor welke waarden van p en g 1s (v) (38) t (3)

een vectorvoorstelling van de lijn BC?
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Gegeven zijn de punten 4(0, 16) en B(8, 0) en het vierkant y
ABCD. Zie figuur G.10. Verder is gegeven het punt
P22, 12).
a Toon aan dat P op de zijde CD ligt. A
b Het punt Q ligt op de lijn AP waarbij DQ loodrecht op

AP staat.

Bereken exact de codrdinaten van Q.

o B

figuur G.10

De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn gegeven y
x(N=r—4t

— {v(r) =/ — 4P + 472

Zie figuur G.11.

a Bereken de codrdinaten van de punten waarin de
raaklijn evenwijdig is met de x-as of met de y-as.

b Voor welke ¢t beweegt het punt P zowel naar links als
omhoog?

¢ Bereken exact de baansnelheid van P op het moment x
dat P door het punt (-3, 9) gaat. ©

d Bereken in twee decimalen de minimale baansnelheid  figuur G.11
van P. Voor welke f wordt deze minimale snelheid
bereikt?

e Bereken exact voor welke 7 de versnellingsvector
evenwijdig is met de lijn y =ux.

De bewegingsvergelijkingen van een punt P zijn gegeven y

x()=-1+3r-2t
door {v(r)=z2—1 \
Zie figuur G.12.

a Bercken algebraisch de codrdinaten van de snijpunten
van de baan van P met de x-as en met de y-as. __________,_.,-——"""' X
b Bereken exact voor welke ¢ de raaklijn aan de baan van
P evenwijdig is met de x-as of met de y-as. figuur G.12
¢ Bereken exact de codrdinaten van de punten van de
baan van P waarin de raaklijn evenwijdig is met de
lijn k: y=2x+3.
d Bereken exact de baansnelheid van P in het punt (-6, 8).
e Bereken exact de baanversnelling van P in het punt (-3, -3).
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11 Integraalrekening

. Toon aan.
=1\ mr B !
a F(x)=x+ ln(x = 1) 1s een primitieve van f(x) = 21
+ +
b F(x) —xln(; — }) + In(x* — 1) is een primitieve van f(x) = ln(; — D

¢ F(x)=-x*cos(x) + 3x?sin(x) + 6xcos(x) — 6sin(x) is een primiticve
van f(x) = x* sin(x).

d F(x)=(6x*—2x—4)x— 1 is een primitieve van f(x) = [5x/x — 1.

Primitiveer,
a f(x)=7"-log(5x) ¢ f(x)=10In(2x—4) e f(x)=(*+3)
| xt—6x2x+ 8x _
b f(x)=e* ! d f(x)= 3 f f(x)=3sin(4x)
Primitiveer,
a f(x)=6x+3 c f(x)=CBx—6)? e flx)=10%"3
__10 - +f _8~1
b /(=5 d f(x)=(Qx+5) t0)="5
Een primitieve van de functie f(x) = (x> + 1)e* is van
de vorm F(x) = (ax* + bx + c)¢".
Bereken a, b en c. y
Het vlakdeel V ligt rechts van de y-as en wordt ingesloten
door de grafiek van de functie f(x) =x> — 3x en de lijn
v=px met p>0.
Bereken algebraisch voor welke waarde van p de =g
oppervlakte van 7 gelijk is aan 9. f
v
X

figuur G.13
Gegeven is de rechthoek ABCD met A(0, p), B(5, p), y
C(5, 2) en D(0, 2). Zie figuur G.14. De grafiek van de D =
functie f(x) =3x— 1+ verdeelt de rechthoek in f

x+1 A B

twee delen met gelijke oppervlakte. 5 X
Bereken exact de waarde van p. figuur G.14
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Een wielrenner moet bij een snelheid van 54 km/uur plotseling remmen
voor een auto. Neem aan dat de versnelling tijdens het remmen constant is.
Op =0 is de wiclrenner op 40 meter afstand van de auto en begint hij te
remmen.

a Bereken de versnelling van de wielrenner in m/s? in het geval de
wielrenner na 40 meter tot stilstand komt.

b De auto rijdt met een snelheid van 6 km/uur in dezelfde richting als de
wielrenner. Om niet tijdens het remmen ten val te komen mag de
versnelling van de wielrenner niet kleiner zijn dan -2,5 m/s?,
Onderzoek algebraisch of de wielrenner op tijd voor de auto kan
stoppen.

Het vlakdeel 7 wordt ingesloten door de grafiek van de functie y

f(x)=3"+1, de x-as, de y-as en de lijn x = 1. Zie figuur G.15. /

a Bereken exact de oppervlakte van V.

b Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als
wentelt om de x-as.

¢ Bereken de inhoud van het lichaam M dat ontstaat als

wentelt om de y-as. Rond af op twee decimalen. /
V
X
o)
x=1
figuur G.15

Gegeven is de cirkel ¢: x* +y* =12, Bij wentelen van ¢ om de x-as ontstaat

de bol B.

a Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door ¢ en de lijnen x =17 en x=3r.
Druk de inhoud van de bolschijf die ontstaat als / om de x-as wentelt
uit in 7.

b Het vlakdeel W wordt ingesloten door ¢ en de lijnen x =-pr en x = pr
met0<p<l,

Bereken voor welke waarde van p de inhoud van het lichaam dat
ontstaat als # om de x-as wentelt gelijk is aan de helft van de inhoud
van B. Rond af op twee decimalen.

Gegeven is de cirkel ¢: x? +)?=25.

Het vlakdeel V" wordt ingesloten door c en de lijnen v =3 en y =4.
Bij wentelen van /" om de x-as ontstaat het lichaam L.

Bereken exact de inhoud van L.
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Gegeven zijn de functies f{x) = e* en g(x) =e™.

a Het vlakdeel V" wordt ingesloten door de grafiek van £, \
de grafick van gen de lijn y = c.
Bereken exact de inhoud van het lichaam L dat
ontstaat als /" wentelt om de lijn y =e¢.

o)
figuur G.16
b Het vlakdeel 7 in figuur G.17 wordt ingesloten door y
de graficken van fen g, de lijnen x=-1, x =3 en de \
X-as.
4 g |7
Bewijs dat de lijn x = ln(‘3 n 3) het vlakdeel ¥ in twee
delen met gelijke oppervlakte verdeelt.
B X
x=-1 0 x= %
figuur G.17
12 Goniometrische formules
Los exact op.
a sin(x+3m) =-cos(x — 37) € cos(x +37) - cos(x) =71+/2
b 2sin(x)cos(x) = cos(x + £) d /3 - sin(2x) + cos(2x) = 1

Primitiveer.

a f(x)=(2 - sin(x))’

b g(x) = sin(3x) cos(3x) + cos(3x) sin(3x)
¢ Ah(x)=4cos*(x) — cos?(2x)

Gegeven is de functie f(x) = sin(x) — cos(x) + \/5

a Bewijs dat de grafiek van f'de x-as raakt.

b Bewijs dat de grafiek van f puntsymmetrisch is in (57, \/2).

¢ Bewijs dat de lijn x = 37 een symmetrieas is van de grafiek van .

Het punt P beweegt over een cirkel. De bewegingsvergelijkingen van P
zijn {ﬁg - Z:?;(%) meta>0enb>0.
a Druk de baansnelheid v(#) van P uit in a en b.
b Bewijs dat de snelheidsvector v () en de versnellingsvector a(f) in
ieder punt van de cirkel loodrecht op elkaar staan.
¢ Gegeven is v(1) = 10 en [a(r)| = 5.
Bereken de straal van de cirkel.
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Gegeven zijn de functies f{x) = 2 cos?(x) + sin(2x) en y

g(x) =2sin(2x), beide met domein [0, ].

In figuur G.18 zie je de graficken van fen g.

a Toon aan dat het functievoorschrift van f'geschreven
kan worden als f(x) = cos(2x) + sin(2x) + 1 en bereken

g /
exact het bereik van f. O 9
b Het vlakdeel ¥ wordt ingesloten door de graficken van

feng,

Bereken exact de oppervlakte van V. figuur G.18
¢ De lijn x = p snijdt de x-as in het punt 4, de grafiek van

fin het punt B en de grafiek van g in het punt C waarbij

C het midden is van het lijnstuk AB.

Toon aan dat tan(p) = _l;

De punten P en Q voeren ieder vanaf = 0 een harmonische trilling uit.

De trillingen worden beschreven door de formules u, =25 sin(8x¢) en

uy =40sin(6ms). Hierin is « in mm en £ in seconden.

a Welk punt legt de grootste afstand per minuut at? Hoe groot is het
verschil?

b Voor welke waarde van ¢ beginnen P en Q voor de tweede keer
tegelijk aan een nieuwe trilling?

¢ Bereken het eerste tijdstip waarop de afstand tussen P en Q gelijk is
aan 30 mm. Rond af op drie decimalen.

Gegeven is de functie f(x) = 2sin’(x) + sin(x) met vy
domein [0, 2x].
a Bereken exact de oppervlakte van het grootste vliakdeel f

dat wordt ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.
b Bereken algebraisch voor welke p de vergelijking

f(x) = p precies vier oplossingen heeft. V/-\ |
¢ De grafiek van f'snijdt vande liiny=p metp>0een  © 2

lijnstuk met lengte 37 af. figuur G.19

Bewijs dat de grafick van fop het interval [0, ]

symmetrisch is en bercken exact de waarde van p.

x(f) = sin(t) + cos(?)
y(H)=1+2sin(2t + 1)
De baan van P kan ook geschreven worden in de vorm y = ax? + b.
a Bereken exacta en b.

b Bercken exact de codrdinaten van de keerpunten van de baan.

De baan van een punt P is gegeven door {
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xp(t) =4 cos(51)
vp(7) = 4sin(51)

met ¢ de tijd in seconden en 0 < ¢ < 2.

Van de punten P en Q zijn de bewegingsvergelijkingen {

on {xQ(I) =5 c9s(3r)

Yolt) = 5sin(37)

a Geef de maximale en de minimale afstand tussen P en Q. Voor welke
waarden van 7 worden deze afstanden bereikt?

Voor de afstand tussen P en Q geldt PO = /1 + 80sin*(z).
b Bewijs dit.

¢ Bereken exact voor welke 7 de afstand tussen P en Q gelijk is
aan \/41.

d Bereken voor welke ¢ het lijnstuk PO voor de eerste keer evenwijdig
is met de v-as. Rond af op twee decimalen.

De baan van een punt P is gegeven door {ng _ zg:gg y

met 7 in [0, ]. De baan van P is symmetrisch in de x-as.

Zie figuur G.20.

a Bercken in graden de hock ¢ waaronder de baan van P
zichzelf snijdt op de x-as.

b Stel een vergelijking op van de raaklijn &k aan de baan x
in het snijpunt van de baan met de positieve y-as.

¢ Bereken exact de baansnelheid waarmee P de
negatieve x-as passeert.

d De lijn x = p snijdt de baan in de punten 4 en B
waarbij 4B = 1.
Bereken de waarden van p. Rond af op twee decimalen.

figuur G.20

De baan van een punt P is gegeven door
{x(r) =3cos(t+ %n)
v(f) =2 cos(21)
Zie figuur G.21.
a Bercken in graden in ¢én decimaal de hoek ¢ Pt
waaronder de baan van P de positieve x-as snijdt.
b Bercken exact de baansnelheid waarmee P de positieve
x-as passeert,
¢ Bewijs dat de baan van P een deel van een parabool is.

met ¢ in [-17, $70].

figuur G.21

Het lijnstuk OP is een zijde van het vierkant OPQOR zoals

in figuur G.22. R
d Stel de bewegingsvergelijkingen op van Q.

e Bereken de oppervlakte van OPOR op het moment dat P

O de y-as passcert. Rond af op twee decimalen., / 0O \ X

figuur G.22
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K Voortgezette integraalrekening

Primitiveer.
X2
. f(x)_x2—4x+8
b f(x)=23xsin(x’)
¢ f(x)=cos(x) - 1 +sin(x)
d f(x)=(2x+4)cos(2x)
J16=%
Ny
2
. f(x)_x2+6x+8

Gegeven is de functie f(x) = 4sin’(x) cos(x) met domein

[0, 27].

a Toon met behulp van difterentiéren aan dat de grafiek :
van f de x-as raakt. y. .\ I |

b Stel algebraisch de formule op van de raaklijn & van de V /
grafiek van fin het punt 4 met x, = ljfc. o) \ m / 2

.HX

¢ Vis het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek -1}
van fen de x-as tussen x =0 en x = 37, Zie figuur G.23. -
Bereken exact de oppervlakte van V. figuur G.23

Gegeven is de functie f(x) = 2—4
a Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel 7 dat wordt ingesloten
door de grafick van £, de y-as en de lijn y = %

b Bfi'eken exact voor welke waarde van p met p > 2 geldt
P

j F(x)dx = In(2).

P

x*+ 10x
2wl

Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de grafiek van f.

b Stel algebraisch de formule op van de raaklijn £ van de gratiek van f
in het punt 4 met x, = 1.

¢ Voor welke waarden van p heeft de vergelijking f(x) = p precics één
oplossing?

d Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel 7 dat wordt ingesloten
door de grafiek van f, de x-as en de lijn x = 3.

Gegeven is de functie f(x) =
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Gegeven is de functie f(x) = (2x* +x — 1)¢".
a Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de grafiek van f.

Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek van f'en de x-as.

b Bereken exact de oppervlakte van V.

¢ De lijn x =p verdeelt V in twee delen met gelijke oppervlakte.
Bereken p in drie decimalen.

Bereken de primitieven van f(x) = x*In(x).

b Bercken de primitieven van f(x) = xIn(x?).

¢ Leid een algemene formule af voor de primitieven van de functies
f,(x)=x"In(x) met n #-1.

d Leid een algemene formule af voor de primitieven van de functies

JulX) = xInCx™).

Gegeven zijn de functies 7,(x) = 2 In*(x) — 2pIn(x) met p # 0.

a Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel dat wordt ingesloten
door de grafick van f; en de x-as.

b Bercken algebraisch voor welke waarde van p de oppervlakte van het
vlakdeel dat wordt ingesloten door de grafick van £, en de x-as gelijk
is aan 8.

Gegeven is de functie f(x) =x +e™,

a Bereken algebraisch het bereik van f.

b Bereken exact voor welke waarde van p de oppervlakte van het
vlakdeel V, dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de
lijnen x =p en x =-p gelijk is aan 6.

¢ Bereken exact de inhoud van het lichaam dat ontstaat als het vlakdeel
W dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as, de y-as en de
lijn x = -1 wentelt om de x-as.

e e . 1
a Bereken de primitieven van de functie f(x) = o1 door teller en
nocmer t¢ vermenigvuldigen met ¢™.
L : In(sin(x))
b Bereken de primitieven van de functie f(x) = Tz’(x) met behulp

van partieel integreren,
¢ Bercken de primitieven van de functie f(x) = x/2x + 1 met behulp
van de substitutie \/2x + 1 = u.
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N =r-4

v(t)=tIn(t + 4)

K snijdt zichzelf op de lijn x = 11.

a Toon dit aan.

b Bereken de oppervlakte van het door K omsloten
vlakdeel. Rond af op twee decimalen.

De kromme K is gegeven door {

x(t) = 4sin(r)

v(t) = 4sin(t) — 2 sin(27)

V is het rechtervlakdeel dat wordt omsloten door K. Zie

figuur G.25.

a Bercken exact de oppervlakte van V.

b Bercken de inhoud van het lichaam L dat ontstaat als
wentelt om de x-as. Rond af op twee decimalen.

De kromme K is gegeven door {

Germengde opgaven

figuur G.24

figuur G.25
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Overzicht GR-modules

Module

Berekeningen op het basisscherm

» Eenvoudige berekeningen met onder andere mintekens,
haakjes en tussenstappen

» De toets Ans en fouten verbeteren

* Breuken invoeren, vermenigvuldigen en delen

* Decimaal getal omzetten in breuk

vwo B deel 1
hoofdstuk 1
bladzijde 14

Formules, grafieken en tabellen vwo B deel 1

» Formules invoeren en graficken plotten hoofdstuk 1

» Functiewaarden berekenen op het grafickenscherm en op het bladzijde 42

basisscherm

+ Tabellen maken en de tabelinstelling veranderen

Toppen en snijpunten vwo B deel 1

» Toppen en snijpunten van grafieken hoofdstuk 1

 Berekenen van nulpunten bladzijde 42

Helling vwo B deel 1

* De richtingscoéfficiént van cen raaklijn hoofdstuk 2
bladzijde 66

Het gebruik van Ans en lettergeheugens vwo B deel 1

* De toets Ans hoofdstuk 3

* Het gebruik van lettergeheugens

bladzijde 100

Integreren
* Integralen berekenen op het basisscherm
+ Integralen berekenen op het grafickenscherm

vwo B deel 3
hoofdstuk 11
bladzijde 126

Allerlei
* Specificke mogelijkheden van het merk/type GR
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Overzicht routes

9 Exponentiéle en logaritmische functies

9.1 Rekenregels voor logaritmen

opgave 112 (3456|789 ]|10]11|12
01 basis
®© midden
* uitdagend
13|14 | 15 | 16| L7 | 18 19 [ 20 21| 22 (23
9.2 Exponentiéle en logaritmische formules
opgave 241251262728 |29|30|31|32
&1 basis
®© midden
% uitdagend
33(34(35(36|37(38|39|40 |41 42|43 |44
9.3 Het grondtal e
opgave 4546 (47 (48 (49 |50 51 (5253
1 basis
@ midden
* uitdagend
5455|5657 |58|59|60|61|62|63|64|65

Overzicht routes
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9.4 De natuurlijke logaritme
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opgave 66676869 |70(71|72
O basis
@ midden
% uitdagend
7374|7576 |77 7879|8081 |82|83|84|85]|86

Overzicht routes
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10 Meetkunde met vectoren

10.1 Vectoren

opgave

10

11

12

L1 basis

® midden

% uitdagend

10.2 Vectoren en rotaties

opgave

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

L1 basis

® midden

* uitdagend

10.3 Vectoren en lijnen

opgave

27

28

29

30

31

32

33

34

a5

36

37

38

39

40

4114243

L1 basis

©® midden

% uitdagend

10.4 Vectoren en hoeken

opgave

44

45

46

47

48

49

50

al

52

L1 basis

® midden

* uitdagend

53

54

55

56

3l

38

29

60

6l

62

63

10.5 Vectoren bij snelheid en versnelling

opgave

64

65

66

67

68

69

70

71

12

73

74

L1 basis

® midden

* uitdagend

Overzicht routes
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11 Integraalrekening

11.1 Primitieven en integralen

opgave

1

2

3

4

10

11

12

13

14

L1 basis

® midden

% uitdagend

15

16

17

18

19

20

21

11.2 Oppervlakten

opgave

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

[1 basis

® midden

* uitdagend

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

11.3 Inhouden

opgave

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

L1 basis

® midden

* uitdagend

60

61

62

63

64

65

66

67

68

11.4 Toepassingen van integralen

opgave

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

L1 basis

® midden

* uitdagend
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12 Goniometrische formules

12.1 Goniometrische formules bij vergelijkingen en herleidingen

opgave L2285 |® (T |89
L1 basis
® midden
% uitdagend

1011121314 |15|16|17|18[19(20(21 |22
12.2 Goniometrische formules bij symmetrie en primitiveren
opgave 23(24125126(27(28129(30(31|32|33(34|35
01 basis
® midden
* uitdagend
12.3 Eenparige cirkelbewegingen en harmonische trillingen
opgave 36 (3738139404142 4344 |45
L1 basis
® midden
% uitdagend
12.4 Bewegingsvergelijkingen met goniometrische formules
opgave 46|47 (48 (49|50 |51 (52|53 |54 (55|56|57|58
L1 basis
® midden
% uitdagend

506061 |62|63[64|65

Overzicht routes
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K Voortgezette integraalrekening

K.1 De substitutiemethode

opgave

1

2

3

4

10

11

12

13

14

15

16

L1 basis

® midden

% uitdagend

K.2 Partieel integreren

opgave

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

L1 basis

® midden

% uitdagend

K.3 Cyclome

trische functies

opgave

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

[1 basis

® midden

% uitdagend

43

44

45

46

47

48

49

K.4 Breuksplitsen

opgave

50

51

32

33

54

55

56

1 basis

® midden

% uitdagend

57

38

59

60

61

62

63

64

65

66

67

K.5 Integralen bij parameterkrommen

opgave

68

69

70

71

72

E

74

75

76

Td

L1 basis

® midden

% uitdagend
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Trefwoordenregister

A
amplitude van trilling 762
arccosinusfunctie 205
arcsinustunctie 203
arctangenstunctie /96
arcus en
cyclometrisch 798
Aubel, Henricus Hubertus
van 65

B

baansnelheid 83

baanversnelling 86, 87

bepaalde integraal 103,
183

bewegingsvergelijkingen 82

bolschijt 7129

bolsegment 729

breuksplitsen 207

c

coéfficiénten van
polynoom 208

cyclometrische functie 797

D

definitie van logaritme 70

discriminant van
y=x*+bx+c 212

E

e 29

eenparige
cirkelbeweging /59

e-macht 30

Euler, Leonhard 35

exponentieel verval 79

exponentiéle afthame /9

exponentiéle groei 79

F
frequentie 162

Trefwoordenregister

G

gelijke vectoren 53
graad van polynoom 208
groeifactor /9
groeipercentage /9

H
halveringstijd 23
Hamilton, William
Rowan 58
harmonische
beweging 162
harmonische trilling /62
hoek tussen lijnen 74
hoek tussen vectoren 74
hoofdstelling van de
integraalrekening /04

I

inhoud bol 729
inhoud kegel 730
inproduct 73
integraal 103
integrand 104
integratieconstante 99
integreren /04
inwendig product 73

K

keerpunt 769

kental 53
kop-staartconstructie 54

L

lengte van vector 53

lijnsymmetrisch 753

In 37

logaritmische
vergelijking /3

M

maximale uitwijking /62

meetkundige betekenis van
inproduct 74

muizenprobleem &9

N

Napier, John /6

natuurlijke logaritme 37

normaalvector van lijn
77, 78

nulvector 73

0

omlooptyyd /59

omwentelingslichaam /78

onbepaalde integraal /83

onderling loodrechte
componenten 56

ontbinden in
componenten 55

ontbinden met de
abc-formule of
kwadraatafsplitsen 274

oppervlakte onder een
kromme /74

overgaan op ander
grondtal 75

P

parallellogram-
constructie 54
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VWO DEEL 3

Bij dit boek hoort een digitale leeromgeving.
Als je de opdrachten online maakt, zie je direct wat er al goed gaat. Je krijgt
daarbij handige tips, zodat je het de volgende keer beter doet.

Op basis van je resultaten krijg je bovendien opdrachten op jouw niveau. Dus
wat moeilijker als het goed gaat of met meer hulp als je dat nodig hebt.
Met de oefentoetsen kun je je voorbereiden op het proefwerk.

Als je meer uitleg nodig hebt, zijn er ook nog handige uitlegvideo’s.
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