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Voorwoord

Aan de docent,

Het boek vwo B deel 2

Samen met de delen 1, 3 en 4 van vwo wiskunde B bevat dit boek de
leerstof van het programma vwo wiskunde B, zoals dat met ingang van
het jaar 2015 is vastgesteld.

De totale studielast voor het vak vwo wiskunde B is 600 uur. De delen
1, 2, 3 en 4 bevatten samen 17 hoofdstukken, waarbij opgemerkt kan
worden dat in het laatste hoofdstuk van deel 3 een keuzeonderwerp
wordt aangeboden en dat in het vierde hoofdstuk van deel 4 de
examentraining aan bod komt.

De vier hoofdstukken van dit boek hebben elk een studielast van
ongeveer 30 uur en bevatten leerstof die in het Centraal Eindexamen
wordt getoetst.

In hoofdstuk 5 Machten, exponenten en logaritmen worden gedeelten
van het domein B behandeld.

De subdomeinen C1 en C2 komen aan de orde in hoofdstuk 6
Differentiaalrekening.

In hoofdstuk 7 Meetkunde met codrdinaten staat subdomein E2 centraal.
In hoofdstuk 8 Goniometrische functies wordt het grootste gedeelte van
het domein D behandeld.

De delen 1, 2 en 3 zijn bedoeld voor de leerjaren 4 en 5. Afthankelijk van
de verdeling van de studielast over deze twee leerjaren kunnen de
hoofdstukken 7 en 8 samen met deel 3 in het vijfde leerjaar worden
doorgenomen.

Opbouw

De opbouw in deel 2 is dezelfde als in deel 1. Elk hoofdstuk heeft een
begin- en cindopdracht en een paragraaf Voorkennis. De oriéntatie-
opgaven staan voor elke nicuwe theorie en activeren het denken over een
nicuw wiskundig begrip. Ook de reflectic-opgaven spelen een
belangrijke rol bij het activeren van een wiskundige denkhouding. Naast
de gewone opgaven en de afsluitende opgaven zijn er nog de extra
opgaven. De afsluitende opgaven geven het beoogde eindniveau aan. De
extra opgaven doorbreken de standaardaanpak en activeren zo het
wiskundig denken.

Elke paragraaf wordt afgesloten met een Terugblik, aan het eind van elk
hoofdstuk staat een Diagnostische toets en achterin het boek staan de
Gemengde opgaven.

© Noordhoff Uitgevers by



Drie leerroutes

In deze editie wordt gewerkt met drie leerroutes: de basisroute, de
middenroute en de uitdagende route. De theorie is voor alle routes gelijk.
Bij de opgaven zijn de routes aangegeven met symbolen. Een gevolg van
het werken met deze routes is dat leerlingen niet alle aangeboden
opgaven hoeven te maken. De routes zijn zo samengesteld, dat alle
leerlingen in hetzeltde tempo het hoofdstuk doorwerken. Nieuwe theorie
kan dus klassikaal aan de orde komen.

De basisroute geeft de leerling voldoende oefening om zich alle
vaardigheden die bij de eindtermen horen eigen te maken.

In de middenroute worden enkele oefenopgaven overgeslagen en in
plaats hiervan maakt de leerling opgaven die dieper op de stof ingaan.
De uitdagende route is voor de leerlingen die de basisstof snel oppikken.
Deze leerlingen maken nog minder oefenopgaven. Zo komt er tijd vrij
om aan uitdagende opgaven te werken.

Getal en Ruimte online

Alle opgaven kunnen ook digitaal worden gemaakt. Daarbij krijgt de
leerling zoveel mogelijk gepaste feedback. Ook kan de leerling in de
digitale omgeving uitwerkingen bekijken.

Het docentenmateriaal bevat per hoofdstuk een studiewijzer waarin
bovendien de routes overzichtelijk zijn weergegeven. De studiewijzer
kan naar eigen inzicht worden aangepast. Verder is presentatiemateriaal
aanwezig en zijn bij elk hoofdstuk toetsopgaven opgenomen. Behalve
een bundel waaruit zelf een toets is samen te stellen, is ook een kant en
klare toets (voor ongeveer 75 minuten) opgenomen. In het online
materiaal voor de leerlingen staat bij elk hoofdstuk een oefentoets.

Zoals altijd stellen we op- en aanmerkingen van gebruikers zeer op prijs.

herfst 2019
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Legenda

Voorkennis

Kennis van enkele onderwerpen uit de
onderbouw of uit een voorgaand
hoofdstuk die je paraat moet hebben.

Oriéntatie-opgave
Opgave waarmee je je oriénteert op
de theorie erna.

Gewone opgave
Na de theorie ga je oefenen met de
gewone opgaven.

Reflectie-opgave

In een reflectie-opgave kijk je nog
eens terug op een voorgaand
probleem.

Afsluitende opgave
De afsluitende opgaven geven het
beoogde beheersingsniveau aan.

Extra opgave
Opgaven waarmee je extra wordt
uitgedaagd.

Route-aanduiding
Basisroute

Middenroute
Uitdagende route

NB De symbolen van de route-
aanduiding kunnen in combinaties
voorkomen.

Opgaven zonder route-aanduiding
In de Diagnostische toets en in de
Gemengde opgaven hebben opgaven
geen route-aanduiding.

[»cr] Verwijzing naar een module van
de GR-handleiding.

[»werkeLAD] Verwijzing naar een
werkblad.

[»oEmo] Verwijzing naar een
demo/animatie,
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Wat de betekenis is van machten met negatieve en gebroken exponenten.

Wat een logaritme is.

Werken met grafieken van machisfuncties, wortelfuncties, exponentiéle functies
en logaritmische functies.

Variabelen vrijmaken bij machtsformules en bij wortelformules.
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Beginopdracht Newton en Kepler

Het was Newton die de basisvergelijking F=m + a van de mechanica als
eerste formuleerde. Hierin is F de kracht die op een lichaam werkt, m de
massa van het lichaam en a de versnelling die het lichaam ondervindt.
De eenheid van massa is kg, de eenheid van versnelling is m/s* en de
eenheid van kracht is N (newton). Hieruit volgt dat 1 N = 1 kg - m/s>.
De versnelling die veroorzaakt wordt door de zwaartekracht, wordt
voorgesteld door g. Deze versnelling is voor (een plaats op) de aarde
constant, ongeveer 9,81 m/s?.

De kracht waarmee de aarde een lichaam met massa m aantrekt, wordt
aangegeven met ;. Dus F,=m * g.

Een voorwerp dat met een constante snelheid een cirkelvormige
beweging maakt, ondervindt een kracht in de richting van het

middelpunt van de cirkel, de middelpuntzoekende kracht. Hiervoor geldt
2

my o . .
de formule F, = e waarbij r de straal van de cirkel 1s en v de

baansnelheid.
Doorloopt een voorwerp een cirkel met straal » en is de omlooptijd 7, dan
_ omtrek cirkel _ 2mr
omlooptijd T

o g 2
Combinatie van de formules £, = % env= % geeft de formule
_ AnPmr
Fmpz o T2

» Toon dit aan.

Volgens de Eerste wet van Kepler bewegen alle planeten zich in
elliptische banen rond de zon. Voor de meeste planeten zijn deze
elliptische banen goed te benaderen door cirkels. We nemen daarom in
deze opdracht aan dat de banen cirkels zijn. Volgens de Derde wet van

Kepler is het kwadraat van de omlooptijd 7 van een planeet evenredig
. yis
met de derde macht van de straal » van de cirkel, dus 5= constant,

» De afstand tussen Venus en de zon is ongeveer drickwart keer de
afstand tussen de aarde en de zon. De afstand tussen Mars en de zon is
ongeveer anderhalf keer de afstand tussen de aarde en de zon.

Geet een schatting van de lengte van een Venus-jaar en van een Mars-
jaar.

* De omlooptijd van Jupiter is ongeveer 12 keer zo groot als die van de
aarde.

Bereken hoeveel keer de afstand tussen Jupiter en de zon is
vergeleken met de afstand tussen de aarde en de zon en gebruik dit om
te berekenen hoeveel keer zo groot de baansnelheid van Jupiter om de
zon is vergeleken met de baansnelheid van de aarde om de zon.

8 Hoofdstuk 5 1Machten, exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers by




Voorkennis Herleiden van machten

Theorie A Rekenregels voor machten

In de macht @ is a het grondtal en 5 de exponent.
@ is een korte schrijfwijze voora *a + a - a - a, dus
voor het product van vijf factoren a.

Rekenen met machten gaat als volgt.

Bij het vermenigvuldigen

5= 7

a‘*a’=a‘*a*a‘a‘a‘a‘a=a van machten met hetzelfde
H(_) \—,—I "
2 factoren 5 factoren grondtal tel je de

exponenten bij elkaar op.
Bij het delen van machten

& _gracacgud 2 met hetzelfde grondtal

a’ a-d trek je de exponenten van
clkaar af.

Gl vl i vl g Bij de macht van een

macht vermenigvuldig je
de exponenten met elkaar.

s >
5 factoren a-

Bij de macht van een
product krijg je een
product van machten.

(ab)y*=ab-ab-ab-ab=a-a-a-a-b-b-b-b=a'h

-
4 factoren ab

Zo krijg je de volgende rekenregels voor machten.

Rekenregels voor machten

b g — gt (@) = a™
a?

Hieronder zie je hoe je de rekenregels gebruikt bij

het herleiden.
(3@ = (3)* - (&) = 81" (2)' =16 en 24 =-16
(-3a2) = (3) - (a?)® =-27a" (-3 =27 en -3} =27
(2a*) — (a%)? = 4a® — a® = 34°
@@t tad tat=a g + @ ¢+ Let op: @ - a*> = a’ maar @’ + a° kan niet korter.
12a% _, ,

3ab

© Noordhoff Uitgevers by Voorkennis Herleiden van machten 9



Herleid.
a x*x3
b 2p3 . 3p2

Herleid.
a (pq)
b (3x%)°

2 Herleid.

12x°
42

leo
15x°

| Herleid.

-284°
Ta

b -(3a%)?

Herleid.

a (ab)*-a

b (2aby - b

6 Herleid.

10

a g q"

—1

4a%b + 5a°b*
“20' - -3pg

(-5x%y°)?

d (-4ab’y

=

24a%b?
6ab

i 1 Spﬁq
5p%q

(-2a%y

(_ a3)3

(3a)* + (2b)°
(3a)’ - 8a*

ang—l " an—l

Hoofdstuk 5 1Machten, exponenten en logaritmen

e 5x%y-2x—3x%y

=h

12a°b - ab — 8ab

e (3a) - (24%)°

3’y + (2a*’

10x%y?
5x%y

(2ab)

(3ab)?

(5a)* - -3a
944\2
)

(a)’ + ()’

(5(24)2 + (_a2)4

Toee
n-—n
d

an—]
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5.1 Machten met negatieve en

gebroken exponenten

In de tabel hiernaast kun je zowel in de exponenten als in de
getallen rechts van het = teken een regelmaat herkennen.
a Hoe volgt uit deze regelmaat dat 20 =1 en 22 =32

b Neem over en vul in; 273 = ZL en 274 = ZL
Op dezelfde manier kun je inzien dat3°=1en 32 = %
¢ Neem over en vul in: voor x # 0 geldt x° = ..., x'' = Len
1
xP=—=

Theorie A Machten met negatieve exponenten

In opgave | komen de machten x° en x voor.

2
. . . X

Om de betekenis van x” te begrijpen, kijken we naar —.
X

Z

X
Je weet = 1 voor x # 0.
X

P
Gebruik je de regel % =a’ 4, dan krijg je

2
X -
5 o—al
X

We spreken daarom af dat x° = 1 voor x # 0.

2
. = a0 29 X
Om de betekenis van x> te begrijpen, kijken we naar =
Je weet B k% = L L
xS x.x-x-x-x XeXx"x x3'

2
X _ 55
?_x2 5_X3.

P
Gebruik je de regel % =@, dan krijg je

g1 .
We spreken daarom af dat x* = —. Enzo is x ®=—.
X X

Algemeen geldt x™ = %

P

. . = 1
Voora#0isa’"=1lena?=—.
a

In de opgaven mag je ervan uitgaan dat a # 0.

© Noordhoff Uitgevers bv

5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten

| Rekenregels voor

machten

a’ a9 =qagft4
at
al
(ap)q = gP4

=aqP— 9

(aby = a’b?

x°=1voorx#0.

Maar ook # =x
L

(1 1 e ol S
X

11



ne*

12

Voorbeeld
Schrijf als macht van a.

i
L 2ot 332
a a b c a d —
at a a? ) a™®
Uitwerking
| |
@ @ 5=a’at=a® ¢ — (@Y =al-a®=qgP*"
a a?
(l) (1)
2 2 5 -5
ad a a a
e — _2_l= =3 - —_— = _5__.P’.’= AR
b P T=a a d —— =R a
a a a

F 312 ats (
Je schrijft Sal b* als \;ogzgt zonder negatieve exponenten. 7 onder tissensianpen:
5a'3b2=5';'b2=? 3‘2()6—3—1;6
Je mag hierbij de tussenstap weglaten. \ ;}6
s
Voorbeeld
Schrijf zonder negatieve exponenten.
a 8a’h b 2a% ¢ Ga’h?)?
Uitwerking
3
a 8ab= B
@’
24y . 2D
b 5a 2p = 5?
3 B il g 1 b 16b*
c (a3b2)2 (4)2 (a3)2 (bZ)Z g a6.b4__%.g_~ 9a6
Schrijf als macht van a.
1 a® a
"z ¢ 9
4.1 3y2 L S
b a 6 e (a’) haa (a’)
9 5
(o an f a_s i a_”

Hoofdstuk 5 1Machten, exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers by



Mok 3

nEx

Schrijf zonder negatieve exponenten.

a 6ab d 3a* g -4 (3a)?
b ia3 e (3a)3 h (3a)2b3
¢ (5ap?)! f ;a2 i (Ga'b)?

Uit (%)* =x en (x7Y2 = x volgt x = \/x.

Licht op dezelfde manier toe dat xT= A

Theorie B Machten met gebroken exponenten

1
Met de regel (@”)? = a”¥ lichten we de betekenis van x5 toe.
Je kiest daartoe p = ;— eng=>3.

Je krijgt (x§)5 =xl=x
Je weet (3/x)° =x.
Algemeen is x7 = Jx. Verder is x7 = (x*)7 = . )

}We spreken af dat x° = .

1 4
xi=3xenx7=1x
1 o P o Maar ook
a’ =Jaena= \{‘f-"a”
3
Yx¥=x%en
; 1 L. .2
Een macht met een gebroken exponent kun je dus S
herleiden tot een (hogeremachts)ywortel. Zo is rox

= 2 1 1
P sy
:

T3
X X

Voorbeeld
Schrijf als macht van x.

: Y
ux'{/P b% ca

Schrijf zonder negatieve en zonder gebroken exponenten.

1 1 1 2
=i it 1. iSue—s
d 4a° e 4a> 1 Sa%b 4
Uitwerking ]
s 4 = 2 2 X af a2 %/; b R W
a x X" =X xJ:x} b 3—:—]:x 3—x3 [ 3—:—]:x4 3:x12
P 5 B
1
L4 4 71 L { L2 g2 \/E
d da’=—=—— e 47 =4a® a’=4a\Ja 1t jabi=—5=
o~ 3 4 - 3b2
a3 a 4b3

© Noordhoff Uitgevers by 5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten
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Schrijf als macht van a.

ua‘{/a d;—_,, g3a12
1 1

bﬁ eaz-\/E hg'{/&
1 1 a’

CE f 3; i %

1

1 1
Je kunt }/2 als macht van 2 schrijven: 1/2 = % 27=22.2i=2"3,

Schrijf als macht van 2, 3 of 10.

42
a 82 c% e t° 33

b 5\3 d 7y/10 t 10301

Schrijf zonder negaticve en zonder gebroken exponenten.
3L 2 ] 11
a Sa° c 3a: e sa 1p3

1
b %a'JTb d %a"’b]f f (5a):

Schrijf als macht van x.

Al
&

uxzﬁ\/; c

4,5
b x- ¥ d Lk

xs.él\/;

%

ol .

Harry schrijft een rij getallen op. Hij begint met 1 en het tweede

getal is 2. Elk getal daarna maakt hij als volgt. Hij deelt het voorlaatst
opgeschreven getal door het laatst opgeschreven getal.

Schrijf het tiende getal dat Harry opschrijft als macht van 2.

Schrijf de volgende formules in de vorm y = ax?.

a y=(2x) )% ¢ y=3GxH2" 6x
b };21‘4)(3 d v= )

X ’ 3x\/3_c

Schrijf de volgende formules in de vorm y = ax”,
5 5
a y=—¢ C v=—7"2x
r- =30
b v= Sx\/ﬁ d v= 72x(]3x\/;)3

Hoofdstuk 5 1Machten, exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers by



"4 Gegeven is de vergelijking x5 =10.
L@% g Verhef het linker- en rechterlid tot de macht 3.
b Toon aan dat de oplossing van de vergelijking gelijk is aan x = 10,/10.

Theorie C Vergelijkingen met gebroken exponenten

Om de vergelijking x'7=6 exact op te lossen, schrijf je eerst de
vergelijking als x2=6. Vervolgem verhef je het linker- en rechterlid tot
de macht 2. Je krijgt (x?)5 = 67, dus x = 6 oftewel x = J/& = 3/36.

In het mforma,tlef op de volgende bladzijde zie je dat er problemen
kunnen ontstaan als je bij machten met gebroken exponenten negatieve
grondtallen toestaat. Vandaar dat we bij de vergelijking ¥ = ¢ met p een
gebroken getal het grondtal x positief nemen.

a b
I Voor ¢ > 0 en x > 0 geldt x? = ¢ geeft x = .

Voorbeeld
Los exact op.

1

a 10x3=5 b 3(2x)2=5

Uitwerking

a 10x7=5 b Y2xP=5
X~} (22 =
x=()?3 =5
=2 1P 2x=5\/5
x=23=8§ x=25/5

Los exact op.

ne A
a x’=9 ¢ 5—22=4
b 8 i=1 a J2xy=!

© Noordhoff Uitgevers by 5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten 15
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Gebroken exponenten en hogeremachtswortels
De regel ai= Ja? passen we uitsluitend toe bij positieve grondtallen.
Bij negatieve grondtallen moet erbij dat de breuk ‘;—) niet vereenvoudigd
kan worden.
Dus (-2)!4 = (-2)6 = (-2) = 3/(-2) = §-128 = -2,639
(-2)15 = (:2)io = (-2): = \/(-2)° = /-8 bestaat niet
(-2)"=(-2)5 = (-2) = {(-2)° = 3256 ~ 3,031
Laat je de voorwaarde dat de breuk % niet vereenvoudigd kan worden weg,
dan krijg je (-2)" = (-2)° ='Y(2)" ='916384 ~ 2,639 en dit klopt niet
()15 = (-2)p = (-2) = 4(-2)° = 464 ~ 2,828 en dit klopt niet.

In de opgaven mag je uitgaan van positieve grondtallen.

Los exact op.
Loat_n2_ 1.1k Az B

b 34201 =6 d Lp2-3)=81

Los exact op (x> + 10)'2 = 3:’(x* + 10)2.

De formule y = 27x> is te schrijven in de vorm x = ay’.
Onderzoek hoe dat gaat.

Theorie D Variabele vrijmaken bij y = axP

Het is mogelijk om bij y = ax” de variabele x vrij te maken zodat x is
uitgedrukt in v, oftewel x als functie van y is geschreven.

Bij y=21x - Yx krijgje y=21x - J/x Verwissel beide leden zodat
21x - Yx=y x in het linkerlid komt.
xlé_ = 2]—]};
xXi=2y
x=Gryy
x=(t 3
x=0,10y075

Dus x = 0,10y%75,

Hoofdstuk 5 1Machten, exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers by



Voorbeeld 10
Schrijf de formule y = in de vorm x = ay?.
s

Rond zo nodig af op twee decimalen.

Uitwerking

= 10 10 10 1052 = 103

\/_)CJCZJC2

y= 10x > geeft 10x 3 =y

xi= 0,1y
x=(0,1y)

x=0,17%" y’g
w2510
Dus x=2,51y%4

Schrijf in de vorm x = ay”. Rond zo nodig af op twee decimalen,

a y=s5i" b y=0,lx" ¢ y=125x2
“ =0 Maak x vrij. Rond zo nodig af op twee decimalen.
Be 12 6

= v3 )= P
a y=15x \/.; b y x‘i/; c v 233

'l a Schrijf de formule K =15¢ "¢ in de vorm ¢ = aK”. Rond a af op twee
OO*  decimalen.
b Druk 7 uit in v bij v = 25¢,/z. Rond af op twee decimalen.

: m
Maak m vrij bij de formule F = \F

© Noordhoff Uitgevers by 5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten 17
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Bij een tsunami hangt de golthoogte af van de waterdiepte. Hoe minder

diep het water is, hoe hoger de golf. Dus bij de kust krijg je met hoge

d,

0,25
golven te maken. Men heeft het verband 4= A, - (EO) gevonden.

Hierin zijn d,, en h, de waterdiepte en golthoogte op de plek waar de
tsunami ontstaat en zijn d en 4 de waterdiepte en golfhoogte op een
andere plek, met d, h, d, en h, in meter.

Op 24 december 2004 ontstond er een tsunami met een golthoogte van
60 cm in een gebied met waterdiepte 1 km.

Met bovenstaande gegevens is voor het verdere verloop van deze
tsunami het verband tussen de waterdiepte d en de golthoogte / te
beschrijven met de formule # = 3,374%%.

a Toon dit aan.

b Bereken in dm nauwkeurig de golthoogte bij een waterdiepte van
300 meter.

¢ Maak d vrij bij & =3,37d""%. Rond af op gehelen.

d Bij welke waterdieptes is de golf meer dan 2 meter hoog?

Tussen de luchtdruk D in mbar en de hoogte /# in km boven zeeniveau

geldt bij benadering de formule D =1014(1 —0,0226A)°2°,

a Bereken in mbar nauwkeurig de luchtdruk op een hoogte van 1,5 km.

b Maak % vrij. Rond af op twee decimalen.

¢ Op welke hoogten is de luchtdruk minder dan 0,5 bar? Rond af op
honderden meter.
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Terugblik

Machten met negatieve en gebroken exponenten
De rekenregels voor machten gelden ook voor machten met negatieve

exponenten.
3

Dus & - aS=a? S =a?, (a?P=a%en (ab)?=a?h?
a

; 1
Voora#01sa0=lena'ﬁ’=a—p.

| - . .
De regel a? = P gebruik je om bijvoorbeeld 2 a 3b? zonder negatieve
2

exponenten te schrijven. Je krijgt 2a3h* = %.

S
De rekenregels voor machten met gebroken exponenten zijn a* = \‘?/E en

ai= JaP. Dus 2x3=2 - x en (4x) = 3f(dx)2 = Y162

,_ 1 2 e T ;
Met de regels a” = i Ja en ai= Ja’ kun je 3a%b 5 zonder negatieve

1
2 o o Lot D 2- 4\/E
en zonder gebroken exponenten schrijven. Je krijgt 5a'h s =——F=—F—
3p5 3 1/b
2 2 2
. 30 X X X _al 4L
s 2 s als macht van x te schrijven: — == = ?=x2 SG=x
x3 - 4 Vo N

Vergelijkingen met gebroken exponenten

Bij het exact oplossen van vergelijkingen als 6x15+5=53 gebruik je de
a b
regel: voor ¢ > 0 en x > 0 geldt x> = ¢ geeft x=c".

6x1+5=53
6x 13 =48

3
x 2=3

Variabelen vrijmaken bij formules van de vorm y = ax?
. v
Om bij de formule y = — 5~ de variabele x vrij te
x2 -

{/; ' _2

maken, herleid je de formule eerst tot de vorm y = ax”. ¥ 25]x ;
504  s0xi  50xf . o2 250 =y

Y=oz TE 2x2%~25x 2 5 7220’04}_

Hoe je bij de formule y = 25x 2 vervolgens x kunt x=(0,04y) =

vrijmaken, oftewel x uitdrukken in y, oftewel x schrijven 2
als functie van y, zie je hiernaast.
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5.2 Machtsfuncties en wortelfuncties

Gegeven zijn de functies f(x) = x2, g(x) = x3, h(x) = x° en k(x) =x°,

a Plot de graficken van deze functies. Neem x tussen -1,5 en 1,5 en
v tussen -2 en 2.

b Er zijn twee punten die op elk van de graficken liggen.
Schrijf de codrdinaten van die punten op.

¢ Van welke van de grafieken ligt geen enkel punt onder de x-as?

Theorie A De grafiek van een machtsfunctie

Een functie van de vorm f(x) = ax" is een machtsfunctie.
In het schema hieronder zie je hoe de grafiek van f eruitziet voor n > 1
en n een geheel getal.

n even n oneven

a>0 a<o a=0 a<o

De functies f(x) = ax” zijn standaardfuncties en de bijbehorende
grafieken zijn standaardgraficken. Je mag standaardgrafieken zonder
toclichting tekenen en schetsen.

Bij even waarden van n is de grafiek (lijn)symmetrisch met de y-as als
symmetrieas. Bij oneven waarden van # is de grafiek puntsymmetrisch
met de oorsprong als punt van symmetrie.

Een grafiek kun je verschuiven. Zo ontstaat een
beeldgrafiek.

Een ander woord voor verschuiving is
translatie.

De grafick van g(x) =-3(x +4)* + 5 ontstaat uit

de grafiek van f(x)=-1x* bij de translatic 4 naar
links en 5 omhoog. Deze translatie noteren we
als translatie (-4, 5). Zie de figuur hiernaast.

De top van de grafick van g is (-4, 5),

het maximum van g is g(-4) =5

en het bereik is B, = (<, 5].

figuur 5.1
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Algemeen geldt: bij de translatie (p, g) vervang je in de formule x door
x — p en tel je g bij de functiewaarde op.

Pas je op de grafiek van y =3(x + 7)° — 2 de translatic (8, 6) toe, dan
krijgje y=3(x+7) — 2 _franslatic8,6) ,y=3(x —8+7)y —2+6, dus
y=3(x—-1Y+4

grafiek beeldgrafiek
y= ax" translatie (p. ¢) sy = ﬂ(.\‘ _p)rr =l q

Behalve verschuiven kun je een grafiek ook
vermenigvuldigen.
Bij de vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as

met - 5 heeft de grafiek van y = (x — 2)* — 2 als beeld

de grafiek van y =-3( (x —2)* — 2), dus van

y=-1(x—2)*+ 1. Zie de figuur hiernaast.

y=-zbc=2) +1

grafiek beeldgrafiek

p=XN__Verm.xas.a g = gy

figuur 5.2

Translaties en vermenigvuldigingen zijn voorbeelden van
transformaties. De volgorde waarin je transformaties toepast,
is van belang.

¥ =JC3 verm. x-as, 4 y = 4x3 translatie (2, 5) sy = 4()6 = 2)3 +5

¥y =x3 translatie (2, 5) yy = (x _ 2)3 + §__verm. x-as, 4 y= 4((JC — 2)3 i 5)
y=4(x—2)+20

Voorbeeld

Op de grafiek van y = ﬁx" wordt eerst de translatie (2, -3) toegepast
en vervolgens de vermenigvuldiging met -2 ten opzichte van de x-as.
Stel de formule op van de beeldgrafiek en geef de codrdinaten van
de top.

Uitwerking

y =5 == .

| translatie (2, -3) Blj de translatie (2, -3) vervang
y=fT(x—2)6—3 je in de formule x door x — 2 en

| verm. x-as, -2 trek je 3 af van de functiewaarde.

p=-2(GG—2F~3)
oftewel y=-1(x —2)°+6
De top is (2, 6).

Bij de vermenigvuldiging ten
opzichte van de x-as met -2
vermenigvuldig je de
functiewaarde met -2.
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Op de grafiek van y = —lgx3 wordt eerst de translatie (-3, -5) toegepast en
O vervolgens de vermenigvuldiging met -3 ten opzichte van de x-as.

a Stel de formule op van de beeldgrafick.

b Geef de codrdinaten van het punt van symmetric van de beeldgrafick.

a Op de grafick van y = 0,3x* wordt eerst de translatie (-5, 6) toegepast
ne en vervolgens de vermenigvuldiging met -4 ten opzichte van de x-as.
Stel van de beeldgrafiek de formule op en geet de codrdinaten van de
top.
b Op de grafiek van y = 0,3x* wordt eerst de vermenigvuldiging met -4
ten opzichte van de x-as toegepast en vervolgens de translatie (-5, 6).
Stel van de beeldgrafiek de formule op en geef de codrdinaten van de
top.

Schets van de volgende formules de grafiek en vermeld hierin de
BO% coordinaten van de top of van het punt van symmetrie.
a y=1(x+2y*-3

b y=-3(x—2)
¢ y=12—(x+3)
d v=30*-2)+5

a Op de grafiek van f(x) =1 (x — 3)° + 7 wordt eerst de translatie (1, 2)
BO*  toegepast en vervolgens de vermenigvuldiging met -1 ten opzichte

van de x-as.
Bereken de codrdinaten van het punt van symmetrie van de
beeldgrafiek.

b De grafiek van g(x) = —2%(;: +4)° — 1 wordt eerst vermenigvuldigd
met -4 ten opzichte van de x-as, vervolgens wordt de translatie
(-5, -4) toegepast. Zo ontstaat de grafiek van de functie 4.
Bereken de extreme waarde van 4.

Gegeven zijn de functies f(x)=(x—5)+5en g(x)=3Jx—5+5.
©* @ Bewijs dat g de inverse is van f.
b Bercken exact de codrdinaten van de snijpunten van de graficken
van fen g.

a Plot de grafiek van y = /x,
BO®%  Geef het domein en het bereik.
b Plot de grafiek vany = \x +2 + 3.
Hoe ontstaat de grafick van y = \/x + 2 + 3 uit die van y = /x?
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Theorie B Domein en bereik van wortelfuncties

De eenvoudigste wortelfunctie is f(x) = \/:_c y
De grafick van fis een standaardgrafick en is in figuur
5.3 getekend. Hierbij is de volgende tabel gebruikt. —2 -
LTy = VX
x|ol1|2]a]e -
o |1 | 2|24 7
o) 1 2 3 4
De grafick is een halve parabool die de y-as in het S

randpunt O(0, 0) raakt. figuur 5.3 De grafieck van v = /x
Het domein van f'is D,= [0, —) en het bereik van f'is is een standaardgrafick.
B,=[0, -).

Uitgaande van de standaardgrafiek y = \/x zijn door transformaties
grafieken van andere wortelfuncties te tekenen. Hieronder zie je het
effect van transformaties op randpunt, domein en bereik.

y=vx y=+x

| translatie (-4, 2) | translatie (3, 0)
y=\zx+4+2 y=1,‘x—3
y | verm, x-as, -2
el I | y=-2x-3
o e 2 442
\ ..--""'"i—‘— y
. <// 3 ‘ = I.}/| - y :I‘\—_‘_(_I_.."""—‘—. ot
— 2 SN el L1 }/:\"X_S
;\\\ 3 // 1
| 5 ol 12445678 |
-43-2-10] 1 2 3 4 <1 o
_2 I G PRI BN, S —
Van y = \/x +4 + 2 is het randpunt (-4, 2), |8 e x——i_’:\
het domein [-4, —) en het bereik [2, =), | 4" ‘ . T e

Van y =-2/x — 3 is het randpunt (3, 0),
het domein [3, —) en het bereik {«, 0].

Gegeven zijn de functies f(x)=+x—3—2en

g(x)=-2yx+3.

a Hoe ontstaan de grafieken van f'en g uit de grafiek
van y = \/x?

b Schets de grafieken van f'en g.

¢ Geef D, B, D, en B,

Vermeld in de schets de
coOrdinaten van het
randpunt.
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Het verband tussen de grafiekenvan y = x2en y = \/x

Je weet dat de grafiek van y = x? een parabool is die de x-as

y
raakt in de oorsprong. Verwissel je x en v dan krijg je de y=X
parabool x = * die de y-as raakt in de oorsprong. 3
Uit x = 2 volgt »* = x en dit geeft y = \/x vy =-/x. y =x
Dus de grafiek van y = \/;c is een halve parabool die de y-as oM &
raakt in de oorsprong. e

y=-¥

Gegeven zijn de functies f(x) =2/x — 3 en g(x) =—/x + 5.

a Hoe ontstaan de grafieken van f'en g uit de grafiek van y = \/x?

b Schets de grafieken van f'en g.

¢ GeefD,, B, D, en B,.

Geef van clk van de volgende functies de codrdinaten van het randpunt

van de grafick. Geef ook het domein en het bereik.

a f(x)=yx+5+3

b glx)=yx+3-7

c h(x)=-2x+1

d k(x)=3x+1

e /[(x)=-yx—1—1

f m(x)=-3+x

Gegeven is de functie f(x)=5—/2x—6.

a Het domein is D,=[3, —).

Licht dit toe.
b Het bereik is B,= (¢, 5].
Licht dit toe.

Theorie C De grafiek van een wortelfunctie

De grafick van f(x)=-2+ /7 — 2x is een halve parabool. (& ;

Het is niet eenvoudig om door middel van transformaties [ a4

de grafiek van f'te krijgen uit die van y = \/J; Het is \-\\ ]

daarom noodzakelijk bij een wortelfunctie de codrdinaten
van het randpunt exact te berekenen. Je berekent daartoe

het domein en hieruit volgen de codrdinaten van het

fi 4
randpunt. BZUUES
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Bij f(x)=-2+ /7 — 2x vind je het domein als volgt.
Onder het wortelteken moet een niet-negatief getal staan, dus

T —2x 20
> 7 fB32)=-2+0=-2
x§3% v

Dus D= (,3 %] en het randpunt is (3 %, ).

Afspraak
Bij het schetsen van de grafick van een wortelfunctie bereken je eerst het
domein en vermeld je de codrdinaten van het randpunt.

Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x)=1— /6 —2x.
a Schets de grafiek van f'en geef B,

b Los algebraisch op f(x) > -2.

>-59
¢ Welke waarden neemt f(x) aan voor x > -5° l Gebtiik de GR woorhet ]
o schetsen van de grafiek.
a 6-2x>0 %
2x =5
=3 ' /
D,= {(¢—, 3] en het randpunt is (3, 1). 0 5
Bf: <(_a 1]

b f(x)=-2geeft] -6 —2x=-2 y
6—2x=3

kwadrateren geeft
6—2x=9

/
L= 1o 3 "
x:_lé_ 112 /

fx)> -2 geeft-13<x<3 . y=—2
/:\

Houd rekening met het domein.

c f(-5=-3 y
x>-5geeft-3<f(x)<1

A

I LT
Houd rekening met het bereik. : }
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Geef van elk van de volgende functies het domein, het bereik en de

codrdinaten van het randpunt van de grafiek.
a f(x)=3+.8—4x
b g(x)=3+ \XH
c h(x)=5—\2x+6

d k(x)=-2Jx+3

Gegeven is de functie f(x)=3—/2x+5.

a Schets de grafiek van f'en geef B,

b Los algebraisch op f(x) > -2.

¢ Welke waarden neemt f(x) aan voor x < 227

Gegeven is de functie f(x)=2./7 —3x—4.

a Schets de grafick van f'en geef B,

b Los algebraisch op f(x) > -2.

¢ Welke waarden neemt f(x) aan voor x > -37

Los algebraisch op 2 + /7 —2x <x.
Gegeven is de functie f(x)=3—1/2x + 16.

De functie g is de inverse van de functie f.
Bercken het domein en het bereik van g.

Het randpunt van de grafiek van f(x) =4 — /5 + ax ligt op de lijn

kiyp=2— 1.
Bereken a.

De grafiek van de functie f(x) =a./x + b gaat door de punten (5, 3)

en (13, 9).
Bereken algebraisch a en b.

a Toon aan dat uit y = 2/x volgt x =1 2.
b Vulin: Uit y=/x —2 volgtx = ...

¢ Vulin: Uit y=2\x—2 volgtx = ...
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Theorie D Variabelen vrijmaken bij wortelformules

Bij de formule y =2 + \/x — 3 kun je de variabele x vrijmaken.
Dit gaat als volgt.

y=2+<yx—3 Verwissel beide leden zodat x in het linkerlid komt.
2+ x—3=y Isoleer de wortelvorm.

\/m?v —2
kwadrateren geeft
x—=3=(@—-2)?
x—3=y"—4y+4
x=y—4y+7

Afspraak
Bij het vrijmaken van variabelen hoef je geen voorwaarden te vermelden.

Voorbeeld
Maak ¢ vrij bij de formule N=3 -2/t — 1.

Uitwerking
N=3-2yt—-1
yil—1 =3 =N
kwadrateren geeft
4(t—1)=(3—- Ny
4t—4=9-6N+N?
4t=13 — 6N+ N?
t=3N>— 13N +3;

a Gegeven is de formule F'=32¢— 1.
BO*  Maak 7 vrij.
b Gegeven is de formule 4 =5+ /4 — 35B.
Schrijf B als functie van 4.
¢ Druk y uit in x bij 2x\/y = 5=0.
d Gegeven is R\/qg—\R=6.
Schrijf g als functie van R,

Variabelen vrijmaken bij wortelformules

De functie f(x)=2+ \/x— 3 heeft D,=[3, —) en B,=[2, —), dat wil zeggen x >3
en y > 2. Deze voorwaarden blijven gelden bij het vrijmaken van x.

Maak je x vrij bij y =2+ /x — 3, dan krijg je x=1)* -4y + 7.

Dus ook bij x=3?—4y + 7 is x> 3 en y > 2. Dat betckent dat je bij x=)* —4y + 7
bijvoorbeeld niet y = 0 mag nemen. De voorwaarde y > 2 mag je achterwege laten.
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De snelheid van het geluid hangt af van de temperatuur. Bij windstil

weer wordt dit verband bij benadering gegeven door v=3314/1 + %

Hierin is v de snelheid van het geluid in m/s bij een temperatuur van T °C.

Ga in deze opgave uit van windstil weer.

a In de twintigste eeuw varieerde de temperatuur in Nederland van
-27,4 °C tot en met 38,6 °C.
Bereken in m/s het verschil van de geluidssnelheden bij deze twee
temperaturen. Rond af op gehelen.

b Bereken algebraisch de temperatuur in gehele graden Celsius in het
geval de geluidssnelheid 340 m/s is.

In de atmosfeer neemt de temperatuur af volgens de formule

T'=T,— 6,5h. Hierin is & de hoogte in km en 7|, de temperatuur in °C op

0 km hoogte.

¢ Bereken de geluidssnelheid in km/uur op een hoogte van 2,5 km in
het geval de temperatuur 25 °C is op 0 km hoogte. Rond af op
gehelen.

d Schrijf v in de vorm v =a,/bh + ¢ in het geval het op 2 km hoogte
-1 °C is. Rond zo nodig af op vier decimalen.

e Stel een formule op van 4 in de vorm 4 = pv* + qT, +r. Rond p en g af
op vier decimalen,

Gegeven is de functie f(x)=a + \/bx + c. Verder is gegeven de functie

g(x)=1x>—3x metx > 3.
Bereken algebraisch voor welke a, b en ¢ geldt g = /™.
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Terugblik

De grafiek van een machtsfunctie.

Een functie van de vorm f(x) = ax” is een machtsfunctie. n even

De bijbehorende grafieken zijn standaardgrafieken die je zonder a>0 a<0
toelichting mag tekenen en schetsen. Hiernaast zie je hoe de
grafiek van f eruitziet voor n > 1 en n een geheel getal. il il
Bij even waarden van # is de grafick (lijn)symmetrisch met de 0 | /5]\
v-as als symmetrieas. Bij oneven waarden van » is de grafiek
puntsymmetrisch met de oorsprong als punt van symmetrie. 1 oneven

a>o a<g0

Transformaties

Translaties en vermenigvuldigingen zijn voorbeelden van % y
transformaties. Hieronder zie je dat de volgorde waarin je /5 | o |\
transformaties toepast van belang is.

y=4x y=4x

| translatie (3, 2) | verm, x-as, —;—
y=4(x—-3Y+2 y=-34x°=-2x°
| verm. x-as, -1 | translatie (3, 2)
y=-3(4(x -3y +2) y=-2(x—3)+2
oftewel y=-2(x—3)° — 1

De grafiek van een wortelfunctie

De eenvoudigste wortelfunctie is de standaardfunctie
f(x) = /x. De grafick is een halve parabool die de y-as
in het randpunt (0, 0) raakt. Het domein is D,= [0, —)
en het bereik is B;=[0, —).

Om de grafiek van g(x) =3 — /5 — 2x te schetsen, y
bereken je eerst het domein en de codrdinaten van het (25, 3)
randpunt. Uit 5 — 2x > 0 volgt 2x > -5, dus x < 2 % /
Dus D, ={«, 25] en het randpunt is (23, 3).

Variabele vrijmaken bij wortelformule

Bij de formule Z =4+ /3p + 1 kun je p vrijmaken.
L=4+.3p+1

V3pt1=L—-4

kwadrateren geeft

3p+1=L>-8L+16

3p=12—8L+15

p=3I[*-2%L+5
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5.3 Exponentiéle functies

Gegeven zijn de functies f(x) =2* en g(x) = (3)".
a Plot de graficken van f'en g. Welk verband bestaat er tussen de twee

grafieken?

b Bereken f(-10), f/(-20) en f(-100).
[s er bij f'een origineel te vinden waarvan het beeld 0 is? Licht toe.

m

d Geef van fen van g het bereik.

Theorie A De standaardfunctie f(x) = g*

De functie f(x)=2"is een exponentiéle functie. De grafiek is stijgend.
Neem je x heel klein, bijvoorbeeld -1000, dan ligt het bijbehorende punt
van de grafiek heel dicht bij de x-as. De x-as is de horizontale asymptoot
van de grafiek van /. Het bereik is B,= (0, —). Het domein bestaat uit alle

reéle getallen, dus D,=R.

Een asymptoot is een lijn waarmee de grafiek op den duur vrijwel

samenvalt,

De grafiek van g(x) = (3)* is dalend en komt aan de rechterkant steeds
dichter bij de x-as. Ook deze grafick heeft dus de x-as als horizontale

asymptoot.

De functies f(x)=g*met g>0en g# 1 zijn exponentiéle
standaardfuncties. De bijbehorende graficken zijn standaardgrafieken,
dus je mag ze zonder toelichting tekenen en schetsen.

De standaardgrafiek y = g*

O0<g<t

\

O
dalend

g>1
X —"’i?
stijgend
domein R
bereik (0, —)

de x-as (de lijn y = 0) is horizontale asymptoot
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Op de standaardgrafiek y = g* kun je transformaties uitvoeren.
Hierbij krijg je ook te maken met de vermenigvuldiging ten
opzichte van de y-as.

Bij de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 2 y
heeft het punt (4, 3) als beeld het punt (8, 3). En zo heeft
het punt (x, y) als beeld het punt (2x, v). —i
Xy (2x )
® 9
@,3 (8,9
o X

figuur 5.5 Vermenigvuldigen
ten opzichte van de yv-as met 2.

Vermenigvuldig je de grafiek van y = f(x) ten opzichte y
van de y-as met 2, dan geldt voor de beeldgrafiek

¥ =g(x) dat g(2x) =(x) oftewel g(x) =/ (3x). En
vermenigvuldig je de grafiek van y = f(x) ten opzichte @
van de y-as met b, dan geldt voor de beeldgrafick

v =g(x) dat g(bx) = f(x) oftewel g(x) =f (; - x). Dus bij 0
de vermenigvuldiging ten opzichte van de v-as met b figuur 5.6 Vermenigvuldigen ten
vervang je in de formule x door ; * x. opzichte van de y-as met 2.

Het effect van transformaties op de standaardgrafiek y = g*
grafiek beeldgrafiek

y=g°* translatie (0, ¢) y=g%+ q met asymptoot y = ¢

y= g.\' translatie (p, 0) y= g-“ P met asymptoot ¥ = 0

y= g'\, verm. x-as, a y=a- g,\- met aS}’lllptOOt y= 0
. . L

y= g.\‘ verm. y-as, b y=gb X met asymptoot y= 0

Je kunt bij de functie f(x)=2 - 3°7* aangeven hoe de grafiek uit de
standaardgrafiek y = 3* ontstaat. Hierbij krijg je te maken met de
4

: 54 . 1
vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 075" >

y=3*
| verm. x-as, 2
pe=2 e 3

l verm. y-as, 4
y=2-3i¥oftewel y =2 - 3075

De grafick van y = g* + g heeft als asymptoot de lijn y = g.

Bij het schetsen of tekenen van zo’n grafiek teken je deze asymptoot als
stippellijn en zet je de formule erbij.
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Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x) = 150 — 3 - 0,7".
Geef het bereik en de formule van de horizontale asymptoot van de grafick.

Aanpak

y= 0,7_1‘ verm. x-as, 3 y= ,3 . 0;7.( translatie (0,150) 5y = 150 . 3 . 0,7):
asymptoot y=0 y=0 v=150
bereik 0, =) (<, 0) (<, 150)
Uitwerking

Het bereik is {(«<—, 150) en de asymptoot is de lijn y = 150.

Geef van de graficken van de volgende functies aan hoe ze uit een
BO* standaardgrafiek ontstaan. Vermeld ook de formule van de asymptoot.

a f(x)=3"2-1 ¢ hx)=3-2+4

b g(x)=2-0,5+3 d k(x)=10-0,8%% "1

Geef het bereik en de formule van de horizontale asymptoot van de
0O  grafiek.

a f(x)=8-1,5-6 ¢ A(x)=1000-0,3"""

b g(x)=5-2"'0,8" d A(x)=1000(1 —0,39)

De volgende transformaties worden toegepast op de standaardgrafiek y = 3*.
O®3% Geef telkens de formule van de beeldgrafiek.

a Eerst spiegelen in de x-as, dan 1 omlaag schuiven.

b Eerst de translatie (2, 5) en dan de vermenigvuldiging ten opzichte
van de y-as met 3.

¢ Eerst 5 omlaag en 4 naar rechts schuiven, dan met 3
vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

d Eerst met 3 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as, dan de
verschuiving 5 omlaag en 4 naar rechts.

Gegeven is de functie f(x) =2""3 — 4.
B@* a Hoe ontstaat de grafick van fuit een standaardgrafiek?

b Geef het bereik en de formule van de horizontale asymptoot van de
grafiek.

¢ Schets de grafiek van f. Denk eraan de asymptoot als stippellijn in de
schets op te nemen.

d Bereken f(3). Welke waarden neemt f{(x) aan voor x < 3? Houd
rekening met het bereik.

e Losop f(x) <-1. Rond af op twee decimalen.

Gegeven zijn de functies /(x) =2" ~ 2 en g(x) = ()" ' +2.

O a Los op f(x) > g(x). Rond af op twee decimalen.
b Voor welke p heeft de vergelijking f(x) = p geen oplossingen?
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Gegeven zijn de functies f(x) =2""2—3eng(x)=4 0,5 3—1.

a Voor welke p heeft de vergelijking f(x) = p €én oplossing en de
vergelijking g(x) = p geen oplossingen?

b Welke waarden necemt f(x) aan voor x <29

¢ De lijn x = 1 snijdt de grafiek van f'in het punt 4 en de grafiek van g
in het punt B.
Bereken de lengte van het lijnstuk 4B.

d De lijn y = 5 snijdt de grafiek van f'in het punt P en de grafiek van g
in het punt Q.
Bereken de lengte van het lijnstuk PQ. Rond af op drie decimalen.

8 * 4% is te herleiden tot 2% 3,
Toon dit aan.
b Welke regels voor machten heb je bij vraag a gebruikt?

Theorie B Herleiden totdevormy=b - g*

Bij het herleiden van 8 - 4* tot 223 in opgave 52 heb je de regels
(@’Yl=a’ en @’ - a¥=a’ "9 gebruikt.

Omgekeerd kun je 223 schrijven als 8 - 4%, Je gebruikt dan de regels

a’ - a¥=a’* 9 en (a’)? = a’? van rechts naar links.

Zo krijg je 2% +3=22.23=(22)* - 8 =8 - 4%,

Op dezelfde manier kun je een formule als y =40 - 37" 1 gchrijven in de
vorm y=b + g*. Zie het voorbeeld.

Voorbeeld
Schrijf de formule y =40 - 3> lin de vorm y=b * g*.

Uitwerking
y=40-32+1=40-32-31=40-(3%)*-3=120 " (Lz) =120" (lg)x

3
Dus y=120 - (3)

Schrijf de volgende formules in de vorm y =5 - g*.

a y= 15 4 23.r+2

b y=50-2%"!
¢ y=260-4"""
d y=8.4—2x—1
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Schrijf de volgende formules in de vorm y =5 - g*.

a y=2x.22r—3
1y—2
b y=63- 32
¢ »=50000-100" %
3
d y:42x*1

De grafick van f(x)=5— 2;'“H * wordt 8 naar beneden en 12 naar rechts
geschoven, Hierdoor ontstaat de grafiek van de functie 4. De functie 4
kan geschreven worden in de vorm A(x)=a+b - g*.

Bereken exacta, ben g,

Op de grafiek van f(x) = 2%~ 3 wordt de translatie (-5, 0) toegepast. Zo
ontstaat de grafiek van de functie g.

Je kunt de grafiek van g ook krijgen door de grafiek van f'met a te
vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

Bereken a.

Schrijf 4,/2 als macht van 2 en los de vergelijking 2¥ ! = 4,/2 exact op.

Theorie C Exponentiéle vergelijkingen

Bij het exact oplossen van exponentiéle vergelijkingen zoals
2%~ 3= \/E, 3ol =é 3en2 - 3% =18 werk je toe naar een vorm
waarin het linker- en rechterlid als macht met hetzelfde grondtal zijn

geschreven, Daarna gebruik je

| g =gBgeeftA=B

Voorbeeld

Los exact op.

a 3'=1/3 b 23> '=18 c 2-9:73=¢6

Uitwerking ]

a 3 1=33 b 2:31=18 ¢ 2:97 =6
¥ L= 238 3 -1=9 9:% =3
3x+1 - 3"15 32;-7] - 32 (32)5““3 =3
x+1=-13 2x—1=2 3x-6=3!
x=-23 2x=3 x—6=

x=1% x—17
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Los exact op.

B o 277 1=64 c 3%=3 e 2¢=32
b 2 =5 d (3)=1 f 57 0=()
Los exact op.

BOT q 3>1=27/3 c 3¥-2=25 e 10-37=270
b 10%+1=0,01 d 5-2'=80 f 3-8 =48

' Los exact op.

BO¥ q 3 -27+4=28 c 3-7>"1=147 e 5-47=23

b 57 ¢=0,04 d 327 2=y f 8-2v=4""

Op de grafieck van f(x) =3""2— 5 wordt eerst de translatie (3, 7)

* toegepast en vervolgens de vermenigvuldiging met b ten opzichte van de
v-as. Zo ontstaat de grafiek van de functie g. Het punt A(-15, 83) ligt op
de grafiek van g.
Bereken b exact.

Gegeven is de vergelijking 271 1 + 2¥ =48,
BO% q Licht toe dat uit 277! + 2 =48 volgt 2 * 2" + 2" =48,
b Licht toe datuit 2 - 2+ 2* =48 volgt 3 - 2* =48 en los deze
vergelijking exact op.

Theorie D Herleiden tot de vorm g2 = g&

De vergelijking 372 + 3¥ = 10 is exact op te lossen door de vergelijking te
herleiden tot de vorm g = g5. Je krijgt

3T 2438= 10

3¥-32+3*=10

9:3*+3*=10

10 - 3°=10

F=1

3.\7 - 30

x=0

Los exact op.
BOT a 3772+3=810 g 2P0 P8 e 3¥-31=23
b 20 27t =10 d 3°2=24+3" £ 50 1 +5 2=65
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.| Bereken exact de oplossingen.
MIOk 3

a 3x+] =9x+2 d 5x1+5=125,r+1
b 3.\'+1_3x*]=8\/§ e 2x+2_(%)—x+1=28
C 3::2:(%)-"_6 f 4o+l =gl

- Gegeven is de functie f(x)=2". Op de grafick van f'wordt eerst de
BOO* translatic (3, 8) toegepast en vervolgens de vermenigvuldiging met 4 ten
opzichte van de x-as. Zo ontstaat de grafick van de functic g.
Bereken exact de codrdinaten van het snijpunt van de grafieken van f'en g.

=7 Gegeven zijn de functies f(x) =3""! —4 en
OF sx)=6-3"""1,
a Los exact op f{x) < g(x).
b De lijn x =21 snijdt de grafiek van fin het punt 4
en de grafiek van g in het punt B.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk 4B.
¢ Los exact op f(x) — g(x) = 80.
d Voor welke p heeft de vergelijking g(x) — f(x)=p
geen oplossingen?
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Terugblik

Standaardgrafieken y = g~
Bij de exponentiéle standaardfuncties v = g* onderscheiden we 0 < g <1
eng>1.

¥ big
\ _/ )
0 ¥ 0
grafiek is dalend als 0 < g < 1 grafiek is stijgend als g > 1

In beide gevallen is het domein R, het bereik (0, —) en de x-as de
horizontale asymptoot.

Transformaties
Bij de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor b vervang

je in de formule x door % Vi

Je krijgt de grafiek van de functie f(x) = 27%75 4 4 als volgt uit de
standaardgrafick y = 2*.

y= 2% translatie (5, 4) sy = X 5l 4 __verm. y-as, 3 y= 2}1\7— Al 4

Het bereik van fis {4, —) en de horizontale asymptoot van de grafick
van fis de lijn y =4,

Herleiden totdevorm y = b - g*

Bij het herleiden van de formule y =120 - 3* ! totde vorm y=5 * g*
gebruik je de regels a” * a?=a”"? en (a”)? = a’¥ van rechts naar links.
Je krijgt y=120 32" 1=120-32-31=120- (32)* - 3 =40 - 9~.

Exponentiéle vergelijkingen
Bij het exact oplossen van een vergelijking als 2 * 32" "4 = 54 werk je toe
naar de vorm g = g8 Daarna gebruik je g/ = g” geeft 4 = B.

2-3+4=54 20 =41 20=2v"2412
32x+4=27 2x=(22)x—] 2.\:_2_r—2= 12
32x+4=33 2)::22::72 X I, 272z 12
2x+4=3 x=2x-2 DE— =12
2x=-1 —x=-2 2. 2=12
x=—:l7 x=2 2*=16

2r=24

x=4
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5.4 Logaritmen

Neem over en vul de exponent in,
a 2-=38 c 2-=.2 e

b 2=} d 3-=9 f

Il
QI Q=
L

W W

Theorie A De logaritme

In opgave 67a moet je invullen tot welke macht je 2 moet verheffen

om 8 te krijgen. Voor deze opdracht bestaat de notatie *log(8).

*» De notatie log komt van logaritme.

« InZlog(8) is 2 het grondtal van de logaritme.

* 2log(8) spreek je uit als de tweede logaritme van acht of kortweg
twee log acht.

’log(8) is een exponent. Het grondtal van de
macht is 2 en de uitkomst is 8.

De exponent is 3, dus *log(8) = 3.

En zo is *log(81) gelijk aan 4, want 3= 81.

3log(81) is de exponent van een
macht met grondtal 3 waarmee
de macht gelijk is aan 81.

2log(x) is de exponent van een macht met grondtal g
waarmee de macht gelijk is aan x.
In #log(x) heet g het grondtal van de logaritme.

Zoek je de uitkomst van *log(z;), dan zoek je dus l Hoolol) =
y ' e o] og(g”)=a ]
de exponent bij het grondtal 3 zodat je g7 krijgt.
Daartoe bedenk je dat ﬁ =34 dus
log(sp) = log3 ) =-4.
; 1 L I
En zo is *log(9/3) = 3log(3? - 37) = *log(3%:) = 21.
Voorbeeld
Bereken.
a log(3\/2) b “log(0,04)
Uitwerking
a Zlog(y2) =Aog(2? - 27 =og(2 7 =2}
b *log(0,04) = Slog(ti;) = *log(55) = *log(57%) =2
Bereken.
a log(125) d "log(49) g *log(0,25)
b “log(0,1) e 2log(/2) h “log(4)
c Zlog(4) f 2log(0,5) i “Ylog(1)
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Bereken.

a Zlog(64.2) d Slog(rz) g log(ss - 12)

b Slog(/3) e log(z) h “log(1)

¢ 3log(32) f ’log(}) i Slog(81 - 27)

Licht toe.

a 3log(x) =2 geeftx=9 b Slog(x) =-2 geeft x=155

Theorie B Logaritmische vergelijkingen

De logaritmische vergelijking 2log(x) = 5 heeft als
oplossing x = 2°. Immers log(2°) = 5.

En zo krijg je bij de vergelijking *log(x + 3) = 5 dat
x+3=2°dusx=2°-3=29

| ’log(x) = 5 geeft x=2°
flog(x) =5 geeft x=g°
flog(x) =y geeftx = g”

Uit #log(x) = y volgt x = g’.

Voorbeeld
Los exact op.

a Zlog(2x—1)=3 b L+2-5logx)=7

Uitwerking

a log2x—1)=3 b 1+2-°logx)=7
2x—1=23 2 +Slog(x) =6
2x—1=8 Slog(x) =3
2x=9 x=5
x=43 x =125

Bereken x.

a x="’log(0,2) b ‘log(x) =3 ¢ “log(1000) =3

Los exact op.
a ‘log(x+2)=2 c Jlog2x+1)=4

b 1+loglx)=4  d 5+4og(x)=3

Tlog(x — 1) = 3
Zlog(x*—4)=5

-h

Bereken exact de oplossingen.
a 4-’log(x)=2 c 3+%ogx)=-1 e ‘log(04x—5)=2
b logdx—1)=-2 d °logBx+2)=1 £ 4+2-2log(x)=7

Los de vergelijking 2* = 30 op. Rond af op twee decimalen.
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Theorie C De vergelijking g*=

Je weet dat uit #log(x) = v volgt x = g".

Zo volgt uit 2log(30) = x dat 2* = 30.

Omgekeerd volgt uit 2* = 30 dat x = *log(30).
Daarmee is de vergelijking 2¥ = 30 exact opgelost.

Exact oplossen van g* = a geeft x = flog(a).
P : 2 e

Voorbeeld

Los exact op.
a 3*"1=80

Uitwerking

a 3¥"1'=80
x+ 1= "log(80)
x=-1+ *log(80)

Los exact op.

a 2 '=15

b 1+2=135
C 4+3x+1=25
d 14-2¢"3=2

b 5+23%=25

b 5+2%=25
2% =20
3x = 2log(20)
x=1- 2log(20)

T+47=12

3. 5%+l =¢g0
3724 3= 600
2]+2r=4x+6

=a = n

Gegeven is de vergelijking 4* =22 -3,

a Toon aan dat de vergelijking tc schrijven is als (2¥)? =4 - 2¥ — 3.

Stel je 2 = u, dan krijg je u* = 4u — 3.

b Licht dit toe.

De vergelijking > = 4u — 3 heeft de oplossingen u =1 en u =3,

¢ Toon dit aan.

d Licht toe dat de vergelijking 4 = 2*"2 — 3 de oplossingen

x =0 enx = log(3) heeft.

Los exact op.
a ¥-3"l=4
b 4°=2+42

Los exact op.
a Sx—] +52v—1 :4

b 3-2=8-()

Hoofdstuk 5 1Machten, exponenten en logaritmen

¢ 2v=24— 2%
d 9°=53"+6

c 2=6-5- ()"
d 3¥+2- (3" =9
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Los exactop 3+ 27°+2 - (3)=7 - 3",

_11:0 Gegeven zijn de functies f(x) =2" en g(x) = *log(x).
O®* Toon aan dat g de inverse is van f.

Theorie D Logaritmische functie

In opgave 80 heb je aangetoond dat de exponentiéle 1%

functie f(x)=2* als inverse de logaritmische functie =X /|
F™(x) = 2log(x) heeft. Dus de grafieken van fen f™ 3 | o
zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x.
In figuur 5.8 zijn de grafieken van f(x) =2* en i/ 7 Tx
F™(x) = %log(x) getekend. Je ziet dat e | .a)
Dfinv = sz <0, —>> en Bfinv = sz R. _/

De grafiek van fheeft als horizontale asymptoot de T 5 3 |
x-as, dus de grafick van /" heeft als verticale *
asymptoot de y-as. # /

In figuur 5.9 zie je de graficken van f(x) = (%)‘ en figuur 5.8

/™(x) = *log(x). De grafiek van /™ is dalend en y
heeft de y-as als verticale asymptoot. Verder is \V 2y s 7
D/ =(0, =) en By =R. ,_ ~ 3 y
Omdat de functie f(x) = g* alleen gedefinieerd is voor : 6,3 A
g >0, moet bij de functic A(x) = £log(x) ook gelden 2 \\ AN
g>0. )
Verder heeft f(x) = g* geen inverse voor g = 1, dus bij SR txi\_‘(a, b)| ™\
h(x) = 8log(x) geldt bovendien g # 1. T2 N 2 3 |

De logaritmische functie f(x) = #log(x) is alleen # D
gedefinieerd voor g > 0 en g # 1, heeft domein (0, —) 2 —

- figuur 5.9
en bereik R.

De standaardgrafiek y =flog(x)

0<g<i g=>0
% y
\X 0/1 X

dalend stijgend

domein (0, —)
bereik R
de y-as (de lijn x = 0) is verticale asymptoot
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Bij het schetsen van grafieken van logaritmische functies, teken je ook
de verticale asymptoot (als stippellijn) en zet je de formule van de lijn
erbij. Bedenk dat de verticale asymptoot aan de rand van het domein zit.

Om het domein van de functie f(x)="73log(2x +5) te y
berekenen, los je de ongelijkheid 2x + 5 > 0 op. Je krijgt | :
x>-23, dus D,;=(-23, —). Uit het domein volgt dat de i /
verticale asymptoot van de grafick van f de lijn x =-27 is. | /

1 x

[ o

|

x =22
figuur 5.10

Het domein van de functie f(x) = flog(ax + b) volgt uit ax + 5> 0.
De verticale asymptoot van de grafiek van f(x) = #log(ax + b) volgt
uit ax + b= 0.

a Geef de formule van de verticale asymptoot van de grafiek van

J(x) =Elog(ax + b).
b Los de ongelijkheid *log(2x + 5) <2 exact op. Gebruik figuur 5.10.

Gegeven is de functie f(x) = -3 + %log(5x — 8).

a Bercken het domein van f'geef de formule van de verticale asymptoot
van de grafiek van f.

b Schets de grafiek van f.

¢ Losexact op f(x) <O0.

d Welke waarden neemt f(x) aan voor x < 87

Gegeven zijn de functies f(x) = *log(x + 3) en g(x) = *log(-x + 3).

a Los algebraisch op f(x) = 5.

b De lijn x =-1 snijdt de grafiek van f'in het punt 4 en de grafick van g
in het punt B.
Bereken exact de lengte van het lijnstuk 4B.

¢ Los algebraisch op f(x) > L.

d Welke waarden neemt g(x) aan voor x > -47?

De grafiek van de functie f(x) = 2log(x +c) +d gaat door de

punten A(4, 1) en B(7, 3).
Bereken exactcen d.
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De logaritme
£log(x) is de exponent van een macht met grondtal g waarmee de macht gelijk is aan x.
Zo is 3log(81) = 4, want 3log(3*) = 4.

Enlog(3y/3) = *log(32 -39 = *log3 ") =-15. | #log(x) = a betekent.x = g°
Je maakt gebruik van de regel flog(g?) = a.

Logaritmische vergelijkingen

Bij het exact oplossen van vergelijkingen als
*log(5x — 6) = 2 gebruik je slog(x) =y geeft x = g”.
Dus “log(5x — 6) = 2 geeft 5x — 6 = 4%, enzovoort.

De vergelijking g*= a
Bij het exact oplossen van vergelijkingen als
3" 1=5en4"=3 -2+ 10 gebruik je

g* = a geeft x = £log(a). ST )
3 1=5 4=3-27410 ) +;“ _105~_oo
2x— 1 =>log(5) (22 -3-2°-10=0 w- _2)(” B ;*
2x=1+%0g(5)  (292-3-2—10=0 5 s
x=2+7log(5) Stel 2*=u, —2oo(5
Zie verder hiernaast. 200}

Grafieken van logaritmische functies

De standaardfunctie y = £log(x)

+ heeft domein (0,—)

* de grafick is stijgend als g> 1 enis dalend als 0 <g <1
* heeft bereik R.

De bijbehorende grafiek heeft de y-as (de lijn x = 0) als
verticale asymptoot.

Om de grafiek van f(x) = 2log(x + 1) + 2 te schetsen, bereken je ol ¥
eerst het domein.

x+1>0 geeftx>-1, dus D,=(-1, =) en de verticale asymptoot
van de grafiek van f'is de lijn x =-1. Teken in je schets de
verticale asymptoot als stippellijn en zet de formule erbij.

Je kunt de schets gebruiken om de ongelijkheid f(x) <0 op te
lossen.

f(x)=0 geeft *log(x + 1) +2=0
Zog(x+ 1) =-2
T |
X 13 7
x=-3
Jix)<0geeft-1<x<-3

[F¥)
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Eindopdracht Gravitatiekracht

De gravitatickracht is een aantrekkingskracht tussen twee voorwerpen.
Hierbij is geen contact tussen de voorwerpen nodig. Het is de kracht die
ervoor zorgt dat de zon en zijn planeten elkaar zo aantrekken, dat de
planeten in een baan om de zon bewegen. Ook de aarde en de maan
trekken elkaar aan, zodat de maan een (vrijwel) cirkelvormige baan om
de aarde maakt.

Zoals je in de beginopdracht hebt gezien, geldt voor cirkelvormige banen

de middelpuntzoekende (centripetale) kracht £, = %. Pas je de wet
2
F'=m - atoe, dan krijg je de middelpuntzoekende versnelling a,,, = v?

mpz
die gericht is naar het middelpunt van de cirkel.
Newton toonde aan dat de centripetale versnelling van de maan ongeveer

3 620 5 m/s’, waarbij g de versnelling van de zwaartekracht
op de aarde is. Hij gebruikte dat de afstand r tussen de middelpunten van
de aarde en de maan 384 000 km is, de omlooptijd 7 van de maan

27,3 dagen en de versnelling g van de zwaartekracht op de aarde
ongeveer 9,81 m/s?,

 Laat met een berekening zien dat de centripetale versnelling van de

gelijk is aan

m/s%. Gebruik ook de formule

maan ongeveer gelijk is aan
2nr
T

3600
y= uit de beginopdracht.

Uit dit resultaat en uit het feit dat de straal van de aarde ongeveer
6378 km is, trok Newton de conclusice dat voor de gravitatickracht F
tussen twee voorwerpen geldt F; = 5}

» Licht deze conclusie toe met een berekening en een redenering.

Omdat de aarde twee keer zo hard trekt aan een voorwerp met een twee
keer zo grote massa, bedacht Newton dat de aantrekkingskracht tussen

twee voorwerpen evenredig moet zijn met het product van de massa’s
mm
van de beide voorwerpen. Zo kwam hij tot de formule F; =G - :‘2 2

Hierin is G de universele gravitatieconstante, m, de massa van het eerste
voorwerp, m, de massa van het tweede voorwerp en r de afstand tussen
de zwaartepunten van de massa’s.

Hoofdstuk 5 1Machten, exponenten en logaritmen
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Henry Cavendish was in 1798 de eerste die een redelijke benadering van
G heeft gevonden. Een van de eerste berekeningen die Cavendish
hiermee maakte, was het bereckenen van de massa van de aarde.

Voor de kracht tussen een voorwerp met massa m en de aarde met massa

m: my
my geldt Fp=G - - Ook geldt Fy=m * g.
7’2
Uit F; = F, volgt dat m, = Eg Deze formule kun je gebruiken om te

berekenen dat de massa van de aarde ongeveer 6,0 + 1024 kg is. Gebruik

G=6,67 10" N - m*/kg?.
rl

; 2 Sl
« Toon aan dat uit F. = F, volgt dat m, = —— en gebruik dit om aan te
G z VOIg AT G g

tonen dat de massa van de aarde ongeveer 6,0 + 10> kg is. Gebruik
hierbij g = 9,81 m/s%.

+ Bereken de gemiddelde massadichtheid van de aarde. Geef het
antwoord in kg/dm? en rond af op één decimaal. Gebruik dat de
inhoud van een bol met straal » gelijk is aan 3 7,

Niet overal op de aarde is de versnelling van de zwaartekracht even

groot. Deze versnelling is bijvoorbeeld athankelijk van de afstand tot het

middelpunt van de aarde. Zo is de afstand van de top van de Mount

Everest tot het middelpunt van de aarde gelijk aan 6387 km, terwijl de

straal van de aarde 6378 km is.

» Bereken de waarde van g voor de top van de Mount Everest. Rond af
op twee decimalen.

Om de aarde cirkelen veel satellieten, die voor tal van zaken worden
gebruikt. Denk aan satelliettelevisie, GPS, communicatie zoals
satelliettelefoon, enzovoort. Sommige van deze satellieten gaan zo snel
dat ze een omlooptijd van slechts 30 minuten hebben. Bij andere
satellieten is het van belang dat ze op een vast punt boven de aarde staan.
Dit zijn zogenaamde geostationaire satellieten. Deze satellieten hebben
dus een omlooptijd van 24 uur en staan recht boven een vast punt van de
evenaar. Om in de juiste baan om de aarde te blijven, moeten de hoogte
en de snelheid van de satelliet vaste waarden hebben.

» Toon aan dat uit bovenstaande formules volgt dat voor de

. : M
baansnelheid v van een satelliet geldt dat v =G - - Hierin is m, de

massa van de aarde en r de straal van de baan van de satelliet. Gebruik
deze formule om van een geostationaire satelliet de hoogte boven het
aardoppervlak en de baansnelheid te berekenen. Rond de hoogte af op
honderden km. Geef de baansnelheid in km/uur en rond af op
tientallen.

© Noordhoff Uitgevers by Eindopdracht Gravitatiekracht
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Diagnostische toets

5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten
Schrijf zonder negatieve en zonder gebroken exponenten.

a (3a°h%)? ¢ 34557 e a2bs

1 1 3
b (Galb)? d (a7 f 7a b7

- Schrijf als macht van x.

a — b x?x CBL\/;

| Schrijf de volgende formules in de vorm y = ax’,

T o 12
a y=3x3Gx?)° b y-—sz.\/J_C c y—§-5x3
Los exact op. ,
a x2-3x=128 b (2x+3) =4 ¢ 112-2x%="5x1
- Maak x vrij. Rond zo nodig af op twee decimalen.
a y=0,02;*c_1§ b y=zx2-3x c y= 220

46

e x

5.2 Machtsfuncties en wortelfuncties

De grafiek van de functie f(x) =1 (x +2)* — 6 wordt eerst
vermenigvuldigd met -4 ten opzichte van de x-as, vervolgens wordt
de translatie (3, -15) toegepast. Zo ontstaat de grafick van de functic g.
Bereken de extreme waarde van g.

Gegeven zijn de functies f(x)=3+x—2en g(x)=-2—/x+4.
a Hoe ontstaan de graficken van f'en g uit de grafick van y = \/x?
b Schets de grafieken van f'en g.

¢ Geef Dy, B, D, en B,.

i Gegeven is de functie f(x)=3— /3 —4x.

a Schets de grafiek van f'en geef B,.
b Los algebraisch op f(x) > 2.
¢ Welke waarden neemt f(x) aan voor x > f}l T

Schrijf t als functie van N bij de formule N =2,/-5¢+ 1.
b Maak y vrij bij de formule 2x/y — 6 /x = 1.
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5.3 Exponentiéle functies

Gegeven is de functie f(x)=0,3 - 272 -5,

a Hoe ontstaat de grafick van f'uit een standaardgrafick?

b Geef van fhet bercik en de formule van de horizontale asymptoot
van de grafiek.

¢ Losop f(x)<1.Rond af op twee decimalen.

"1 Schrijf de volgende formules in de vorm y=5 - g*.

250
c y_5—2x+3

g y=2¢:2%+3 b y=1083%3

Los exact op.
a0 557'=125\/5 € 2:4*1-3=61 e 2¢"2+2" =3¢

b 32r—5=(%)r d 9 1=27x+1 f 2x3=(%)x

Gegeven zijn de functies f(x)=2""?-3 en g(x)=6—-2""1,
a Los exact op f{x) > g(x). —
b Welke waarden neemt g(x) aan voor x < 47

¢ Voor welke p heeft de vergelijking f(x) + g(x) =p geen

oplossing? /6

figuur 5.11

5.4 Logaritmen

| Bereken.

a Clog(3y3) b 2log(;/8) ¢ Zlog(fs - 32)

Los exact op. 1
a ‘log2x—3)=2 b Zlogx—3)=-4 ¢ 5+32log(x)=20

Los exact op.
a 7*73=20 b 4°-2"4=80 ¢ 5"'-6 @3 =25

Gegeven is de functie f(x)=">log(3x— 1)+ 2.

a Losexactop f(x)<4.
b Welke waarden neemt f(x) aan voor x < 37

© Noordhoff Uitgevers by
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Hoe je algebralsch extreme waarden berekent.

De betekenis van de tweede afgeleide.

Wat buigpunten zijn en hoe je de cotrdinaten hiervan berekent.

Afgeleiden berekenen van machtsfuncties met negatieve en gebroken exponenten.

De kettingregel gebruiken voor het differentiéren, ook in combinatie met de productregel
en de quotiéntregel.

Rekenen aan grafieken die elkaar raken en aan grafieken die elkaar loodrecht snijden.

/ / / /' / /.f_,

Rl _‘m
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Beginopdracht De helling van
een fietsbrug

Er is geen strikte regelgeving over het maximale hellingspercentage van
de oprit van een fietsbrug, maar als de oprit ergens te steil is wordt de
brug gemeden door fietsers.

In deze opdracht gaan we uit van een oprit die een hoogteverschil van

6 meter moet overwinnen. Hiervoor wordt een maximaal
hellingspercentage van 3% aangehouden.

Het begin en het eind van de oprit zijn horizontaal.

Je gaat onderzoeken hoe lang (horizontaal gemeten) de oprit dan

moet zijn.

Ga uit van het functievoorschrift y

f(x)=1tax? — 1abx®. Zie de figuur hiernaast.

De gevraagde lengte is dus b.

Bij dit functievoorschrift geldt dat de maximale
helling (dus het maximale hellingspercentage)
optreedt bij x =1b. J

Omdat het begin en het eind van de oprit O b b
horizontaal zijn, moet gelden dat f'(0)=0 en

1'(0)=0.

» Controleer of inderdaad geldt dat f'(0)=0 en f(b)=0.

Door gebruik te maken van f(b) = 6, kun je a uitdrukken in b.

» Druk a uit in b en toon aan dat geldt f(x) = —x3 % ﬁx

bZ
» Bereken b door te gebruiken dat f ’(gb) - 0,03.
» Bereken het hellingspercentage van de oprit bij x = 100.

6m

De maximale helling in een F

ondergrondse parkeergarage is 20%. P

 Bereken in meter nauwkeurig welke
lengte (horizontaal gemeten) een
afrit naar deze parkeergarage moet
zijn om een hoogteverschil van 3,5
meter te overwinnen. Ga weer uit
van het functievoorschrift
Jlxy= ax - -abx
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Voorkennis Afgeleide en raaklijn

Theorie A Definitie van en regels voor de afgeleide

Per definitie is de afgeleide f” van een functie f gelijk aan y

)= tim fat D1

De afgeleide van een functie f'geeft voor elke x
* de richtingscoéfficiént van de raaklijn £ van de
grafiek van f'in het bijbehorende punt 4, dus o
re, =/(x,)
* de helling van de grafiek van f'in het bijbehorende punt
* de snelheid waarmee f(x) verandert.
Het berekenen van de formule van de afgeleide heet differentiéren.

A
|
|
|
I
|

XA

figuur 6.1 rc, = f"(x)

Regels voor de afgeleide

J(x)=a geeft f'(x)=0

J(x)=ax geeft f'(x)=a

f(x) = ax" geefi f(x)=a - nx" ' voorn=2,3,4, ..

fx)=c - g(x) geeft f(x)=c * g'(x)

s(x) =f(x) + glx) geett s'(x) = f'(x) + g'(x) (somregel)

v(x) = f(x) — g(x) geeft v'(x) = f'(x) — g'(x) (verschilregel)

plx) =f{x) - g(x) geeft p'(x) =f'(x) - g(x) + fx) - g'(x) (productregel)

4(x) = % geoft 4/() = =) “fi(;ﬁ(i‘ V79 (quotientregel)
Voorbeeld
Differentieer.

a f(x)=4x>—7x>+5x+ 8
b g(x)=(3x*—-1)

x|
c hx)= o
Uitwerking

a f(x)=4x>—Tx*+5x + 8 geeft f'(x) = 12x> — 14x + 5

b g(x)=(3x2—1)>=9x*—6x>+ 1 geeft g'(x) =36x> — 12x
die |

¢ h()=5—

(1) 22— (- 1) 2 2042 -20+2r 4y
(o + 1) (*+ 1y (? + 1)?

geeft

h'(x) =

© Noordhoff Uitgevers by Voorkennis Afgeleide en raaklijn
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Differentieer.
a f(x)=5*—3x2+6x—1
b g(x)=(5x>—2)?
_ x=3
¢ h(x)="33
d kp)=—5p° +5p =8
e (q)=10-5¢4*>+9¢° —a*
6

Y. I
f m(x)=2x e

Theorie B Raaklijn, snelheid en afgeleide

Bij het opstellen van de formule van de raaklijn £ met behulp van de
afgeleide gebruik je dat voor een punt 4 op de grafiek van /' geldt dat
[f'(x,) de richtingscoéfficiént van de raaklijn £ in 4 is.

Is de richtingscoéfficiént van de raaklijn in cen punt B gelijk aan 3, dan
bereken je de codrdinaten van B met behulp van de vergelijking

Jx) =38,

Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x)=x* — 5x* + 6x — 3.
a Op de grafick van fligt het punt 4 met x, = 2.
Stel met behulp van de afgeleide de formule op van de raaklijn & in A.
b In de punten B en C van de grafiek van fis de richtingscoéfficiént van
de raaklijn 3.
Bereken algebraisch de codrdinaten van 5 en C.

Uitwerking
a f(x)=x>—5x2+6x—3 geeft f'(x)=3x>—10x+ 6
Stel k: y=ax+bmeta=f1(2)=3 22— 10 - 2+6=-2.

y=—Zg+b }

g ol e Dok =3

f(2)=-3, dus 4(2,-3) A e
=1

Dus k: y=-2x+1.
b f(x)=3geeft 3x*—10x+6=3

32— 10x +3=0

D=(-10%-4-3-3=64

L_lo+8 . _10-8_,
6 6

xp, =73 geeft y,=f(3) =-13, dus BG, -159).

xe=3 geeft yo=£(3)=-3, dus C(3, -3).
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Gegeven is de functie f(x)=x> —x* —4x + 2.
a De grafiek van f'snijdt de y-as in het punt 4.

Stel met behulp van de afgeleide de formule op van de raaklijn & in A.
b In de punten B en C van de grafick van fis de richtingscoétficiént van

de raaklijn 1.
Bereken algebraisch de coérdinaten van B en C.
. . C2x—1
Gegeven is de functie f(x)= il

a Op de grafick van f'ligt het punt 4 met x, = 2.
Stel met behulp van differentiéren de formule op van de raaklijn £ in 4.
b In de punten B en C van de grafiek van fis de richtingscoéfficiént van
de raaklijn 3.
Bereken algebraisch de codrdinaten van 5 en C.
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6.1 Toppen en buigpunten

Gegeven is de functic f(x)= ;—x3 - l%x2 — 18x + 50.

De punten 4 en B zijn toppen van de grafiek van f.

Wat weet je van de richtingscoéfficiént van de raaklijn in elk van die
punten? Bereken algebraisch de x-codrdinaten van 4 en B.

Theorie A Algebraisch berekenen van extreme waarden

Omdat in een top van de grafiek van een functie /'de raaklijn horizontaal
is, kun je de x-codrdinaat van de top berekenen door de vergelijking
f(x) = 0 op te lossen.

Uit de grafick van f'volgt of de extreme waarde die bij de top hoort een
minimum of een maximum is.

Werkschema: algebraisch berekenen van extreme waarden

1 Bereken f'(x).

2 Los algebraisch op f'(x) = 0.

3 Voer de formule van f'in op de GR, plot de grafiek en schets de
grafiek. Kijk in de grafiek of je met een maximum of een minimum te
maken hebt.

4 Bereken de y-codrdinaten van de toppen en noteer het antwoord in de
vorm max. is f(...) = ... of min. is f(...) = ...

Is de grafick van de functie gegeven, dan is het niet nodig een schets van
de grafiek te maken. Wel is het verstandig om de formule in te voeren op
de GR en achteraf met de opties maximum en minimum te controleren
of je de extreme waarden goed hebt berekend.

Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x)=4x> — 9x* — 120x + 150.
Bereken algebraisch de extreme waarden van /.

Uitwerking
f(x) =4x — 9x2 — 120x + 150 geeft f'(x) = 12x* — 18x — 120 y
f'(x)=0 geeft 12x2—18x—120=0 : ,
22 -3x—20=0 | '*
D=(3—4-2--20=169 |
|

_arld a—13
x_ =

— — 1 :
7 SAva=T =23 o[ \ 4 X
max. is f(-23) = 3313 en min. is f(4)=-218. :
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Afgeleide = 0 en top van de grafiek

In het werkschema staat bij 3 dat je cen schets moet maken y
van de grafiek. Dit is nodig omdat je na het oplossen van de

vergelijking ‘afgeleide = 0’ nog niet weet of je met een 3
minimum of een maximum te maken hebt. Bovendien zijn de
beweringen ‘afgeleide = 0’ en ‘de grafick heeft een top” niet

gelijk.

Zo is bij de functie f(x) = x> — 6x* + 12x — 5 wel /(2) = 0, o)
maar de grafiek heeft geen top voor x = 2. De grafiek heeft /
een horizontale raaklijn in het punt (2, 3).

a Gegeven is de functie f(x) =5x° +3x2 — 2x + 5.
Bereken algebraisch de extreme waarden van /.
b Gegeven is de functie g(x) =3x" — 16x> + 18x* + 2.
Bereken algebraisch de extreme waarden van g en geef het bereik.

Sx
x?+4
a Bereken algebraisch de extreme waarden van f'en geef het bereik.
b Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn £ die de grafiek
van fraakt in het punt 4 met x, = 6.
¢ Los algebraisch op f(x) < 1.

Gegeven is de functie f(x)=

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door

J,x)=(x* + p)(x* — 16).

a Bereken van f, algebraisch de extreme waarden en geef het bereik.

b Bereken exact voor welke p het punt 4 met x, =2 een top is van de
grafiek van f,.

Gegeven is de functie f, van opgave 4.

De grafick van f, heeft een top B waarvoor geldt dat p =14 - x,.

Bereken algebraisch voor welke p dit het geval is en bereken voor deze p
het bereik van f,.

Gegeven is de functie f(x)=3x*—x2—4x+3, y
In de figuur hiernaast zie je de grafiek van f.
a Bereken f'(x).

b Toon met een berekening aan dat f'(2) =0. \

¢ Hoe volgt uit vraag b en de schets in figuur 6.2 dat / o) X
een extreme waarde heeft voor x = 27 \/

figuur 6.2

© Noordhoff Uitgevers by
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Theorie B Aantonen van extreme waarden

Bij het met de afgeleide aantonen dat een functic f'een extreme waarde
heeft voor x = a volg je het werkschema hicronder.

Werkschema: met de afgeleide aantonen dat de functie feen extreme
waarde heeft voor x= a
1 Bereken f'(x).
2 Laat met een berekening zien dat f'(a) = 0.
3 Schets de grafiek van f'en laat zien dat de grafiek een top heeft
VOOr X =d.

In het voorbeeld wordt aangetoond dat de functie
F(x) =x*—6x>+ 12x2 — 10x + 7 een extreme waarde heeft voor x =21

Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x)=x*—6x> + 12x* — 10x + 7
Toon met de afgeleide aan dat /' cen extreme waarde heeft voor x =23,

Uitwerking

fix)=x"—6x3+12x2 = 10x + 7 geeft f'(x) =4x> — 18x? +24x — 10

feh=4-@h-18-@r+24-21-10=62L- 112 +60-10=0
¥

|
|
|
|
1
|

@] 2;_3

Fi2 %) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x =2 %

1
Dus f'heeft een extreme waarde voor x =23.

Hoofdstuk 6 Differentiaalrekening
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Gegeven is de functie f(x)=x*—6x* + 12x* — 10x + 7 van het voorbeeld.

B@®3% a Toon algebraisch aan dat £'(1)=0.
Heeft de functic cen extreme waarde voor x = 1? Licht toe.
b De grafick van fheeft twee horizontale raaklijnen.
Stel van deze lijnen een vergelijking op.

a Gegeven is de functie f(x)=3x°—1x> — 7x.

O®%*  Toon met de afgeleide aan dat f een extreme waarde heeft voor x = /2.

b Gegeven is de functie g(x) = 7x* + 3x3 — 1302 — 3x.
Toon met de afgeleide aan dat g een extreme waarde heeft voor x = \/5 !

Gegeven is de functie f(x) = (x? + 1)(x? — 4).
BO* a Toon met de afgeleide aan dat f geen extreme waarde heeft voor x = 1.

b Toon met de afgeleide aan dat f een extreme waarde heeft voor x = \/l_%

; ; +
Gegeven is de functie f(x)= x3 . 1
U@* x’+1 ;
a Toon met de afgeleide aan dat f'een extreme waarde heett voor x = 3.

De noemer is te ontbinden in (x + 1)(x> —x + 1).

b Toon dit aan.

¢ Los de vergelijking 7"(x) = 0 algebraisch op door eerst de formule van
[f'te vereenvoudigen.

Gegeven is de functie f(x)=-x>+6x*+ 15x— 5. y
OO* [n de figuur hiernaast zie je de grafiek van ' met de toppen

A(-1,-13) en B(5, 95).

a Op welke intervallen is de grafiek van f'dalend? En op
welk interval stijgend? Welke soorten van stijgen herken
je? Geef de bijbehorende intervallen.

b Bereken f'(x) en schets de grafiek van 1.

B(5, 95)

De grafiek van f” heeft een hoogste punt voor x = x,.

¢ Bercken xp.

d Wat heeft x = x,, te maken met de verschillende soorten
van stijgen van de grafiek van f? Licht toe.

A(-1,-13)

figuur 6.3
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Theorie C Buigpunt en buigraaklijn

In opgave 11 heb je gezien dat je bij het maximum van de afgeleide /"
van f te maken hebt met een overgang van toenemend stijgend naar
athemend stijgend bij de grafiek van f.

Immers, bij een toenemend stijgend deel van de grafiek hoort een
positieve helling die steeds groter wordt en bij een athemend stijgend
deel van de grafick hoort een positieve helling die steeds kleiner wordt.
In het punt waar de toenemende stijging overgaat in afnemende stijging
hoort dus een maximale helling, dus een maximum van de afgeleide.
Het punt op de grafiek van f'waar deze overgang plaatsvindt, heet een
buigpunt van de grafiek.

Ook bij de overgangen

* van afnemend stijgend naar toenemend stijgend

* van toenemend dalend naar athemend dalend

+ van afnemend dalend naar toenemend dalend

heb je te maken met een buigpunt.

Zie figuur 6.4.

A A

A% Sl

a b

figuur 6.4 De vier mogelijkheden voor een buigpunt.

Merk op dat in elk van de vier gevallen de afgeleide een extreme waarde
heeft.

De grafiek van f heeft een buigpunt als de afgeleide /' een extreme
waarde heeft.

Bij het algebraisch berekenen van de codrdinaten van een buigpunt heb
je dus de afgeleide van /" nodig.

De afgeleide van /" heet de tweede afgeleide van f'en wordt genoteerd
als 1. Uitspraak: f dubbel accent.

De raaklijn in een buigpunt heet buigraaklijn.
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Voor het algebraisch berekenen van de codrdinaten van buigpunten
gebruik je het volgende werkschema.

Werkschema: algebraisch coérdinaten van buigpunten berekenen
Bereken f'(x) en /"(x).

2 Los algebraisch op f"(x) = 0.

3 Schets de grafiek van 1.

4 Kijk of de oplossingen van f"(x) = 0 buigpunten opleveren.

5 Bereken de bijbehorende y-codrdinaten,

=

Voorbeeld
Bereken exact de codrdinaten van de buigpunten van de grafiek van
fE)=Fxt—ex® - 32 +4x+ 5,

Uitwerking
F)=15x—gx =33+ 4x+ 5 y
fx)= 3x —;x —6x+4
F=—x—6
f"(x)=0geeftx>*—x—6=0 f
(x+2)x-3)=0
x=-2vx=3 Y O/’\ 3 X
f(2)=-121en f(3)=-7% ! \/
Uit de schets volgt dat (-2, —123) en (3,7 4) de
buigpunten zijn.

a Bercken exact de codrdinaten van de buigpunten van de grafick van
f(x)=x*—12x> + 30x> + 48x + 5.

b Stel langs algebrd'iqche weg de formule op van de buigraaklijn £ van
de grafiek van g(x) = -x — I+ x4,

Gegeven is de functie f(x)=-j5x* — 327,

a Bereken algebraisch de codrdinaten van de buigpunten van de grafiek
van f.

b De grafiek van f heeft een horizontale buigraaklijn.
Toon dit aan.

Gegeven zijn de functies f,(x) = jx* — 2> + px® — 5x — 5.

a Toon algebraisch aan dat de grafiek van f; twee buigpunten heeft.

b Toon algebraisch aan dat de grafiek van f; geen buigpunten heeft.

¢ Bereken algebraisch voor welke waarden van p de grafick van f, geen
buigpunten heeft.

d Onderzoek of het mogelijk is dat de grafiek van /, ¢én buigpunt heeft.
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Gegeven is de functie f(x)= (x> —4)* - 5. y

In figuur 6.5 zie je de grafiek van f.
a De grafick van fheeft ¢én top.
Bereken algebraisch de codrdinaten van de top. -
b De grafiek van f'snijdt de y-as in het punt 4.
Onderzoek of 4 een buigpunt is.
¢ Bereken exact de codrdinaten van het buigpunt B 5
van de grafiek van f.
figuur 6.5

Bereken exact voor welke waarden van p de grafiek van
£,(x) =x*+ px* + 3x% + 10 twee buigpunten heeft.

Gegeven is de derdegraadsfunctie f(x) =ax® + bx* + cx + d.
a Toon aan dat de grafiek van elke derdegraadsfunctie precies
één buigpunt heeft.

Gegeven is verder dat de grafick van f'de toppen P en QO heeft.

b Toon aan dat hicruit volgt dat b* > 3ac.

xP+xQ
5

¢ Toon aan dat voor het buigpunt R geldt dat x, =

Hoofdstuk 6 Differentiaalrekening
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Extreme waarden
Bij het algebraisch berekenen van extreme waarden y
gebruik je dat de richtingscoéfficiént van de raaklijn in
een top van de grafiek nul is, dus f'(x) = 0. Nadat je de
vergelijking "(x) = 0 hebt opgelost, maak je een schets
van de grafick waarin je kijkt of je met een maximum of
een minimum te maken hebt. 0 3 *
Bij de functie f(x) = x3 — 3x2 + 4 krijg je f'(x) = 2x2 — 6x. |

f'(x) = 0 geeft 2x* — 6x =0 en dit geeft x=0v x=3.
Zie de schets hiernaast.

Je krijgt max. is (0) =4 en min. is f(3) =-5.

Extreme waarden aantonen y
Bij het algebraisch aantonen dat de functie
f(x)=x*—3x3+ 4x — 5 voor x = 2 een extreme waarde £
heett, ga je als volgt te werk.
1 Bereken f"(x).
Je krijgt f'(x)=4x>—09x> +4,
2 Bereken f(2). O 12
Je krijgt f(2)=4-23-9-22+4=32-36+4=0.
3 f(2)=0 enin de schets is te zien dat de grafick van f
een top heeft voor x = 2, dus f'heeft een extreme
waarde voor x = 2,

Tweede afgeleide, buigpunt en buigraaklijn

De x-codrdinaat van een buigpunt van de grafiek van een functie f bereken
je door de vergelijking f"(x) =0 op te lossen. In een schets van de grafiek
van f'zie je of een gevonden oplossing een buigpunt oplevert.

Bij de functie f(x)=x*—3x>+4x — 5 (zie hierboven) krijg je

f10x)=12x2 — 18x.

f"(x)=0 geeft 12x> — 18x =0 en dit geeft x=0v x= 1%.

Uit de schets van de grafiek van fvolgt dat er bij zowel x=0 als x = 13 een
buigpunt is. De buigpunten zijn (0, -5) en (13, -4 15).

Een lijn die een grafiek raakt in een buigpunt heet buigraaklijn.

Bij de grafiek van f(x) =x*—3x>+ 4x — 5 stel je de formule van de
buigraaklijn & in het punt (13, -4--) als volgt op.
kiy=ax+bmeta=f(1H)=4-(1Y -9 (1}’ +4=-23

dus k:y=-23x+b.

Invullen van de codrdinaten van het buigpunt (1%, -4 1‘—6) geeft
=15 dusk:y=-23x+1.
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6.2 De afgeleide van machtsfuncties

a Schrijf in de vorm ax”.

4 6 5 o el
2 %2 x 3x2 a’
b Schrijf zonder negatieve exponent.
N 3= =23 Lx®
¢ Schrijf in de vorm ax” + bx™. . :
¥+ 5x? 4> + Tx 2x° + 5x2 g
% x? 3x al
d Schrijf als één breuk.
1 2 1 3 2 2 3
T + P - + il - S
5 S 2T T 4y
a Toon met behulp van de quotiéntregel aan dat f(x) = é geeft f(x) = ;—%

b Licht toe dat uit a volgt dat f(x) =x2 geeft f'(x)=-2x,
¢ Toon met behulp van de quotiéntregel aan dat g(x) = x> geeft
g'(x) =-5x¢.

Theorie A De afgeleide van f(x) = x" voor gehele n

In opgave 19 heb je gezien dat de regel f(x) = x" geeft /"(x) = nx" ! ook
geldt voor enkele negatieve waarden van n.

We gaan nu bewijzen dat deze regel geldt voor elke negatieve gehele
waarde van n.

We gaan uit van f(x) =x 7, waarinp =1,2,3, 4, ...

Fid=Be i, sooft 1) _ @ [1'-1- ]
xP ()2
_xp.o_l.p.xp—l
= T
_p.xp—l
N
:—p-x_P_l

Vervangen we —p door n, dan krijgen we
f(x)=x"geeft f'(x)=n-x""'metn=-1,-2,-3,-4, ...

In opgave 20 toon je aan dat deze regel ook geldt voorn=0enn=1.

| /(x) =x" geeft f'(x) = nx"~! voor elk geheel getal n.
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Voorbeeld

Bereken de afgeleide.
6
e f)=3
-l
Uitwerking
a f(0)=2=6x7 geeft f(x)=-18x4=-15
X x*
B+l X3 1 . 0 S g
b g(x)= 2 =3x2+3x2=;_x+;_x2 7 N 3;(273 x273x
2 & 2 o=
oY QU i M = - -
geelt g0) =575 =5 T35 T30 T3 A

Afspraak

+ s een functievoorschrift gegeven zonder negaticve exponenten, dan
noteer je de afgeleide ook zonder negatieve exponenten.

* [s een functievoorschrift als één breuk geschreven, dan noteer je de
afgeleide ook als ¢én breuk.

a Toon aan dat de regel /(x) = x" geeft f'(x) = nx" ! ook geldt voor
n=0enn=1.

b In voorbeeld b lukte het om de afgeleide te berekenen met behulp van
uitdelen.
Welke van de volgende functies kun je differentiéren door uit te
delen?

= =t o) =22 ) =
Bereken de afgeleide.
a f(x)=xl—6 b g(x)=5—j—2 c h(x)=ax4—f—4
Differentieer.
O e W ORI O
. Bereken de afgeleide.
o f()=5¢-% b g(x)=%—2xT2 e dif=g A

© Noordhoff Uitgevers by
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Gegeven is de functie f(x)= 3x; 3.

De grafiek van f'snijdt de x-as in het punt 4.

a Stel algebraisch een vergelijking op van de raaklijn &
van de grafiek in 4.

b De lijnen m en n met richtingscoéfficiént -3 raken de
grafiek van f.
Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten.

A\O
figuur 6.6

P
Gegeven zijn de functies f(x)= xzf T en g(x) - =~ L

a Op de grafiek van f'ligt het punt 4 met x, = 2.

Stel met behulp van de afgeleide de formule op van de raaklijn £ in 4.
b Op de grafick van g ligt het punt B met x; = 2.

Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn / in B.
¢ Bewijs dat de grafick van g geen buigpunt heeft.

X +4
-
a Bercken exact de extreme waarden van f,
b De grafiek van f'heeft twee raaklijnen met
richtingscoéfficiént -3.

Gegeven is de functie f(x)=

Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten. %
¢ Onderzoek langs algebraische weg of de grafiek een

raaklijn heeft met richtingscoéfficiént 2. /\

d Bewijs dat de lijn k: y =2x + 23 de grafick van f raakt.

figuur 62.7 De grafiek van

x+4

Jx)=

X

2
Voor a > 0 zijn gegeven de functies f,(x) = x; ey ;—2.
Bewijs dat voor elke waarde van a de toppen van de grafick

van f, op de lijn y = 2 liggen.

Schrijf als macht van x.

heeft twee toppen.

u\f; bxz'\/;r dx3*\/;

Q
=0
I

S

1
cx\/;

Schrijf zonder negatieve en zonder gebroken exponent.

e
Il
o

R
I

1, =i 1. gk 1 -2l I L
a 5x: b 2§x12 C —1§x22 d 13xs

Hoofdstuk 6 Differentiaalrekening
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I f(x) =x" geeft f'(x) = nx" ! voor elke n van R, C-oeneee

In deze opgave ga je bewijzen dat f(x) =x3 geeft f'(x)= %x‘é'.
a Toon aan dat uit x? - xi=x volgt 2 - X3 [xﬁ']’= L.

b Licht toe dat uit 2 * x7 - [x;‘]’= 1 volgt [x;‘]'= %x’?.

Theorie B De afgeleide van f(x) = x" voor elke nvan R

De regel f(x) = x" geeft f'(x) = nx" ! geldt ook voor gebroken waarden
van n. Hiervan heb je in opgave 30 een voorbeeld gezien. De regel geldt
zelfs voor elk getal n van R.

Het bewijs van deze
regel geef je in deel 3.

Om f(x)= x\/,; te differentiéren, schrijf je eerst het functievoorschrift
van fin de vorm f(x) = x". Je krijgt f(x)=xx=x'" x3=x' en dit geeft
£(x) = 13x%. Vervolgens schrijf je f/(x) = 15x7 zonder gebroken
exponent, dus f'(x)= 1% \/J_C

Afspraak

Bij het differentiéren mag je in het antwoord alleen gebroken exponenten

laten staan als het functievoorschrift zelt ook met gebroken exponenten
is gegeven.

Voorbeeld
Differentieer.

a f(x)=x>x
b g() =27 Yx
Jc+4

¢ h(x)=

32
Uitwerking | | | |
a f(x)=x>- \/;c=x2 - x7=x% geeft f’(x)=2%x15=2%‘ X x5=2%x\/;
b g(x)=x2 rx=x2" XT =% geeft g’(x):Z%x‘:IT:Z;-, "% xsl:2%x - 3x
- i/“;+4_x-'l_‘ 4_ )
c hix)= 7 _P+;_x T+ 4x7° geeft
1 38 5 8
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Differentieer.

a flr)=x+x c h(x)=ﬁ
b g(x)=x-3x d k(x)=x>- 3
- - Bereken de afgeleide.
- f)=x2- 4 ¢ h(x)=(+ 1)(1+x)
4x>+ 1 -4
b g(x)= i\/; d k(x)zx{/;
. Differentieer.
Le* 1 TV i
a f(x)_x\/; £ HB= x\/;
b g()= ¥ ——= d kx)=x(ey7—3)
=
3 Bereken de afgeleide.
— fx)=(x\x - 3) ¢ h(x)=(x =)
2x—3 ? +4
b g(x):xz‘\/; d k(x):xﬁ/;

-1 Gegeven is de functie f(x)=3 - {/? y
B® | De lijn £ raakt de grafiek van f'in het punt 4 met x, = .
De lijn / raakt de grafiek van f'in het punt B met x; = 8.
De lijnen k en / snijden clkaar in het punt C.
Bereken exact de codrdinaten van C.

figuur 6.8

Gegeven is de functie f(x) =x\/x — 3x. y

B®% q Bercken exact het minimum van i
b Stel algebraisch de formule op van de lijn £ die de /

grafiek van fraakt in de oorsprong.
¢ De lijn / met richtingscoéfficiént 3 raakt de gratiek 0

van f'in het punt 4.

Bereken algebraisch de codrdinaten van A4 en stel

de formule op van /.

figuur 6.9
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Gegeven is de functie f(x)= al }2.
X

DOk
a De lijn & raakt de grafick van f'in het punt 4 met x, = 1 ¢n snijdt de
x-as in het punt B.
Bereken exact de oppervlakte van AOAB.
b De x-codrdinaat van de top van de grafiek is te schrijven als 3/p.
Bereken p.

Een magneetzweettrein trekt op. Gedurende de eerste negen seconden is
BO* de afgelegde afstand s in meter te benaderen door de formule

s(f)= 10:‘\/} met 7 in seconden. Na negen seconden verandert de snelheid

niet meer.

a Bercken exact de snelheid na acht seconden.

b Bereken algebraisch na hoeveel seconden de snelheid gelijk is aan

108 km/uur.
¢ Hoeveel meter legt de trein af in de eerste minuut?

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door f,(x) = (2x — p\f )2
* Bereken exact voor welke p de functle een maximum heeft VOOor x = 2 =
en bereken dit maximum.

© Noordhoff Uitgevers by 6.2 De afgeleide van machtsfuncties @7



Terugblik

De afgeleide van f(x) = x™

De regel f(x) = x" geeft /'(x) = nx" ! geldt voor elk getal n van R.
Dus bij f(x) == krngJe S = % =x* geeft f'(x)=-4x> = —x4—5.

Bij g(x) =23 - \/x krijg je g(x) =x3  \Jx=x geeft g'(x) =352 =352% - .

2

Bij het berekenen van de afgeleide van A(x) = 2 deel je eerst uit.

5 , E 1 x2—1
=xt+xt geeRAx)=1—x 2_1_x_2 =

2
Te kit hG)—

Bij het berekenen van de afgeleide van k(x) = xzi 1
Gy T—a2e [
o7 1P R

gebruik je de quotiéntregel.

Je krijgt k'(x) =

i i i P
Bij het berekenen van de afgeleide van /(x) = i \f krijg je
X\X

2 2 i i
l(x)— i X +|1=x5+x“5geeft

x\/_ xli )
M= Ltm Lt L3 1 3 xz‘—3

ok oA 2Jx 22k 22 Jx

Raaklijnen en toppen

ot
Bjj de functie f(x)= ol > ! bereken je als volgt exact de codrdinaten van

de punten van de grafick waarin de raaklijn richtingscoéfficiént -4 heeft.

f(x)=x2 9 x*-9

22 22
710) =4 geeft X 2;29 —-4

Hieruit volgt x* —9=-8x* en dit geeft x =1 vx=-1.
J(1)=-5enf(1)=3, dus de punten zijn (-1, -5) en (1, 5).

=ix+3x" geeft flx)=3—3x2=

L
2

Voor het exact berekenen van de extreme waarden stel je y
fx)=0.
. x2 - 9 f f
Je krijgt 5 Oendit geeftx=3 vx=-3.
|
Zie de grafiek. ; ' x

-3, o] 3

De extremen zijn max. is f(-3) =-3 en min. is f(3) = 3. /‘\
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6.2 De kettingregel

Gegeven zijn de functies u(v) =v* en v(x) = x> — 5x.
a Bercken v(3) en u(v(3)).
b Bereken u(v(4)).

Gegeven is de functie f(x) = (3x> + 7)%

Het functievoorschrift van f is te noteren als f(x) = u(v(x)) met
u(v) =v? en v(x) =3x> +7.

Noteer op dezelfde manier met functies « en v.

a fx)=03-x)°
b f(x)=x*+1

2
¢ S5y

Theorie A De afgeleide van een samengestelde functie

De functie f(x) = (x? — 5x)* is een voorbeeld van een samengestelde
functie. De functie is samengesteld uit de schakels u(v) =v* en
v(x)=x%— 5x.

Een functie die geschreven is als een ketting van schakels heet een
kettingfunctie.

Voor het differentiéren van de functie f'gebruik je de kettingregel.

Kettingregel

J(x) = u(v(x)) geeft f'(x) =u'(v(x)) * v'(x)

Bij f(x) = (x* = 5x)* krijg je f"(x) = 4(x* = 5x)* - (2x = 3).
—_—— ——

wvx)) Vi)

Bij het differentiéren van f(x) = /3x + 1 krijg je
1 ! 3
= Bx+1=0Cx+1)igeeft f(¥)=53x+1)7 3=
Jx)=+/3x (Bx +1)7 geeft f(x) =7(8x + 1) T

Omdat van g(x) = /x de afgeleide is g'(x) = L’
2\x

mag je in één keer opschrijven f(x) = \/3x + | geeft 2t %x‘é =
°

g(x) = ¥ =x> geeft

1 |

Vs 2E

f = 1 . =
Ay s A T v

© Noordhoff Uitgevers by

63Dekettingregel @9



70

Het bewijs van de kettingregel gaat als volgt.
Sl S e B )
p = lim

f(x)=}}1_1):% h—0 h

u(v(+ 1) —u(vx) v+ h) = )
is0  vxth)—vx) h

Stel v(x + #) — v(x) =k, dus v(x + h) = v(x) + k. Hieruit volgt dat k nadert
naar 0, als 4 nadert naar O (zie figuur 6.10). Dus

. u(v(x)+k)—u(v(x))  vix+th)—v(x)
lim © lim

/@)= lim ; lim = "= 1/((x)) * V().
v(x) u(v(3)
Vv u
vix + h) u(v(x) + k)
u(vix + h))
v )
u X i v(x)
) X X+h (8 vix) vix + h)
vix) + k
figuur 6.10
Voorbeeld
Differentieer.
I
@ f=Ge 7y
b g(x)=2x+.3x>+4
€ hx)=(Ax+1)Y - 4x+1
Uitwerking
U BN S S S(x) = u(v(x)) met
a f(x) 2 — 7o) 5(2x° — Tx)* geeft b00) = 203 — Tx en
" . , 20(6x2—7) u(v) =5v+,
F == 2 — f ) b™— T )~ —m
1 3x

b =2x + 2+4 geeft g'(x)=2+———="6x=2+
g =2t I dgeeltgl) =2 s 2T Baaa

¢ A(x)=(4x+ 1) - fAx + 1 = (dx + 1)35 geeft
R(x)=3%(4x+ 1721 4=14(4x+ 1) - JAx + 1
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Bereken de afgeleide.

a f(x)=(dx+3y d ()= (da2 - 3)°

b g()=6(x—4) e k(x)=5x—ﬁ
¢ h(x)=32—(Gx—2) £ Ix)=\4x+1
Differenticer.

a f(x)=-2(2x + 1) d j(x)- \/4;7_1

b g0 = 5 op e k(¥)=(+3)\FT3

—h

¢ h(x)=2x> + 4y Ux)= ﬁ

Bereken de afgeleide.
1
Jx) (x X ) J(x) 4 _x)\/m
6
- _ - + 2+ 2
b g(x) EFERC e k(x)=5\2x*+x>+4x
2
e h(x) =3P+ § Ipg—2eTd

JEra

Gegeven is de functie f(x) = (3x> — 2x)}.

a Schets de grafiek van f.

b Bereken exact de x-codrdinaten van de punten van de grafick waarin
de raaklijn horizontaal is.

¢ De lijn & raakt de grafick van f'in het punt 4 met x, = 3 en snijdt de
v-as in het punt B.
Bercken exact de y-codrdinaat van B.

Gegeven is de functic f(x)=(Gx— 1)* —x+2.

a Bercken algebraisch het bereik van f.

b De lijn 4 raakt de grafick van f'en is evenwijdig met de lijn /: y =-2x.
Stel langs algebraische weg een vergelijking op van £.

Gegeven is de functie f van opgave 46 en de functie
I S B |
gx)=px—I5x+15,
Het functievoorschrift van g is ook te schrijven in de vorm
gx)=@Gx— 12 +ax+b.
a Berekenaenb.
b Los exact op f(x) = g(x).

© Noordhoff Uitgevers by 63Dekettingregel 71
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Gegeven zijn de functies f(x) =1(2x—5)*+2 en

g(x) =-3(3x — 10)*+ 2. Het punt A(3, 23) ligt zowel op de grafick
van f'als op de grafiek van g.

Toon dit aan.

Emma beweert dat de grafieken van f'en g in het punt 4 dezelfde

raaklijn hebben.

Onderzoek langs algebraische weg of Emma gelijk heeft.

Er zijn twee punten op de grafick van f'waar de richtingscoéfficiént

van de raaklijn gelijk is aan 131,
Bereken exact de codrdinaten van die punten.

Gegeven is de functie f(x)= x>+ 9 — x>+ 3x.

Gegeven is de functie f(x)=

Onderzoek met de afgeleide of /'een extreme waarde
heeft voor x = /7.

De lijn £ raakt de grafiek van fen is evenwijdig met de
lijii I y=3% —2:

Stel algebraisch de formule op van £.

De grafick van f'snijdt de y-as in het punt A. De lijn m
raakt de grafick van f'in het punt B met x, =4 cn snijdt
de y-as in het punt C,

Bereken exact de afstand tussen 4 en C.

533+ 10
\/;c :

De y-codrdinaat van de top van de grafiek van fis te

schrijven in de vorm %.
C

Bereken exact mogelijke waarden van a, b en c.

Op de grafiek van fwordt de translatie (0, d)

toegepast. Zo ontstaat de grafiek van de functie g.

De lijn £ gaat door de oorsprong en raakt de grafick

van g in het punt 4 met x, = 1.

Bereken d algebraisch.

Hoofdstuk 6 Differentiaalrekening
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—

O
figuur 6.12
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Bij een autorally leggen de deelnemers een parcours
B@* af dat gedeeltelijk over een terrein zonder wegen en A 2km C
gedeeltelijk over onverharde wegen gaat. In figuur
6.13 zie je een gedeelte van het parcours. De
deelnemers rijden van 4 naar B. Punt B ligt 2 km
oostelijk en 10 km zuidelijk van 4. Tussen C en B
ligt een onverharde weg, waar met een gemiddelde
snelheid van 100 km/uur wordt gereden. Ten
westen van deze onverharde weg is ruw terrein,

waar de gemiddelde snelheid 80 km/uur is. § )

Een deelnemer kan rechtstreeks van 4 naar B, maar Q| £

bijvoorbeeld ook via C naar B gaan. In het laatste Ny L \
e . . W= 0

geval 18 hij ongeveer 9 seconden eerder in B dan in 7F B {

het geval hij rechtstreeks van 4 naar B rijdt. y _ |

a Toon dit aan. @5

Het is ook mogelijk dat een deelnemer vanaf 4 figuur 6.13

schuin doorsteckt naar de onverharde weg tussen

C en B en daarna zijn weg vervolgt over de

onverharde weg richting B.

Stel hij komt daarbij x km ten zuiden van C uit.

Dan geldt ¢ =5 /x> +4 + 0,1 —0,01x. Hierin is ¢ de tijd in uren die de

deelnemer over de afstand tussen 4 en B doet.

b Toon aan dat deze formule juist is.

¢ Bereken exact voor welke waarde van x de tijd 7 voor de deelnemer
minimaal is. Hoeveel seconden scheelt het met de situatie dat hij via
C naar B gaat?

Bereken algebraisch voor welke waarde van a de functie
* f(x)=(ax—2)*+Jax een extreme waarde heeft voor x = 3.

=1 Gegeven is de functie f(x)=xy2x+ L.
OO Licht toe dat je voor het berekenen van de afgeleide de productregel én
de kettingregel nodig hebt.

Theorie B De kettingregel gecombineerd met de
productregel of de quotiéntregel

De functie f(x)=x/2x + 1 is het product van de factoren x en /2x + 1.
Daarom gebruik je bij het differentiéren de productregel:

o) =[x 2+ 14z [\ 2x+1]"

Om de afgeleide van /2x + 1 te berekenen, heb je de kettingregel nodig.
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X+

6
NTEE)
Daarom gebruik je bij het differentiéren de quotiéntregel:

o _NBETO [x+6]'~(x+6) [V8x+9]
g = 5 .

Om de afgeleide van /8x + 9 te berekenen, heb je de kettingregel nodig.

De functie g(x) = is het quotiént van x + 6 en /8x + 9.

a De afgeleide van f(x)=x\2x + Lis f'(x)=2x + [ + \/ﬁ

Licht dit toe en toon aan dat het functievoorschrift van £’ te herleiden
. +1
sk Plag—22 L

2x+1

.

\/8T9 4(x +6)

X T

x+6 i '(x)= V8x+9

fBx+9 & 8x+9

Licht dit toe en toon aan dat het functievoorschrift van g' te herleiden
4x — 15

is tot g'(x) = :
ot g ) = et 9) B 1 0

Differentieer. Herleid zo mogelijk de formule van de afgeleide.

b De afgeleide van g(x) =

x2+1

a f(x)=xy3x+4 b gx)=xBx+1)y ¢ hx)= p—

Gegeven is nogmaals de functie f(x)=x+/3x +4 van opgave 55.

Harm differentieert fals volgt: f(x)=2x\/3x +4 = /3% + 4x? geeft

1 . (9x2+ 8x) = Ox’+8x _ 9x+8
3 42

f(‘X)ZZ\Bx + 4x Zx\/3x+4_2\/3x+4‘

Welke drie fouten maakt Harm?

; ; " +2
De afgeleide van f(x) =2x./3x + 1 is te schrijven als f(x)= 49x

3x+1
a Bewijs dit.

b De lijn £ gaat door het randpunt van de grafiek van fen is evenwijdig
met de lijn / die de grafiek van fraakt in de oorsprong.
Stel langs algebraische weg de formule op van k.

¢ De lijn m met richtingscoéfficiént 12 raakt de grafiek van f'in het
punt 4.
Bereken exact de codrdinaten van 4.

Hoofdstuk 6 Differentiaalrekening
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Gegeven is de functie f(x)=x/8 — 2x. ¥
B®  In figuur 6.14 zie je de grafiek van f.
a Bercken het domein van f.
8 —3x

=2

¢ Bereken exact de codrdinaten van de top van de
grafiek van f'en geef het bereik.

d Op de grafick van f'ligt het punt 4 waarin de raaklijn
richtingscoéfficiént 1 heeft.
Bereken exact de codrdinaten van 4.

b Toon aan dat /"(x) =

figuur 6.14
. ; 4x +4
Gegeven 1s de functie f(x)= xz : y
L@* x4 ;
De grafiek van f'snijdt de x-as in het punt 4 en de y-as in / :
het punt B. Zie de grafiek hiernaast. 8
a Bereken exact de codrdinaten van de top van de A i
grafiek. o
b De lijn £ raakt de grafiek van f'in 4 en de lijn / raakt
de grafick van fin B. figunr 6.15

Onderzoek algebraisch welke van de volgende twee
beweringen waar is.

I De lijn k£ gaat door B.

IT De lijn / gaat door A.

Gegeven is de functie f(x)=2x,/9 —2x—3.
B@%* g Bereken exact het maximum van f,
b Bereken het domein en geef het bereik van f.
¢ Het punt 4 ligt op de grafiek van f. De raaklijn in 4 is evenwijdig
met de lijn v = 15x.
Bereken algebraisch de codrdinaten van 4.

1 ; pPX
Voor elk d s de funct d = ,
L oor clke waarde van p is de functic f, gegeven door f,(x) \/m
Bereken voor welke p de lijn y =x de grafiek van f, raakt in de
oorsprong.
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Terugblik

De kettingregel
Een functie die geschreven is als een ketting van functies heet een
kettingfunctie of samengestelde functie.
Zo is de functie f(x)=/x*>+x te schrijven als f(x)=u(v(x)) met de
schakels = \/v en v=2x+x.
Bij het differentiren van kettingfuncties gebruik je de kettingregel:
J(x) = u(v(x)) geeft f1(x) = u'(v(x)) - v(x).
Deze regel zegt dat de afgeleide van een kettingfunctie het product is
van de afgeleiden van de afzonderlijke schakels.

2x+1

1
. - Z GO 1 e o+ =
Bij f(x) = x>+ x krijg je f'(x) NET: (2x+1) N

De productregel en de kettingregel

Bij het differentiéren van A(x) = x\/x* + x gebruik je de productregel.
In de berekening komt [/x? + x]" tevoorschijn en dit bercken je met de
kettingregel.

Je krijgt
2l
R =1 (it \/7 C(2x+1)= !2+x+x(\/%

20X+ 20 x4+ 3x

2x% +x _2\}x2+x‘

De quotiéntregel en de kettingregel
e

Bij het differenti€ren van de functie k(x) = S gebruik je de
quotiéntregel.
In de berekening komt [\/x* + x]’ tevoorschijn en dit bereken je met
de kettingregel.
Je krijgt
e e R VRN LT GRS i v
: 2/ 2P+
k) = (x+ 1)? (v 17

G DRx+ D=2 +x) 22+ x+2x+1— 207 — 2
Pl o el B A8 2t L2t tx
gl

2(x+ 13 = st 2(x+ 1)\/
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6.4 Functies met parameters

171 Gegeven zijn de functies f,(x) = zx> + px + 2.

BO* [n de figuur hiernaast zijn de grafieken getekend
voor p=-2,p=-1,p=0,p=1enp=2 Ookis
de lijn x = 3 getekend.
We vragen ons af voor welke waarde van p de lijn
k met rc = 25 de grafiek van /, raakt in het punt 4
met x, = 3.
Licht toe dat geldt £,(3) =25 en bereken p.

figuur 6.16

Theorie A Raaklijnproblemen bij functies met een parameter

In opgave 62 raakt de lijn k met richtingscoéfficiént 21 de grafick van
Jizl= 4x2 + px + 2 in het punt 4 met x 4= 3.0mpte berekenen los je de
vergell_]kmg 1, x,) =rc;, dus £,(3)= 24 5 Op.

In opgave 63 heb je te maken met de parameters p en g.

Gegeven zijn de functies f,(x) = (x> +p) - .
BO* De lijn k: y = 18x + g raakt de grafiek van f, in het punt 4 met x, = 4.

x> +p

2Jx
a Bewijs dit.
b Gebruik 7,(4) =rc, om p te berekenen.
¢ Bereken de codrdinaten van 4 en vervolgens de waarde van q.

S
Er geldt /,'(x) =

i1 Gegeven zgn de functies f,(x) = 2x* + p.
O De lijn k: y = x + ¢ raakt de grafick van f, in het punt 4 met x, = 1.

Bereken exact p en g.

Gegeven zijn de functies f,(x) = 6xy/x + px®,
O® g Voor welke p heeft de functle Jf, een maximum voor x = 2 ?
b De lijn k: y = 5x + g raakt de grdﬁek van f, in het punt 4 met %=1
Bereken p en g algebraisch.
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78

4x +p

2+17

a De lijn k: y = ax + 4 raakt de grafiek van f, in het snijpunt van de
grafiek met de y-as.
Bereken a en p.

b De lijn / met richtingscoéfficiént -1 raakt de grafick van /, in het
punt 4 met x, =-1.
Stel algebraisch de formule op van /.

¢ De functie f, heeft een extreme waarde voor x =2,
Bereken exact p en de andere extreme waarde.

Gegeven zijn de functies f,(x) =

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door
1.3 2 24—
f,(x)=3x>+px*—3x —p.
a Toon aan dat f, voor elke p twee extreme waarden heeft.
b De functie f, heeft een extreme waarde voor x = 3.
Bereken exact p en de andere extreme waarde.

¢ De lijn I: y =-x + g raakt de grafiek van f, in het punt B met x, =-2.

Bercken exact p en g.

x+p

Voor elke p en ¢ is de functic £, , gegeven door f, (x) =

De lijn k is evenwijdig met de lijn /: y =-3x en raakt de grafick van Lo

in het punt 4(2, 2).
Bereken p en g.

Gegeven zijn de functies f,(x) = - X2+ px+3,

Toon aan dat uit f,'(x) =0 volgt p= %x.

%

[ 77777707 WANN N N\
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Theorie B Kromme door toppen

Om een formule op te stellen van de kromme waarop alle toppen van de
graficken van de functies f,(x) =x* + px* liggen, kun je x,,, vitdrukken
in p. Daartoe los je de vergelijking f,'(x) =0 op.

Je krijgt

S, =% + pa? geett £0)= 3x* +2px

1,(x) =0 geeft 3x* + 2px =0

x(3x+2p)=0
x=0v3x+2p=0
x={v3x=-2p

x=0 vx=—:2,—,p
x =0 geeft het punt (0, 0).

2 i
x=-ipgeeftp=-1sx

;sz P 2 1f=x3—I%x'x2=x3—lé—x3=*%x3
y=x +px i

Ook het punt (0, 0) voldoet aan y =-1x°,

. 1
Dus de formule van de kromme is y =-5x°.

Merk op dat je bij het oplossen van de vergelijking f,(x) = 0 mogelijk
ook x-codrdinaten krijgt van punten waarin de raaklijn wel horizontaal
is, maar die geen top zijn. Op de gevonden kromme liggen dus alle
toppen en mogelijk ook nog een of meer buigpunten met horizontale
raaklijn. Dat laatste doet echter niet ter zake.

In plaats van de vergelijking £,'(x) = 0 naar x op te lossen, kun je deze
vergelijking ook naar p oplossen, oftewel p vrijmaken. Je krijgt dan
3x*+2px=0
2px =-3x2

_3x
P~ ox
2 =—1%x mits x # 0.
In het voorbeeld is deze aanpak handiger. Dus daar wordt p vrijgemaakt
bij de vergelijking f,(x) = 0.
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Voorbeeld

Gegeven zijn de functies f,(x) =x* + px* + 2x + 3.

Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de graficken
van f, liggen.

Uitwerking

@) =3+ px2+ 2x + 3 geeft £, '(x) = 3x> + 2px +2

£,'x)=0 geeft 3x2 +2px +2=0

2px=-3x?-2
_3x2_ 2
2x y=x*+ st 3

y=x3+3x(-3x2—2) +2x+3
y=x'—l15° —x+2x+3
y=rzal & +3

voor x £ 0 geldt p = 332~ 2

y:x3+px2+2x+3

Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen is y = f%x3 TR,

In de figuur hiernaast is voor enkele waarden van p de
grafick van f, van het voorbeeld getekend. Bovendien is
de kromme y=-1x7 +x +3 getekend. Je ziet dat alle
toppen van de getekende grafieken op de kromme
y=-3x+x+3 liggen.

7t

figuur 6.17

In de theorie op de vorige bladzijde staat dat het niet ter zake doet dat er

op de gevonden kromme eventueel ook punten liggen die geen top zijn.

a Licht toe waarom dit niet ter zake doet.

Zie het voorbeeld hierboven. De kromme waarop alle toppen liggen is

= —lgx-” +x + 3. Op deze kromme ligt het punt (0, 3). Het punt (0, 3) is

niet een top van een van de grafieken van

b Toon dit aan.

¢ Licht toe dat dat dit niet in tegenspraak is met de laatste zin in het
voorbeeld.
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Gegeven zijn de functies f,(x) = 10+ pa? + 3x + 5.
Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de grafieken
van f, liggen.
tp
x?+4
a De functie f, heeft een extreme waarde voor x=1.
Bereken exact p en de andere extreme waarde.
b Bewijs dat alle toppen van de graficken van f, op de kromme y =
liggen.

Gegeven zijn de functies f,(x) =

1
2x

Voor elke p > 0 is gegeven de functie £,(x) = (p —x?) - N

a Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de
graficken van f, liggen.

b Bereken exact voor welke p de top van de grafiek van f, op de lijn
v =28 ligt.

Gegeven zijn de functies f(x) =3x>+x+ 13 en g(x) =-x2+ 4x,
Het punt A(1, 3) ligt zowel op de grafick van fals op de grafick van g.
a Toon dit aan.

De lijn k raakt de grafiek van f'in 4 en de lijn / raakt de grafiek van g in 4.
b Stel langs algebraische weg formules op van k en /.
¢ Wat voor bijzonder punt is het punt 4?

Theorie C Rakende grafieken

In opgave 74 heb je gezien dat de raaklijn in 4 van de grafiek van f
samenvalt met de raaklijn in 4 van de grafick van g. De graficken
hebben in 4 een gemeenschappelijke raaklijn. De graficken van f'en g
raken elkaar in A.

De grafieken van fen g raken elkaar in het punt 4 als de y

raaklijn in 4 van de grafiek van fsamenvalt met de raaklijn /4

in A van de grafiek van g. /! g
el N

In het raakpunt 4 geldt dus niet alleen f(x,) = g(x ), maar ook
Jx) = g'lxy).

De grafieken van f'en g raken elkaar in het punt A als de
x-codrdinaat van A4 voldoet aan f(x) = g(x) A f'(x) = g'(x).
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Voorbeeld

Gegeven zijn de functies f(x) =1x3 —x2+ 5 en g(x) =-x + 9x — 13.
Bewijs dat de graficken van f'en g elkaar raken en bercken de coérdinaten
van het raakpunt.

Uitwerking
fx)=1x3—x2+5 geeft f(x) =x2 — 2x

g(x)=-x*+9x — 13 geeft g'(x) =2x+9

J(x) = g(x) A f(x) = g'(x)

-2 45=-2+9— 13 Ax2—2x=-2x+9
I —0x+18=0Ax*=9

x*=9 geeftx=3 vx=-3

Substitutie van x =-3 in ;x> —9x+ 18 =0
geeft:- (-3’ -9 --3+18=0
-9 +27+ 18 =0 klopt niet.

Substitutie van x =3 in 333 —9x + 18 =0
geeft:-33-9:3+18=0
9 —27 + 18 =0 klopt, dus de grafieken raken elkaar voor x = 3.

f(3) =5, dus het raakpunt is (3, 5).

Zie het voorbeeld.

Oplossen van f'(x) = g'(x) geeft x=3 v x=-3, maar x =-3
voldoet niet aan f{x) = g(x).

Wat betekent dit voor de grafieken van f'en g voor x =-37

Gegeven zijn de functies /(x) =x> + 4x> + 2x + 1 en y
g(x)=x>+ 11x + 28, g
a Bewijs dat de graficken van f'en g clkaar raken en
bereken de codrdinaten van het raakpunt.
b Stel langs algebraische weg de formule op van de
gemeenschappelijke raaklijn in het raakpunt.

X
e
figuur 6.18
Gegeven zijn de functies f(x)=/2x en g,(x) = x>+ p.
a Onderzock langs algebraische weg of de graficken van f'en g,

elkaar raken.
b Bereken exact voor welke p de graficken van f'en g, elkaar raken.,
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a Bewijs dat de grafieken van f(x)=x>—2x* en g(x) =1x*> - 23
elkaar raken en bereken de codrdinaten van het raakpunt.

b Bercken exact de waarden van p waarvoor de graticken van
h(x) =-x*+ 8x — 12 en k,(x) =x* + px clkaar raken,

I . _ X + p _ 3 2 7
Gegeven zijn de functies f, (x) = etgty==1an + 2%
q

X34
De graticken van f, , en g raken elkaar in het punt 4 met x, = 1.
Bereken p en g.

Gegeven zijn de lijnen k: y=2x—2en l: y=-3x + 3.

a Teken de lijnen in één figuur.

b Bram beweert dat de lijnen &£ en / loodrecht op elkaar staan.
Ben je het daarmee eens?

¢ De lijn m gaat door het punt 4(4, 0) en staat loodrecht op .
Stel van m de formule op.

d Stel de formule op van de lijn # die door het punt B(1, 3) gaat en
loodrecht staat op de lyn p: y = ix + 3.

Theorie D Elkaar loodrecht snijdende grafieken

In opgave 80 heb je gezien dat de lijnen &
met rc, = 2 en [ met rc, = -5 loodrecht op
clkaar staan.

Ook de lijnen p met rc, =1 en 1 met

rc, = -4 staan loodrecht op elkaar. __Z

C!
In het algemeen staan de lijnen & en / met
1
e =aenre, == loodrecht op elkaar.
Dus als rc, - rc,= -1, dan staan de lijnen k en 1
[ loodrecht op clkaar. figuur 6.19 k L/ omdat rc, =a enre,=-—-

In het geval rc, # 0 en rc; # 0 geldt:
als k L/, danrc, ‘ rc,=-1.

Voor de lijnen & en / met rc, # 0 en rc, # 0 geldt:
rc, - rc;=-1 en k L / komt op hetzelfde neer.

De graficken van de functies f'en g snijden elkaar loodrecht in het
punt 4 als in dat punt de raaklijnen van de grafieken loodrecht op
elkaar staan. In het punt 4 geldt dus niet alleen f(x,) = g(x,), maar
ook f'(x,) - g'(x,) =-1. Hiermee is de x-codrdinaat van het punt 4
te berekenen.
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De grafieken van de functies fen g snijden elkaar y

loodrecht in het punt A als de x-coordinaat van A
voldoet aan f(x) =g(x) A f'(x) - g'(x)=-1.
f
—
A
g
oll 1 \ *
Voorbeeld
De grafieken van f(x) =2\/xen g,(x) =i—? snijden elkaar loodrecht.
Bereken exact de waarde van p en de codrdinaten van het punt
waarin de grafiecken elkaar loodrecht snijden.
Uitwerking
) =2{x geeft £(x) = ﬁ
P = . y V4
g0 ="=px" geeft g(¥) =pxi=-
10 =80 1098/ =]
P
== A—= v —==]
\f 2 D \/— )
=2x+\JX A =
P \f = \/?c
; ; P Je kunt ook twee keer p
=2x st =1 geeft N ;
P \/x substitueren in R gee 2 \f siifaken, Dit eeet e
2_ ) vergelijjking
X 2\ x=x2+ /x.
x=2

x =2 geeft p=42 en f(2)=2\2
Dus de graficken snijden elkaar loodrecht voor p = 4\/5 in het

punt (2, 2+/2).

1 a Bewijs dat de graficken van f(x) = \/x en g(x) =-3x2 + 10 elkaar

bne

84

loodrecht snijden.

b De graficken van 4,(x) = p/x en k(x) =-zx2 + 83 snijden elkaar
loodrecht.
Bereken exact de waarde van p en de codrdinaten van het punt
waarin de grafieken elkaar loodrecht snijden.
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a Gegeven is de functie f(x) = x* — 4x.
Stel langs algebraische weg de formule op van de lijn £ die de
grafick van f'loodrecht snijdt in het punt A(5, 5).

2x—1

b i o

b De lijn /: y =-5x + p snijdt de grafiek van g(x) = loodrecht.

Bereken p algebraisch.

. . p
Gegeven zijn de functies f(x) =x*—x en g,(x) = e

a De graficken van fen g, raken elkaar in het punt 4.
Bereken exact de waarde van p en de codrdinaten van 4.

b De graficken van f'en g, snijden elkaar loodrecht in het punt B.
Bercken exact de waarde van p en de codrdinaten van B.

X
x° +

Gegeven zijn de functies f, (x) = en g(x) =x?—3x — 13,

De graficken van f, , en g snijden elkaar loodrecht in het punt 4
met x, =4.
Bereken p en g.

Verticale raaklijnen

De grafiek van f(x)= \/E heeft in het randpunt (0, 0) y

een verticale raaklijn. De vergelijking van de raaklijn is g
x =0 en deze raaklijn heeft geen richtingscoé&fficiént.
De grafiek van g(x) = x* heeft in (0, 0) een horizontale f
raaklijn. De grafieken van f'en g staan in (0, 0) dus
loodrecht op clkaar.

Uit £'(x) = —— volgt £(0) = —— en dus bestaat . i
2./x 2,0 0)

f'(0) niet. Daarom geldt hier niet f(0) - g'(0) =-1.
Bij loodrecht snijden waarbij ¢¢én van de raaklijnen
verticaal is, kun je dus niet de regel f'(x) - g'(x) =-1 gebruiken.
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Terugblik

Raaklijnproblemen bij functies met een parameter

Raakt de lijn k met rc, = -2 de grafiek van f(x) = 1P+ 132 +px—5
in het punt 4 met x, = 4, dan gebruik je f,(4) =-2 om de formule
van k op te stellen.

£,(x)=-52 + 152% + px — 5 geeft f,/(x)=-x>+3x +p

1/(4)=-2 geeft-4>+3-4+p=-2,dus p=2.

x, =4 invullen bij f;(x) =- x> + 132 + 2x — 5 geeft het raakpunt A(4, 53).

Het punt A4 ligt ook op k: y =-2x + b. Hieruit volgt b = 13%, dus k: y=-2x+13 _3—,

Kromme door toppen

De toppen van de graficken van de functies f,(x) =- I3+ 132+ px—5
liggen op een kromme. De formule van deze kromme krijg je door p

met behulp van £, (x) = 0 uit te drukken inx en dit in te vullen bij y = £ (x).

1, (x) =0 geeft X2+ 3x+p=0, dus p=x%—3x.
p=x*=3xen y=-1x3+ 1332 + px — 5 geeft
y=-38+ 152+ (2 -3x) *x—5=-33 + 1522+ - 32— 5=33 - 1522 - 5,

Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen is
. ) .
y=3x lfx 5.

Raken en loodrecht snijden

De grafieken van f'en g raken elkaar in het punt 4 als de x-codrdinaat
van 4 voldoet aan f(x) = g(x) A f'(x)=g'(x).

De grafieken van f'en g snijden elkaar loodrecht in het punt 4 als

de x-coodrdinaat van 4 voldoet aan f(x) =g(x) A f'(x) * g'(x)=-1.

Gegeven zijn de functies f(x) = x> en g(x) =x2+3x — 9.

Om te bewijzen dat de grafiecken van f'en g elkaar raken, los je het
stelsel $x° =x>+3x— 9 Ax?=2x+3 op.

Uit x2=2x+3 volgt x=-1vx =3,

Omdat f(-1)=-1 en g(-1)=-11 geldt niet f(-1)=g(-1).

Omdat f(3) =9 en g(3) =9 geldt f(3) =2(3).

Dus de graficken raken clkaar in het punt (3, 9).

Om te onderzoeken of de grafieken van f'en g elkaar loodrecht snijden

in het punt 4 met x, =-3 ga je na of geldt f(-3)=g(-3) A f'(-3) - g'(-3) =-1.
Omdat f(-3) =-9 en g(-3) = -9 geldt f(-3) = g(-3).

Cmdatef'(=3)=9enp (-3y—=3 geldtf%-3) “g~31—9 =3 —=27].

Dus de grafieken snijden elkaar wel in het punt (-3, -9), maar niet loodrecht.
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Eindopdracht Kromming en
kromtestraal

Bij het ontwerp van bochten in snelwegen, spoorwegen en kanalen
zijn de begrippen kromming en kromtestraal van belang. We geven
de kromming aan met de letter k£ en de kromtestraal met de letter R.

L
Ergeldtk—R.

De kromtestraal in een punt P van een kromme is de straal
van de cirkel die in P zo goed mogelijk aansluit bij de
kromme.

Zie de figuur hiernaast.

In deze opdracht ga je rekenen aan kromming en
kromtestraal bij grafieken van functies y = f(x).

()| ~F
A+ (@R

We geven een voorbeeld bij de functie f(x) =x>. Er geldt dat /'(x) =3x? en
f"(x) =6x. De kromming van de grafiek in het punt (1, 1) is
'l 6 6 10

~0,190. De kromtestraal is R = o ~5,27.

Er geldt k=

Tueropt a=mE 108

« Bereken bij de grafick van de functie f(x)=x3 de kromming van de
grafiek in de punten (2, 8) en (]5, %). Rond zo nodig af op drie
decimalen.

» Er zijn bij de functie f(x)=x> vier punten op de grafick waar de
kromming gelijk is aan 1.
Bereken de x-codrdinaten van deze punten. Rond af op twee
decimalen.

« Bereken de maximale kromming van de grafick van f(x) =x°. Rond

af op dric decimalen.

Voor een spoorweg moet in ieder punt de kromtestraal y
groter zijn dan 5 km.
We bekijken de volgende situatie. Zie de figuur hiernaast 1=z s
met een assenstelsel waarbij de eenheid 1 km is. Ve :
Tussen de punten O en A(3, 1) ontbreckt een deel 1 2 3
spoorweg. In O is r¢ =1 en in 4 is rc = .

Tussen O en 4 moet een ontwerp komen voor het
ontbrekende deel.

Een ingenieur stelt voor dit stuk aan te leggen volgens een kromme die
te beschrijven is met de formule y=/x+1— L.

» Laat zien dat deze kromme vloeiend aansluit bij de punten O en 4.

* Onderzoek of dit ontwerp ook voldoet aan de eis voor de kromtestraal.
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Diagnostische toets

6.1 Toppen en buigpunten
Gegeven is de functie f(x)=

by o
Bereken algebraisch de extreme waarden van f'en geef het bereik.

Gegeven is de functie f(x)=9x* +4x> — 45x> = 30x + 5.

Toon met de afgeleide aan dat f een extreme waarde heeft voor x = /21,

Gegeven is de functie f(x)=4— (x* + )% y
a De grafiek van f heeft één top.

Bereken algebraisch de codrdinaten van de top.
b Bereken exact de codrdinaten van de buigpunten van

de grafiek. f

X
I O \
figuur 6.20

6.2 De afgeleide van machtsfuncties

Differentieer.
35 x® —2x* 3x—2
a f(x)= - b g(x)= - € h(x)=4x— 3

Gegeven is de functie f(x)=2x+ §+ L,

a Bereken exact de extreme waarden van f.

b De grafiek van fheeft twee raaklijnen met richtingsco&fficiént -6.
Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten.

¢ Onderzock algebraisch of de grafick van f'een raaklijn heeft met
richtingscoéfficiént 3.

Bereken de afgeleide.

o il
0 fw="5 \/;"4 Ll TRy -

2

=3 . .
1s te schrijven

xz'\/;

De y-coérdinaat van de top van de grafiek van f(x) =

in de vorm T
b e

Bereken exact mogelijke waarden van a, b en c.
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6.3 De kettingregel

- Differentieer.

a f(x)=x —'(zxzs—_x)df

b gx)=x>—6x+15
¢ h(x)=(x*+2)x*+2

1 Gegeven is de functie f(x) =32 —2)* -2

a Bereken exact de x-codrdinaten van de punten van de grafiek van f
waarin de raaklijn horizontaal is.

b De lijn & raakt de grafiek van f'in het punt 4 met x, =2 en snijdt de
x-as in het punt B.
Bereken exact de x-codrdinaat van B.

| Gegeven is de functie f(x)=x,/50 —x° y

a Bercken exact het bereik van f.
b Stel algebraisch de formule op van de lijn £ die de f
grafiek van fraakt in het punt 4 met x, = 1.

figuur 6.21

6.4 Functies met parameters

Gegeven zijn de functies f,(x) = x° — 4x> + px + 2.

a De functie f, heeft een extreme waarde voor x = 3.
Bereken exact p en de andere extreme waarde.

b De lijn k: y = 12x + g raakt de grafiek van f, in het punt 4 metx, =-1.
Bereken p en g.

Gegeven zijn de functies f(x) =-5x> +px? + 3x — 4.
Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de grafieken
van f, liggen.

a Bereken exact voor welke p de grafieken van f(x)=x —3x en
g,(x) =px + 16 clkaar raken.

b Bereken exact voor welke p de graficken van f(x)= x>+ 1 en
g,(x) = px + 4 elkaar loodrecht snijden.
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Meetkunde met
coordinaten

Wat leer je?

- Hoe het aantal oplossingen van een stelsel van twee lineaire vergelijkingen
verband houdt met de onderlinge ligging van de bijpehorende lijnen.
Hoeken berekenen tussen lijnen waarvan vergelijkingen zijn gegeven.

Werken met vergelijkingen van cirkels.
Berekenen van afstanden tussen punten, lijnen en cirkels in een assenstelsel.
Opstellen van vergelijkingen van raaklijnen aan cirkels.
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Beginopdracht De kwadratuur van
eenrechthoek

De oude Grieken hadden belangstelling voor
vierkanten met dezelfde oppervlakte als een
gegeven rechthoek of een gegeven cirkel.

Bij de kwadratuur van cen rechthock is het de
bedoeling om een vierkant te construeren die
dezelfde oppervlakte heeft als een gegeven
rechthoek.

Met construeren wordt de manier van tekenen
bedoeld waarbij je slechts een potlood, een passer
en een rechte lat gebruikt. Bij construeren mag je een geodriehoek of een
liniaal dus alleen gebruiken om lijnen te trekken, en niet om te meten.
De kwadratuur van een rechthoek was al bekend bij Euclides

(omstrecks 300 v.Chr.).

| Wiskundigen hebben
duizenden jaren gezocht naar
de kwadratuur van de cirkel.
Uiteindelijk bewees Ferdinand
von Lindemann in 1882 dat de
kwadratuur van de cirkel
onmogelijk is.

Bij de constructie van de kwadratuur van een rechthoek heb je twee

basisconstructies nodig, namelijk de constructie van het midden van een

lijnstuk en de constructie van een vierkant waarvan de rechte hoek en de

zijde zijn gegeven.

» Teken een lijnstuk en construeer het midden van dit
lijnstuk. Licht je werkwijze toe.

» Teken de figuur hiernaast over en construeer een
vierkant met zijde AB. Licht je werkwijze toe.

A B

Je onderzoekt de kwadratuur van een rechthoek door een constructie

uit te voeren en de juistheid van deze constructie te bewijzen.

In de figuur hiernaast is rechthoek ABCD getekend. D c

De lengte van zijde 4B is a en de lengte van zijJde AD

is b.

* Je maakt de kwadratuur van deze rechthock. Teken
daartoc deze rechthock meta=8 cmenb=2,5 cm
en voer de volgende stappen uit.

1 Teken de cirkel met middelpunt C en straal CB. Deze cirkel snijdt
het verlengde van DC in het punt £.

2 Construeer het midden M van DE.

3 Teken de cirkel met middelpunt A en straal MD. Deze cirkel snijdt
het verlengde van BC in het punt F.

4 Construeer het vierkant waarvan CF een zijde is en een andere
zijde op het verlengde van DC ligt. Noem dit vierkant CGHF.

A B

De oppervlakte van het vierkant CGHF is gelijk aan de oppervlakte van
de rechthoek ABCD.
» Bewijs dit. Ga uit van rechthoek 4ABCD met zijden a en b.
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Voorkennis Stelsels vergelijkingen

Theorie A Stelsels lineaire vergelijkingen
Ze—3y=10

Het stelsel {x o D

door optellen of aftrekken.

Om y te elimineren, vermenigvuldig je de eerste vergelijking met 2 en

de tweede met 3. Daarna tel je de vergelijkingen bij elkaar op.

{Zx—By— 10 ‘2‘ ﬂ{4x—6y:20

kun je oplossen met behulp van elimineren

x+2v=6 [3| 5" 3x+6y=18
—+
Tx =38
x=5% 3 =
x+2y=6} ;-;tiy—ﬁ | De lijnen k: 2x — 3y =10 en
v o [: x + 2y = 6 snijden elkaar in
J =g ' het punt (5 3 3.

De oplossing is (x, y) = (5 %, %).

Je kunt bij dit stelsel ook x elimineren. Dat gaat als volgt.

26=3y=10[1] . f2x=3y=10
x+2v=6 2|5 2w +4v=12
~fy=-2
7 dees
Y71 tx+2:1=6
x+2y=6 x+f,—1=6
x=5%
Los op.
Sx=Ty=1
4x—3y=6
2x +3p=15
10x—9y=-5
2x—5y=16
© Vr+ar=10

a De lijnen k: 3x + 2y =5 en : x — 4y = 11 snijden elkaar in het punt P.
Bereken de codrdinaten van P.

De lijnen m: 4x — 5y = 6 en n: 3x — 2y = 1 snijden elkaar in het punt Q.
Bereken de codrdinaten van Q.
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7.1 Lijnen en hoeken

| Gegeven zijn de lijnen &: 2x + 3y =12 en /: 4x + 6y = 15.
O@* q Teken k en /in één figuur.
2x+3y=12

4x+ 6y =15 5"

b Hoe volgt uit vraag a dat het stelsel {

oplossing heeft?
¢ Hoe kun je aan de formules van k en / zien dat de lijnen
evenwijdig zijn?

Theorie A Strijdige, afhankelijke en onafhankelijke
vergelijkingen

De lijnen m: 2x — 3y =5 en n: 4x — 6y = 7 hebben
dezelfde richtingscoéfficiént en vallen niet samen. Ook

i : g =3y =g
zonder y vrij te maken kun je dat inzien, want 3 2 2 J
) y=3x—15

=3 5
Omdat je met twee evenwijdige lijnen te maken hebt, —6y 2: ~4x +7

. v=ie- ik
heeft het stelsel { Av—6y=T geen oplossing. We noemen | Dusrc, =rc,.

de vergelijkingen van het stelsel strijdig.

mlx—3y=23

De lijnen p: 2x — 3y =5 en q: 4x — 6y = 10 vallen samen.

25 —3y=5
Het stelsel { 4x— 6y =10

We noemen de vergelijkingen van het stelsel athankelijk.

heeft oneindig veel oplossingen.

Delijnenk:ax+by=cenlpx+qy=r
.. ey a b, c
* zyn evenwiydig als —=—+#—,
J Jdig » qr
de vergelijkingen ax + by = ¢ en px + qv = r zijn dan strijdig;
a b
e vallen samen als —=—=—,
P g r
de vergelijkingen ax + by = ¢ en px + gy = r zijn dan athankelijk;

* hebben een snijpunt alsg * gs

de vergelijkingen ax + by = ¢ en px + gy = r zijn dan onathankelijjk.
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Mok 3

1 JOR S

OOk

IO 3

Voorbeeld
Gegeven zijnde lijnen k: px + (p+ L)y=5enl, :(p— x+(p -3 =gq.
Bereken voor welke p en g de lijnen k, en /,  samenvallen.

Uitwerking
=Y 3
Samenvallen, dus P :p—:—.
p-1 p-3 ¢
p ptl
5=1 p-—5 geeft pp—3)=@-Dp+1)
p=3p=pt=1
—3pl=—1
P=3
1
| 3 5.9 1 5
=z geeft —=—=—oftewel —=—, dus g =-10.
P=3¢ _% _2% q 2 g q

Dus voor p= _l; en g =-10 vallen de lijnen samen.

Zie het voorbeeld.

Voor welke p en g

a zijn k, en /, , evenwijdige lijnen

b hebben k, en /, , een snijpunt

¢ snijden k, en /, , elkaar in het punt (2, -3)?

Gegeven zijnde lijnen k,: 3x+py=5en/, :(p—x+(p+4y=gq.
Bereken voor welke p en ¢

a delijnen k, en /, , samenvallen

b de lijnen &, en /, . evenwijdig zijn.

De lijnen k, ;: px + gyv=4enl, : (g +3)x+(p— 1)y =1 vallen samen.
Bereken p en g.

Gegeven is de lyn /: 2x + 3y =18,
a Bereken de codrdinaten van de snijpunten van / met de x-as en

de y-as.

b Licht toe dat de vergelijking 2x + 3y = 18 ook kan worden
geschreven als g #: % =1

¢ Hoe kun je in de vorm = +==1 de coérdinaten van de snijpunten

9 6
van / met de assen herkennen?

Y _
s
a Toon aan dat & de x-as snijdt in het punt (a, 0).
b Toon aan dat k£ de y-as snijdt in het punt (0, b).

Gegeven is de lijn £: §+ 1.
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Theorie B De assenvergelijking van een lijn
Vv

De lijn &: % +7 =1 snijdt de x-as in het punt (a, 0) en de

v-as in het punt (0, b). Dit gebruik je om een vergelijking

van een lijn op te stellen als de coérdinaten van de

snijpunten van de lijn met de assen bekend zijn. De

y_
o=
de x-as, dus v =0, geeft

X ‘s
o 1 snijden met

L= 1 oftewel x =a.

a
Het snijpunt is (a, 0).

vergelijking f-%%: 1 heet de assenvergelijking van -

de lijn.

De lijn door de punten (a, 0) en (0, b)) met a # 0 A b # 0 heeft

a0
de vergelijking ﬁ o S 1.

Voorbeeld
De lijn £ snijdt de x-as in het punt (6, 0) en de y-as in het punt (0, g).

a Stel cen vergelijking op van & in de vorm ax + by =c.
b Voor welke waarde van ¢ is k evenwijdig met de lijn /: y = 3x + 27

Uitwerking
Vv
a k: %+ E =1 Vermenigvuldig alle termen met 6q.
k: gx + 6y = 6q
b kigx+6y=6genl:3x—y=-2
piden L o2
geett 371 = )
4.5 = L
37 geeftg=-18 en = # ) geeft g # 2.

Dus voor g =-18is k // I.

Stel een assenvergelijking op van de lijn en schrijf de vergelijking
vervolgens in de vorm ax + by = c.

a /door(p,0)en(0,5)

b m door (4, 0) en (0, q)

¢ ndoor (3r,0)en (0, r)

De lijn £ snijdt de x-as in het punt (p, 0) en de y-as in het punt (0, 8).
a Stel een vergelijking op van £ in de vorm ax + by = c.

b Bereken p in het geval het punt (1, 2) op & ligt.

¢ Voor welke p is k evenwijdig met de lijn /: y = 2x + 3?7
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De assenvergelijking van een vlak

Om in de ruimte de codrdinaten van een punt vast
te leggen wordt gewerkt met een Oxyz-assenstelsel.
Dit wordt meestal getekend zoals in de figuur
hiernaast.
In dit assenstelsel is een vlak V getekend dat de
x-as snijdt in het punt A(a, 0, 0), de y-as in het
punt B(0, b, 0) en de z-as in het punt C(0, 0, ¢).

y

De assenvergelijking van dit vlak is V: g o %r 1.

De lijn £ snijdt de assen in de punten (3, 0) en (0, p) en de lijn /
O®* snijdt de assen in de punten (2p, 0) en (0, 5).
a Stel van k en van / een vergelijking op in de vorm ax + by =c.
b Voor welke p ligt het punt A(1, 2) op k? En voor welke p op /?
¢ Voor welke p is de lijn £ evenwijdig met de lijn m: y = 4x + 57
d Voor welke p is de lijn / evenwijdig met de lijn n: 2x + 3y = 10?
Gegeven zijn de lijnen /,: >+ 1.
* Voor welke p &
a gaat /, door het punt (3, 4)
b is de richtingscoéfficiént van /, gelijk aan 2?

pr2

In figuur 7.1 zijn de lijn &: y = 2x — 4 en het punt 1%
BO* (C(3,0) getekend.

Het punt 4(2, 0) is het snijpunt van £ met de x-as,

het punt B(3, 2) ligt op £.

Er geldt ZCAB = 63,435°. 1

a Toon dit aan.

O 1 A [C T
figuur 7.1
In figuur 7.2 is bovendien de lijn [ y=-3x + 3 4
getekend. De hoek tussen / en de x-as is met een /
boogje aangegeven. 2
Deze hoek is ongeveer 14,036°.
b Toon dit aan. ~....~_l_
¢ Bereken de hoek tussen de lijnen k en /. - ;
Rond af op één decimaal. O 1‘ | <
figuur 7.2
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Theorie C De hoek tussen twee lijnen

In figuur 7.3 is de lijn k: y = 3x — 1 getckend. y

De richtingshoek van deze lijn is de hoek a ,
waarover je de x-as moet draaien om de x-as te
laten samenvallen met 4. Hierbij is ,
-90° < o < 90°. Y x
Je ziet dat tan(a) = 5 en dit geeft a = 26,56...°.

Voor de richtingshoek « van de lijn k geldt
tan(a) = rc, en -90° < a < 90°.

figuur 7.3

De richtingshoek van de lijn /: y =-3x+ 1 in y
figuur 7.4 is aangegeven met .
Er geldt tan(f) = rc,, dus tan(p) = % en dit geeft A

B =-33,69.. ™

De richtingshoek van de lijn / is dus negatief. - 1\\ - %
Bij berekeningen met richtingshoeken nemen we ==
aan dat de eenheden op de assen gelijk zijn. -’ N
figuur 7.4
In figuur 7.5 is zowel de lijn k2 v =3x — 1 1%
als de lijn /: y=-2x+ 1 getekend. K
De hoek tussen de lijnen & en / is aangegeven met ¢. \ =l
Hier is ¢ = & — f=26,56...° —-33,69...° = 60,3°. N =
\ T X
0 /1 {3 4
Voor de hoek ¢ tussen twee lijnen nemen we altijd / \
de hoek waarvoor geldt 0° < ¢ < 90°, S
figuur 7.5
In figuur 7.6 zic je de lijnen m: y = 13x+ 1 en y
n:y=-x+1, .
Voor de richtingshoek a van m geldt ol |
tan(a) = 13, dus & = 56,30...°, en voor de
richtingshoek f van n geldt tan(f) =-1, dus —2 /
J=-45°
Omdat a — f=56,30...° —-45° = 101,3° geldt 1
voor de hoek ¢ tussen m en n dat
p =~ 180° — 101,3° = 78,7°. /ol ™~N.2 8 4 |
-1
Voor de hoek ¢ tussen twee lijnen met n
richtingshoeken « en f, waarbij a > g, geldt
s p=a—falsa—-f<90° figuur 7.6

* 9p=180°—(a—p) als a — > 90°.
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Voorbeeld
Bereken de hoek tussen de lijnen &: 5x —4y=6en/: 5x + 3y =2.
Rond af op gehelen.

Uitwerking
k:5x—4y=6

-4y=-5x+6

y=lzx—1;
tan(a) = rc, = 13 geeft a = 51,34...°
I S 3p—=2

3p=-5¢+2

J::—l§x+§
tan(f) = rc,=-13 geeft f =-59,03...°
a—f=51,34..°—-59,03..°= 110°
Dus Z(k, )~ 180° — 110° = 70°.

Bij het berekenen van richtingshoeken wordt aangenomen dat de
eenheden op de assen gelijk zijn.
Licht toe dat deze aanname nodig is.

Bereken de hoek tussen de lijnen. Rond af op gehelen.
a by=3x+4enly=2x—-1

b my=lzx+2enny=-3x+3

c pry=3ix—leng:y=-lzx+5

Bereken de hoek tussen de lijnen. Rond af op ¢én decimaal.
a ki3x—2y=5enl4x—3vy=6
b mdAx+y=lenn3x+4v=2
c p:3x+3y=4engq:6x—5v=1

Bereken de hoek tussen de lijnen. Rond af op één decimaal.
a k:y=§x+4en S —=pr=3

b m door (4, 0) en (0, 5) en n door (-2,0) en (0, 1)

¢ pdoor(2,1)en (5, 6)enqdoor(-3,1)en(2,-6)

De lijnen k: y = 2x — 3 en / snijden elkaar onder een hoek van 20°.
Bereken mogelijke richtingscoéfficiénten van /. Rond af op twee
decimalen.

Gegeven zijn de lijnen k: 2x — Sy =9 en : ax + by = 3.

Bereken a en b in het geval & en / elkaar onder een hoek van 60° snijden
in het punt S(2, -1). Rond af op twee decimalen.

© Noordhoff Uitgevers by 7.1Lijnen en hoeken




Terugblik

Strijdige, afhankelijke en onafhankelijke vergelijkingen

ax+by=c

cer . . o g a b .e
De vergelijkingen in het stelsel {px b e zyn stryjdig als > * -

zijn afhankelijk als a_b_¢ en zijn onafhankelijk als £z é.
P q r P 4q

2 ar=1
5x—15y=29
maken. Het stelsel heeft geen oplossing, de lijnen £: 2x —6v =13 en

[: 5x — 15y = 29 zijn evenwijdig.

De lijnen k: 2x — 6y =13 en m: 5x — 15y =32 % vallen samen omdat geldt
2. -6 13

5 15 4ol

Zo heb je bij het stelsel { met strijdige vergelijkingen te

De assenvergelijking van een lijn
¥
=
snijdt de assen in de punten (a, 0) en (0, b).

Snijdt de liyn & de assen in de punten (5, 0) en (0, -6), dan hoort hierbij de
X

.

De vergelijking §+ 1 heet de assenvergelijking van een lijn. De lijn

v
vergelijking = + E =1 oftewel 6x — 5v = 30.

De hoek tussen twee lijnen
Voor de richtingshoek a van een lijn / geldt -90° <a < 90°
en tan(a ) = rc,.

De lijn k: y=3x+ 1 in de figuur hiernaast heeft y

richtingshoek a. Er geldt tan(a) =3 en dit geeft \ %

2=233,69..% 2N\ /

De lijn /: y =-23x + 21 heeft richtingshoek 8. :

Er geldt tan(8) =21 en dit geeft f =-68,19...°, . .

De hock tussen £ en / is in de figuur aangegeven met ¢. X

De hoek tussen twee lijnen is de niet-stompe hoek ‘/_ A X
; 1 0 Jp 2

tussen de lijnen.

Omdat a — f = 33,69...° = -68,19...° = 101,9° is =0

@ = 180° —101,9° =78,1°.
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7.2 Afstanden bij punten en lijnen

Gegeven zijn de punten A(L, 2) en B(3, 5). Zie
figuur 7.7.
a Bereken exact de lengte van het lijnstuk AB.

b Het punt M is het midden van het lijnstuk 45.
Hoe volgen de codrdinaten van M uit de

codrdinaten van 4 en B? 41

Geef de coOrdinaten van M.
¢ Geef de coodrdinaten van het midden N van het 3
lijnstuk CD met C(83, 61) en D(89, 69).

figuur 7.7

Theorie A De afstand tussen twee punten

De afstand tussen de punten 4 en B is de lengte van het
lijnstuk AB. Voor de lengte van het lijnstuk 4B bestaat de
notatie d(4, B). In deze notatie is de letter d van distance
(afstand) gebruikt.

In figuur 7.8 zijn de punten A(x,, v,) en B(xg, vg)
getekend. Met de stelling van Pythagoras in de getekende
drichoek vind je AB*= (x5 —x,)* + (v —v,)> dus de
afstand tussen de punten 4 en B 1s

d4, B)= \/(xB —x 0 + (Vg =4

Om de codrdinaten van het midden M van het lijnstuk AB
te berekenen, neem je het gemiddelde van de x-codrdinaten
van A4 en B en het gemiddelde van de y-codrdinaten van

A en B. Zo krijg je M (3 (¢, + xg), 34 + 7).

Voor de punten A(x,, y,) en B(xz, yp) geldt

Blxs vp)

Y™ ¥Ya

A6y v,

O

e de afstand tussen A en Bis d(A4, B) = \/(xz —x )"+ (y5—y,)*
* de coordinaten van het midden M van het lijnstuk 4B zijn

1 1
Xy=3(ctxp)en y,=5(y,+yp).

© Noordhoff Uitgevers bv
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Voorbeeld

Gegeven zijn de punten 4(p, 3) en B(4, g).

a Necem p =2 en g = 6 en bereken de afstand tussen 4 en B.

b Druk de coérdinaten van het midden A van het lijnstuk AB uit in p en q.
¢ Neem g = 2p en druk de afstand tussen 4 en B uit in p.

Uitwerking
a A(2,3)en B(4, 6) geeft d(4, B)= /(4 -2 +(6-3)"=/4+9=/13
b MG(p+4),353+9)=MGp+2,15+35q)
c A(p, 3)en B(4, 2p) geett
d(4,B)=\(4—pP+(2p -3 =16 -8p+p* +4p* — 12p + 9= \[5p* —20p + 25

Gegeven zijn de punten 4(0, p) en B(p, 7).

a Neem p = 12 en bereken de afstand tussen 4 en B.

b Neem p =-2 en bereken de codrdinaten van het midden M, van het
lijnstuk AB.

¢ Neem p =4 en bereken de afstand tussen 4 en het midden M, van het
lijnstuk AB.

d Druk de codrdinaten van het midden A, van het lijnstuk AB uit in p.

e Druk de afstand tussen 4 en B uit in p.

Gegeven zijn de punten A(p, 3) en B(p + 2, 2p).
a Druk de codrdinaten van het midden M van het lijnstuk 4B uit in p.

Voor de afstand tussen 4 en B geldt d(4, B) = \J4p> — 12p + 13.

b Toon dit aan,

¢ Bereken voor welke p de afstand tussen 4 en B gelijk is aan 5.
Rond af op twee decimalen.

Gegeven zijn de punten 4(3,4)en B(p + 5, p + 2).

a Bereken y,, in het geval voor het midden M van het lijnstuk AB
geldt x,, = 10.

b Bereken voor welke p het midden M van het lijnstuk AB op de
lijn &: y =2x— 3 ligt.

¢ De afstand d tussen de punten 4 en B is te schrijven in de vorm

d=\lap*+b.

Bereken a en b.
Gegeven zijn de lijnen k: 2x —y=2en l: x+ 2y =3.

a Bereken rc, en rc,.
b Hoc volgt uit vraag a dat & en / loodrecht op clkaar staan?
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Theorie B De afstand van een punt tot een lijn

Je weet:

Voor de lijnen k en / met rc, # 0 en r¢; # 0 geldt:
rc, * re;= -1 en k L [ komt op hetzelfde neer.

Vande lijn k:ax + by =cmetb £01s rck=—%.

Van de lijn /: bx—ay=dmeta7£0isrc,=g.

Hieruit volgt rc; * rcl:—% y g——l, dus k£ L1

De lijnen k: ax + by = c en I: bx — ay = d staan loodrecht op elkaar.

Voorbeeld

De lijn k gaat door het punt 4(2, -5) en staat loodrecht op de lijn
I:3x+4y=12,

Stel van k cen vergelijking op van de vorm ax + by = c.

Uitwerking

kll dusk:4x—3y=c
door 4(2, -5)

Dus k: 4x — 3y = 23.

}0—4'2—3'—5=23

Bij de afstand van een punt tot een lijn speelt het begrip y
loodrechte projectie een rol. \
In figuur 7.9 1s P’ de loodrechte projectie van het punt

P(5,5) op delijn k: 3x + 2y = 12. P, 5)
De afstand van het punt P tot de lijn £ is gelijk aan de
lengte van het lijnstuk PP’

De coérdinaten van P’ krijg je door een vergelijking op
te stellen van de lijn / dic door P gaat en loodrecht staat
op k. Het snijpunt van k en / is P'. Vervolgens gebruik

X
ie d(P, k)= d(P, P"). © \
Zie het voorbeeld op de volgende bladzijde.

KiSx—te2r="12

figuur 7.9

De afstand van een punt P tot een lijn /is de P
afstand van P tot zijn loodrechte projectie P’ op /. L

—_— =
(P, [y=d(FP, P

© Noordhoff Uitgevers by 7.2 Afstanden b puntenenlijnen ~ 1O3
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Voorbeeld
Bereken exact de afstand van het punt P(5, 5) tot de lijn &: 3x + 2y = 12.

Uitwerking

De lijn / gaat door P en staat loodrecht op £.
E2x—3p=e| _ = = wn.z_.

door P(5, 5) }“’2 3 =M=
Dus /: 2x— 3y =-5.

k en [ snijden geett het punt P".

3x+2y=12|3 & Ox + 6y =36
2x—3v=-5 2| &M \dx -6y =-10
+
13x =26
x=2 }
o 13-2+42p=12
3x+2y=12 =6
y=3

Dus P2, 3) end(P, k) =d(P, P')= J2 - 52 +3— 5P =9 +4=13.

In de theorie op de vorige bladzijde staan boven de eerste rode kernzin de
voorwaarden b # 0 en a # 0. In de rode kernzin ontbreken deze voorwaarden.
Waarom zijn deze voorwaarden wel nodig in de theorie en niet in de kernzin?

a De lijn & gaat door het punt A(4, 1) en staat loodrecht op de lijn
I 2x—3y=3,
Stel van k een vergelijking op van de vorm ax + by = c.

b De lijn m gaat door het punt B(3, -1) en staat loodrecht op de lijn
n:4x + 5y ==6.
Stel van m een vergelijking op van de vorm ax + by = c.

¢ De lijn p gaat door het punt C(-4, 3) en staat loodrecht op de lijn
g:2x—y=6.
Stel van p een vergelijking op van de vorm y = ax + b.

a De lijn & gaat door de punten A(2, 3) en B(6, 5).
De lijn / gaat door het punt C(4, 6) en staat loodrecht op £.
Stel van / een vergelijking op van de vorm y = ax + b.

b De lijn m gaat door de punten D(-3, 4) en E(2, -6).
De lijn n gaat door het punt F(3, 7) en staat loodrecht op m.
Stel van n een vergelijking op van de vorm ax + by = ¢ met
a, b en c geheel.

Bereken exact de afstand van

a het punt 4(6, 0) totde lyn k: 2x +y =2
b het punt B(3, 0) totde lyn /: y = %x 1
¢ de oorsprong tot de lijn m: 3x +v = 10.
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Bereken exact de afstand van het punt C(2, -12) tot de lijn door de
punten A(-3, -3) en B(-2, 6).

Gegeven is AABC met de hockpunten A(1, 0), B(7, 4) en C(33, 6).
a Bereken exact de afstand van C tot de lijn door 4 en B.
b Bereken exact de oppervlakte van AABC.

Bereken exact de afstand tussen de lijnen k&: x —3y=1en: x — 3y =6.
Schrijf het antwoord in de vorm p./g met g een zo klein mogelijk geheel

getal.
In figuur 7.10 zie je het punt P(xp, vp) en de lijn y
k:ax+by=c. m
In deze opgave ga je bewijzen dat ™~ A
voor de afstand van P tot k& de formule (% ¥
e P, RNU: ax + by = ax, + by,
| axp+byp—c|

d(P, k)= geldt. Q

J P Wi W
We gebruiken daarbij de lijn /: ax + by = ax, + by, kiax+by=c
door P evenwijdig met £ en de lijn m door O figuur 7.10

loodrecht k. De lijn m snijdt &£ en / in de punten
R en S. Omdat PORS een rechthoek is, geldt
d(P, k)=d(S, R).

; b e ;
a Lichttoe daty= X een vergelijking van m 1s.
ac be
2. b2’ a2 4+ bz

b Toon aan dat R het punt (a

a’xp+abyp abxp+byp
Wbt @ hP

) is en S het punt

. a*xp+abyp—ac\2 fabxp+ bPyp— bc\2
¢ Licht toe dat d(S, R) = 2+ + )

en toon aan dat dit te herleiden is tot
V(a(ax, + by, = )P + (blax, + by, = ©))?
a*+ b? '

d(S, R) =

(aEY + (BEY’

Stel £ = axp+ by, — ¢, Daarmee wordt d(S, R) =

a2 + bZ
J@Ey + (bEY J@+)E
d Herleid d(S, R) = ( 2 ™ b(2 2 tot d(S, R)=—(az n bz) -

e Toon aan dat d(S, R) = ) te herleiden is tot

|E

d(S, R)= ﬁ‘bz en maak het bewijs af.
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Theorie C De afstandsformule

In opgave 30 heb je een formule bewezen voor de afstand van het
punt P(x,, v,) tot de lijn k& ax + by =c

De afstand van het punt P(x,, y,) tot de lijn k: ax + by = c is

‘ axp+ by,—c ‘

d(P, k)=

\,.-‘"(12 - bZ

Met deze afstandsformule is sneller de afstand van een gegeven punt
tot een gegeven lijn te berekenen dan op de manier van theorie B.
Bovendien zijn met deze formule ook andere problemen op te lossen.
Zoek je de punten P op de x-as die afstand \/5 totde liyn k:x —2y=3
hebben, dan stel je P(p, 0). Met de atstandsformule krijg je vervolgens

|\p=0-3|

VEF 2R

4123

=y eflevel — = =3

|p=3|=5

p-3=5vp-3=-5

p=8vp=-2

Dus de punten zijn P,(-2, 0) en P8, 0).

Voorbeeld

Stel vergelijkingen op van de lijnen & die door het punt B(5, 0) gaan
en op afstand \/ﬁ van het punt 4(3, 4) liggen.

Uitwerking
Stel k: y=ax+b.

k door (5, 0) geeft Sa + b =0, dus b =-3a.
k:v=ax— 5a oftewel k: ax—y —5a=0

d(A4, k)= 10 geeft

a =3 geeft b =-15,
a=-1geeftb=1%

‘3(1 4 - Sa‘

\/_
‘—2aa 4‘ JV10a% + 10

4a*>+ 16a + 16 =10a*+ 10
~6a*+ 16a+6=0
3a>-8a—3=0
D=(-8>—-4-3--3=100
8+10_3 a_8~10
6 6
dus k;: y=3x—15.
dus ky: y=-3x+ 13,

a=

Hoofdstuk 7 Meetkunde met codrdinaten

=Av ‘A‘=—A, dus )
het kwadraat van \A \
is Al2

/B geeft 4> =
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Zie het voorbeeld.

ks + s —e
De formule d(P, k)=‘ Pt byr—c|

2 2
va:+b
maar in de eerste regel van de uitwerking wordt k: y = ax + b gesteld.

a Welk probleem ontstaat als daar was uitgegaan van k: ax + by = ¢?
b Had je ook uit kunnen gaan van k: x + by =¢? En van k: ax + by = 1?

gaat uit van de vorm ax + by =,

Onderzoek met berekeningen welk van de punten A(1, -1), B(2, 3 %) of
C(6, 5) het dichtst bij de lijn &: x — 4y = -4 ligt.

Bereken exact de afstand van het punt
a A(2,5)totdelijn k: 3x+ 4y =10
b B(2,-1)totdelijn : y=-2x+5

)

c C(5,3)totde1ijnm:%+'§’=1.

a Stel vergelijkingen op van de lijnen £ die door het punt 4(0, 4) gaan
en op afstand 5 van het punt B(5 %, 5) liggen.

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die door het punt C(3, 0) gaan
en op afstand \/§ van het punt D(6, 4) liggen.

Gegeven is de lijn &: 5x + 12y = 26. De lijnen / zijn evenwijdig met &
cn hebben de afstand 3 tot &.

Om vergelijkingen van deze lijnen te vinden ga je uit van de vorm

[ 5x+ 12y =c.

Neem een punt P op k, los de vergelijking d(P, /) =3 op en geef
vergelijkingen van /.

Gegeven is de lijn &: 3x + 4y = 12.

a Stel vergelijkingen op van de lijnen / die op afstand 2 van £ liggen.

b Bercken de codrdinaten van de punten P op de x-as die op afstand 3
van k liggen.

Bereken de codrdinaten van de punten op de parabool y = 2x? die
afstand /5 tot de lijn &: x — 2y = 2 hebben.

Gegeven zijn de punten 4(4, 0) en B(6, 0).

Stel vergelijkingen op van de lijnen & waarvoor geldt d(4, k) = \/E
en d(B, k) =24/2.

© Noordhoff Uitgevers by 7.2 Afstanden bij punten en lijnen
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Terugblik

De afstand tussen twee punten

Voor de punten A(x,, v,) en B(xp, v,) geldt

« de afstand tussen 4 en Bis d(4, B) = \[(xz —x,)° + (v~ v,

* de codrdinaten van het midden M van het lijnstuk 4B zijn
Xp = %(x,q +txg) en yy, = ;_(.VA +Vg).

Voor de punten A(p, 3p) en B(2p, p + 6) geldt dus
* het midden M van het lijnstuk 4B is

MG(p+2p),53p+p+6)=M(15p,2p+3)
« d(4,B)=\2p—pP+(p+6-3py=\p*+(6-2p)
= p* +36 —24p +4p> = /5p* — 24p + 36.

Om te berekenen voor welke p geldt d(4, B) =5, voer je de formules
v, =+/5x* — 24x + 36 en y, = 5 in op de GR en gebruik je de optie
snijpunt. Je krijgt p ~ 0,51 en p = 4,29,

Onderling loodrechte lijnen

De lijnen k: ax + by =c en [: bx — ay = d staan loodrecht op elkaar.
De lijn ¢ die loodrecht staat op de lijn p: 2x — 5y = 1 is van de vorm
5x +2y =c. Is gegeven dat g door het punt 5(4, -3) gaat, dan is
c=5'4+2:--3=14enq: 5x+2y=14.

De afstand van een punt tot een lijn

De afstand van een punt P tot een lijn / is de afstand van P tot zijn
loodrechte projectic P'op L.

De afstand van het punt P(xp, vp) tot de lijn k: ax + by = c bereken je

| axp+ byp—c|
Zo 1s de afstand van het punt 4(3, 2) tot de lijn &: 4x — 3y = 10 gelijk
|4-3-3.2-10| |-4| ,

Met de afstandsformule stel je als volgt vergelijkingen op van de
lijnen / die op afstand 3 van de lijn &: 4x — 3y = 10 liggen.
Stel /: 4x — 3y =c.

P(2%, 0) op k geeft d(P, [) =

met de afstandsformule d(P, k) =

aan d(4, k) =

10-0—¢|
V25

=3 en hieruit volgt c =-5 v ¢ =125.

5
Dus de lijnen zijn /;: 4x — 3y =-5 en [,: 4x — 3y =25.

1
d(P,1)=3 geeft ‘
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7.3 Cirkelvergelijkingen

Gegeven is het punt M(1, 4) en het variabele punt P(x, y).
Voor de afstand d tussen M en P geldt d* = (x — 1)* + (v — 4)°.
a Licht dit toe.

In het geval d = 5 krijg je de vergelijking (x — 1)> + (v — 4)* = 25.

b Licht toe dat deze vergelijking hoort bij de cirkel met middelpunt
M(1, 4) en straal r= 5.

¢ Stel een vergelijking op van de cirkel met middelpunt M(1, 4) en
straal 10.

d Geef van de cirkel met vergelijking (x +2)> + (v —3)° =16 de
codrdinaten van het middelpunt en de lengte van de straal.

Theorie A De cirkelvergelijking (x - x,, )2+ (Y- yy)? =12

Voor cen punt P(x, v) op afstand » van M(x,,, v,,) geldt
d(M, P)=\/(x—x,)> + (v —¥,)> en d(M, P) = r, dus

Vi —x,)% + (v — y,,)* = r. Kwadrateren geeft (x — x,,)* + (v — y),)* = 1.

Hiermee is een vergelijking van de cirkel met middelpunt M(x,,, v,,) en
straal r opgesteld.

De cirkel met middelpunt M(x,, y,,) en straal r heeft vergelijking
x—xy) +—yy)Y=r.

In figuur 7.11 zie je de cirkel ¢ met middelpunt y
M(3, 4) die door het punt A(5, 3) gaat. Omdat
M(3, 4) is de vergelijking van ¢ van de vorm
x—-32+@y—4)2=~

A(S, 3) ligt op ¢, dus

r=d4, M)=+[G-5PF+@-3P=\4+1=f5,
Dusc: (x =3 +(y—4)Y =5.

Verder zie je in de figuur de lijn & die de cirkel
raakt in A4.
Omdat een raaklijn van een cirkel loodrecht staat

op de straal naar het raakpunt, is de straal van de 0
cirkel gelijk aan de afstand van M tot &, dus
r=d(M, k). figuur 7.11

Raakt de lijn & de cirkel ¢ met middelpunt M en
straal r in het punt 4, dan geldt M4 | kend(M, k) =r.

iy 2
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Voorbeeld
Er zijn twee cirkels ¢, en ¢, waarvan het y
middelpunt op de lijn k: y = ]5x — 2 ligt, die
straal 3 hebben en die de x-as raken.

Stel van zowel ¢, als ¢, een vergelijking op.

figuur 7.12
Uitwerking
De cirkels raken de x-as en straal = 3, dus y,,=-3 of y,, = 3.
vy =-3en Mop k geeft 3x,,—2=-3

1 -

=2
Dus M,(-2,3)enc;: (x +2)*+(y+3)*=9.

vy =3en Mop k geeft $x,—2 =3

1 _
7% =3

X =10

Dus M,(10, 3) en ¢,: (x — 10)* + (y — 3)*=9.

Stel een vergelijking op van de cirkel y

a ¢, met middelpunt M,(2, -5) en straal 3

b c, met middelpunt M,(3, 4) die door de oorsprong
gaat

¢ c¢; met middelpunt M;(-3, 5) die door het punt
A(-1, 2) gaat

d c, met middelpunt M,(3, 1) die de x-as raakt

e ¢, met middelpunt M (-4, 2) die de y-as raakt.

figuur 7.13
Gegeven is de lijn & y = Ix. y
Er zijn twee cirkels ¢, en ¢, waarvan het = .
middelpunt op & ligt, die straal 2 hebben en die g
de x-as raken. M,
Stel van zowel ¢, als ¢, een vergelijking op. cq X

M,
figuur 7.14
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Er zijn twee cirkels ¢, en ¢, waarvan het y
middelpunt op de lijn k&: y = —gx ligt, die straal

10 hebben en die de y-as raken.

Stel van zowel ¢, als ¢, een vergelijking op. ¢ M,

figuur 7.15

Gegeven zijn de punten A(3, 7) en B(9, 1) en de lijn k: Sx + 2y =12.

Stel een vergelijking op van de

a cirkel ¢, met middelpunt 4 die de x-as raakt

b cirkel ¢, met middelpunt B die door 4 gaat

¢ cirkel c; met middellijn 4B

d cirkels ¢, en ¢ waarvan de middelpunten op & liggen, dic straal 2
hebben en die de y-as raken.

De cirkel ¢ gaat door de punten P(-1, p), O(-2, 6) en R(5, 7).
Bereken p op algebraische wijze in het geval

a OR een middellijn van c is

b PR een middellijn van c is.

Gegeven is de cirkel ¢ met middelpunt M(p, ¢) en straal \/13.
c gaat door de punten 4(4, -1) en B(-1, -2).
Bereken algebraisch p en g.

Gegeven is de lijn k: x — 2y =0. De cirkel ¢ met y

middelpunt M(3, 4) raakt k. Zie de figuur hiernaast. c
Bij c hoort een vergelijking van de vorm
=3P+ —-H*=r metr=dM,k). M(3, 4)
a Licht dit toe.
b Bereken d(M, k) en geef een vergelijking van c. 4

figuur 7.16 d(M, k)=r
a Stel een vergelijking op van de cirkel ¢, met
middelpunt M (5, 3) die de lijn k: v = x raakt.
b Stel een vergelijking op van de cirkel ¢, met
middelpunt M,(-1, 3) die de lijn m: x + 2y = 0 raakt.
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Gegeven is de lijn &: 2x + 3y = 12 die de x-as snijdt in het punt 4 en

de y-as snijdt in het punt B.

Stel een vergelijking op van de

a cirkel ¢, met middelpunt M, (8, 3) dic & raakt

b cirkels c, en c; waarvan de middelpunten op & liggen, die straal 8
hebben en die de x-as raken

¢ cirkel ¢, met middellijn 45.

Gegeven is de liyn &: x — 2y = 10 die de x-as snijdt y
in het punt 4. Cirkel ¢, met middelpunt M(-1, 2)
raakt k£ in het punt B. Cirkel ¢, met middelpunt 4
gaat door B. Zie de figuur hiernaast.

a Stel van zowel ¢, als ¢, een vergelijking op.

b Stel een vergelijking op van de cirkel ¢,

waarvan AM een middellijn is en onderzoek of B
¢, door B gaat. /

figuur 7.17

Er zijn twee cirkels met straal 5 die de lijn
k: 3x — 4y =10 raken in het punt 4(2, -1).
Stel van elk van deze cirkels een vergelijking op.

Gegeven is de cirkel ¢ met middelpunt M(4, -1) en straal 6.
Stel van ¢ een vergelijking op en herleid deze tot de vorm
x2+y*+ax+by+c=0.

Theorie B De cirkelvergelijking x>+ y?+ ax+ by +c=0

In opgave 51 heb je gezien dat bij de cirkel met middelpunt A4(4, -1) en
straal 6 de vergelijking x* + y> — 8x + 2y — 19 = 0 hoort. De vergelijking
x*+32—8x+2y—19=0is van de vorm x> +? + ax+ by + ¢ = 0.

Heb je te maken met een cirkel waarvan de vergelijking is gegeven in de
vorm x* + 3% + ax + by + ¢ = 0, dan krijg je met kwadraatafsplitsen een
vergelijking van de vorm (x —x,,)* + (v — v,,)* = r* waaruit de straal en
de coodrdinaten van het middelpunt zijn af te lezen.

Bij de cirkel met vergelijking x> + 12+ 6x -4y —-3=0
gaat dat als volgt.

x?+y?P+6x—4y—-3=0

XHox+y —4y-3=0 2 : —9=
i ; ~ x*+6x+9-9=

(x+3)Y-9+(»—-2-4-3=0 (x+3)7-9

(x+3P+(—-27=16

Dus van de cirkel met vergelijking Py =

X+ +6x—4y-3=0 .1;2—4.]:-’-4—4=

is het middelpunt (-3, 2) en de straal 4. (}7 _ 2.)2 —4
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Merk op dat niet elke vergelijking van de vorm x* + > + ax + by +c=0
een cirkel voorstelt. Zo is x? + 2 + 6x — 4y + 15 = 0 te schrijven als
(x +3)* + (v — 2)> =-2, en dit is niet de vergelijking van een cirkel.

Voorbeeld
Bereken van de cirkel c: x> + 17 + 8x — 3y + 6 = 0 de straal en de
codrdinaten van het middelpunt.

Uitwerking

x*+y?+8x—3y+6=0

P+ -+ —3p+6=0
(x+42—16+(y— 15’ -21+6=0
(x+4P+ (y—132=127

Dus de straal is 4/ 12}1= 3% en het middelpunt is (-4, 1%).

Bereken van de volgende cirkels de straal en de codrdinaten van het
0@ = middelpunt.

a ¢ x> +yP+6x—4y+4=0

b ¢, x>+32—8x+10y+31=0

€ Xty P+ 5e+3y+3 =0

d c;x*+12—Tx+8 =0

Gegeven zijn de cirkel ¢: x> +3? + 6x — 8y + 15=0 en de punten A4(0, 4),
B@%* pB(-3,0) en C(-2, 1). Van c is het middelpunt M(-3, 4) en de straal = /10.
a Toon dit aan.
Bereken d(4, M). Ligt 4 op, binnen of buiten ¢? Licht toe.
Bereken d(B, M). Ligt B op, binnen of buiten ¢? Licht toe.
Ligt C op, binnen of buiten ¢? Licht toe.

[ - "I o T -

Onderzoek met een berekening of
B@% q het punt 4(-1, 2) op, binnen of buiten de cirkel ¢: x2 + y> — 6x — 8y = 0 ligt
b de oorsprong op, binnen of buiten de cirkel ¢,: x* +3% — 8x — 4y +2 =0 ligt
¢ het punt B(1, 4) op, binnen of buiten de cirkel c;: x* +1% +4x — 6y +3 =0 ligt.

a Bereken algebraisch voor welke p het punt P(1, p) binnen de cirkel
OX . 2+)7+4x—6y—12=0 ligt.
b Bereken algebraisch voor welke g het punt O(1, 5) buiten de cirkel
cy: x2+ 2 —8x —2y+¢q=0ligt.

Van de cirkel ¢: x* +3? + ax + by = 71 is de straal 10 en ligt het

* middelpunt op de lijn k: x + 2y =1.
Bereken a en b algebraisch.
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Terugblik

De cirkelvergelijking (x — xy )2 + (y — yn)? = I?

De cirkel met middelpunt M(x,,, v,,) en straal » heeft
vergelijking (x —x,)* + (v —v,)* =7

Een raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de straal
naar het raakpunt. In de figuur hiernaast geldt d(M, k) =r.

Is van cirkel c gegeven dat M(-2, 4) het middelpunt is,
dan hoort bij ¢ een vergelijking van de vorm

(x +2)* + (v — 4)* = 2. Ts verder gegeven dat

¢ door het punt A(1, 2) gaat, dan is

r=dd, M)=+(2-12+@-2P2=\/9+4=/13,
Dus ¢: (x +2)? + (y — 4)* =13.

Gegeven is de liyn &: 2x + 3y =1, y
Er zijn twee cirkels ¢, en ¢, waarvan de middelpunten M C1
en NV op k liggen, die straal 3 hebben en die de x-as raken.
Zie de figuur hiernaast.

¢, raakt de x-as en de straal van ¢, is 3, dus y,, = 3.

M ligtop keny,, =3 geeft 2x;,+ 3 - 3 =1, en hieruit
volgt x,, = -4.

Dusc;: (x +4)*+(y—3)*=9.

¢, raakt de x-as en de straal van c, is 3, dus y,, = -3.

N ligt op k en v, = -3 geeft 2x,, + 3 - -3 = 1, en hieruit
volgt x,, = 5.

Dus ¢; (x—5)*+ (v +3)*=9.

De cirkelvergelijking x + y2 + ax + by + c=0
Om de vergelijking x> + »? —10x — 4y + 9 = 0 te herleiden tot de vorm
(x —x,)* + (v —y,)* = ga je kwadraatafsplitsen.
Je krijgt x>+ — 10x—4y +9=0
¥ =10x+y*—4y+9=0
(x—5P2-25+(y—2)>—4+9=0
G—5P+p—2=20
Je hebt dus te maken met de cirkel met middelpunt M(S5, 2)
en straal r = /20 = 2/5.
Om na te gaan of het punt A(1, 6) binnen, op, of buiten de cirkel
c: X2 +1? = 10x — 4y + 9 = 0 ligt, gebruik je de afstand van 4 tot M(5, 2).
dA,M)=\J5-1P+2-6=16+16=32=4,2
Omdat d(4, M) > r ligt A buiten c.
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7.4 Afstanden en raaklijnen bij cirkels

Gegeven zijn de cirkel ¢: x* +1? — 10x — 6y + 18 = 0 en de punten P(1, 6)
en 0(6, -2).

Van c is het middelpunt M(5, 3) en de straal r =4,

a Toon dit aan.

P en Q liggen buiten c.

b Toon dit aan.

¢ Is de afstand van P tot ¢ groter of kleiner dan de afstand van Q tot ¢?
Licht toe.

Theorie A Afstanden bij cirkels

In figuur 7.18 is de cirkel ¢: x> +y* — 10x — 6y + 18 =0 met y
middelpunt M(5, 3) en straal 4 van opgave 57 getekend.
Verder zie je het punt 4(2, 4).

Om de afstand van het punt 4 tot de cirkel te berekenen,
gebruik je dat de afstand van A4 tot ¢ gelijk is aan de lengte
van het kortste verbindingslijnstuk tussen 4 en c.

De afstand van een punt tot een kromme is de lengte <

van het kortste verbindingslijnstuk tussen het punt en
de kromme.

figuur 7.18

Dit betekent dat in figuur 7.18 de afstand van 4 tot ¢, dus d(4, ¢),
gelijk is aan d(M, ¢) — d(A4, M), oftewel d(A4, c¢) =r —d(4, M).
Omdat r=4 en d(4, M) =+[(5-2*+(3—4)*=/101s

d(4, c)=4-/10.

Als je te maken hebt met een punt B buiten c, dan is
d(B,c)=d(B, M) —r.

Omdat in figuur 7.18 geldt d(O, M) = /52 + 3% = /34 is
d(O, c)=[34 -4,

De afstand van een punt tot een cirkel c met
middelpunt M en straal r

Voor punt A4 binnen c geldt d(A4, ¢) =r — d(4, M).
Voor punt B buiten c geldt d(B, ¢) =d(B, M) — r.

© Noordhoff Uitgevers by 7.4 Afstanden en raaklijnen bij cirkels
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In figuur 7.19 zie je de cirkel ¢, met middelpunt
M(1, 2) en straal r, = 2 en de cirkel ¢, met
middelpunt N(6, 1) en straal r, = 13,

Het lijnstuk MN snijdt ¢, in het punt 4 en ¢, in
het punt B. De lengte van het lijnstuk 4B is de
afstand tussen ¢, en c,, dus d(c,, ¢,) = d(4, B).
Er geldt d(c,, c,) =d(M, N) — d(4, M) — d(B, N).
Omdat d(M, N)= /(6 — 1> + (1 —2)* = /26,
d(A,M)=r,=2end(B,N)=r,= 13, is

d(clscz):\/%_z_ 1%: \/276_3%-

Voorbeeld

Op de lijn £ x + 4y = 16 ligt het punt M met x,, =2
en het punt N met x,, = 8. De cirkels ¢, met
middelpunt M en ¢, met middelpunt N raken de x-as.
Bereken exact de afstand tussen ¢, en c,.

Uitwerking

M op k, dus 2 +4y,, = 16 en dit geeft y,,= 33,
Dus de straal , van ¢, is 35 en M(2, 33).

N op k, dus 8 + 4y, = 16 en dit geeft y, = 2.
Dus de straal », van ¢, is 2 en N(8, 2).

O
figuur 7.19

N

o}

figuur 7.20

d(M, N)=+/(8 —2)*+ (2 - 357 =36+ 25 = /385 =1/153

Dus d(c,, c;) =d(M, N)—r, —r,=2/153 - 31 -2=1./153 - 51,
Gegeven zijn de cirkel ¢: x> +1? —6x—4y+3=0¢en

de punten A(2, 1), B(-1, 5) en C(9, 4).

Bereken exact.

a d(4, c) b d(B, c) ¢ d(C,c)

Op de lijn k: x + 4y = 16 ligt het punt M met x,, =2 y

en het punt N met x,, = &. De cirkels ¢, met
middelpunt M en ¢, met middelpunt N raken de x-as.
Bereken exact de afstand tussen ¢, en c,.

Hoofdstuk 7 Meetkunde met codrdinaten
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Gegeven zijn de cirkels y

¢ X2+ —6x—2y+9=0en *F
Cy x2+y?—12x—4y +36=0¢n het
punt P(2, 5). Zie figuur 7.22.

a Bereken exact d(c,, ¢,).

De lijn /: 3x — 4y = 0 raakt beide

cirkels.

b Toon met berckeningen aan dat dit Y,
klopt.

¢ Stel een vergelijking op van de 0
cirkel c; met middelpunt P die / figuur 7.22
raakt.

Gegeven zijn de lijn &: 4x — 3y =0 en de punten M(4, 2) en N(9, -10).
De cirkel ¢, heeft middelpunt M en raakt k.

De cirkel ¢, heeft middelpunt N en straal r.

Er geldt d(c,, c;) = 2r.

Stel een vergelijking op van c,.

Gegeven zijn de cirkel ¢: x> +1? +4x—2y—4=0
met middelpunt M en de lijn &: 2x +y =7, Zie
figuur 7.23.

De afstand van de lijn £ tot de cirkel c is gelijk aan

2./5-3. "
Toon dit aan. (_\
Y \
L

figuur 7.23

=

Gegeven zijn de cirkel ¢: x> +17 +8x+2y—8=0
ende lyn /: y=-3x + 17. Zie figuur 7.24. I

Onderzoek op algebraische wijze of de afstand
U)
M

van / tot ¢ groter dan, kleiner dan, of gelijk is aan
figuur 7.24

=

de straal van c.
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Hiernaast zie je het ontwerp van een oorbel.

In cirkel ¢, zijn de cirkels ¢, en ¢, getekend
waarbij ¢, en ¢, raken aan c; en de middelpunten
van de drie cirkels op ¢¢n lijn liggen.

De verhouding van de middellijnen van de cirkels
is2:4:7.

De oppervlakte van het gekleurde gebied is .
Bereken exact d(c, c,).

Ca

%

Gegeven zijn de cirkel ¢: (x —2)> +(y—1)>=10 y
en het punt 4(5, 2) op c. De lijn k raakt c in 4. Zie
figuur 7.26.

a Hoe kun je controleren dat 4 op c ligt?

-

!KA‘

figuur 7.25

De lijn / gaat door M en 4.
b Bereken de richtingscoéfficiént rc, van /.

De lijn £ staat loodrecht op /.
¢ Stel een vergelijking van & op.

¥

figuur 7.26

Theorie B Raaklijn aan cirkel in gegeven raakpunt

In opgave 65 heb je een vergelijking opgesteld van een raaklijn
aan een cirkel in een gegeven raakpunt.
Je kunt bij dit soort situaties het volgende werkschema gebruiken.

Werkschema: opstellen van een vergelijking van een raaklijn k

aan een cirkel c met middelpunt Min een gegeven punt Aop ¢

1 Bercken de richtingscoéfficiént rc; van de lijn / door M en A.

2 Gebruik £ L/, dus rc; - rc; = -1, om de richtingscoéfticiént rc,
van k te berekenen.

3 Gebruik rc, en de codrdinaten van 4 om een vergelijking van &
op te stellen.
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Voorbeeld
Het punt 4(2, 3) ligt op de cirkel y
gilp—3F +ip—1) =4,

Stel een vergelijking op van de lijn £ die ¢ raakt in 4.

Uitwerking

Stel kK y=ax+b,

M(3, 1) is het middelpunt van c. /
Lijn m door M en A heeft rc,, = ;%1 ==7 =

T
dusa=rc, =3.

kiy=3x+b

door 4(2, 3) figuur 7.27

Zie het voorbeeld met de cirkel ¢: (x —3)>+ (v — 1)>= 5.
a Stel een vergelijking op van de lijn / die ¢ raakt in het punt B(2, -1).
b Toon aan dat de lijn n: y = 2x raakt aan c.
¢ c snijdt de x-as in de punten C en D met x < x,.
Stel een vergelijking op van de lijn p die ¢ raakt in C.

Analytische meetkunde

Meetkunde waarbij de principes van algebra, vaak in
combinatie met assenstelsels, worden gebruikt wordt
analytische meetkunde genoemd. Met de codrdinaten van het
assenstelsel worden vergelijkingen van bijvoorbeeld lijnen en
cirkels opgesteld. Een assenstelsel wordt ook wel een
Cartesisch codrdinatenstelsel genoemd en dankt zijn naam
aan René Descartes (1596-1650). Veel wiskundigen zijn van
mening dat de introductie van de analytische meetkunde door
Descartes het begin van de moderne wiskunde is. In 1637 René Descartes
publiceerde Descartes het belangrijke Discours de la Méthode.
In het bijbehorende essay La Géométrie formuleerde hij de
volgende drie stellingen:
1 Ieder vraagstuk over grootheden kan teruggebracht worden

tot een meetkundig probleem.
2 leder meetkundig probleem kan worden teruggebracht tot

cen algebraisch probleem.
3 leder algebraisch probleem kan worden teruggebracht tot het

oplossen van één of meer vergelijkingen.
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Gegeven is de cirkel ¢: X2 +3? — 12x + 11 =0.

De punten 4 en B metx, =xz =3 eny, >y, liggen op c.

De lijn & raakt c in 4 en de lijn / raakt ¢ in B.

a Stel van k en van / cen vergelijking op.

b Bereken Z(k, /). Rond af op gehelen.,

¢ Er zijn twee raaklijnen aan ¢ die door de oorsprong gaan.
Bereken de hoek die deze raaklijnen met elkaar maken.
Rond af op gehelen.

Gegeven is de cirkel ¢: x2 +)? + 6x — 6y — 7= 0.
¢ snijdt de x-as in de punten 4 en B met x, < xp.
De lijn & raakt ¢ in 4 en de lijn / raakt c in B.

a Stel van k en van / een vergelijking op.

¢ snijdt de y-as in de punten C en D met v <y,

De lijn p raakt ¢ in C en de lijn g raakt ¢ in D.

b Stel van p en van g een vergelijking op.

¢ Onderzock met een berekening of de hoek tussen & en /
groter dan, kleiner dan, of gelijk is aan de hoek tussen p en g.

Gegeven is de cirkel ¢: x>+ 12 —4x +2y —12=0
met middelpunt M.

¢ snijdt de negatieve x-as in het punt 4 en de
positieve x-as in het punt B. Verder ligt het punt
C(1,3)opec.

De lijn k raakt ¢ in 4, de lijn / raakt ¢ in B en de

v
%

lijn m raakt ¢ in C. De lijnen / en m snijden elkaar 2
k

m

in het punt D. Zie figuur 7.28.

a Bereken Z(k, m). Rond af op gehelen.
b Bereken in graden nauwkeurig Z4AMB.
¢ Bereken exact de afstand van D tot c.

figuur 7.28
Gegeven is de cirkel ¢: (x —2)? + (v = 3)* =5 y
met middelpunt M. De lijn £: v = ;_,—x + b raakt c.
a Licht toe dat d(M, k) = /5.

b De vergelijking van £ is te herleiden tot

x—2y+2b=0. /(
Licht dit toe.

c Licht toe dat | 25— 4| =35,

d Geef vergelijkingen van de lijnen &, en &, die ¢

raken en richtingscoéfficiént 3 hebben.

ki
il A
/

figuur 7.29 De lijnen k met re, =3
raken de cirkel ¢: (x —2)* + (v —3)* = 5.
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Theorie C Raaklijnen aan cirkels

In opgave 70 heb je vergelijkingen opgesteld van de lijnen £ met een
gegeven richtingscoéfficiént die de cirkel met middelpunt A en straal

r raken. Je gebruikte daarbij dat d(M, k) =r.

In het voorbeeld worden vergelijkingen opgesteld van de lijnen / die een
cirkel met middelpunt M en straal » raken en door een punt buiten de
cirkel gaan. Daarbij wordt gebruikt dat d(M, [) = r.

Ky

diM, k) =r

figuur 7.30

Voorbeeld
Gegeven is de cirkel ¢: (x — 2)? + (v — 3)> = 25 en het punt 4(9, 2).
Stel vergelijkingen op van de lijnen / die door 4 gaan en ¢ raken.

Uitwerking
Vancis M(2,3)enr=35.
stellzy=wrb,
A9,2)oplgeeft9a+b=2,dusbh=2—9a.
ly=ax+2—9aoftewel L ax—y+2-9=0
‘2a—3—|—2—9a‘
d(M, ) =r geeft \/m 3
|-Ta—1|=5\a?+1
494>+ 14a + 1 =25a> + 25
24a* +14a—24=0
12>+ 7a-12=0
D=T~4+12%=12=625
:*7+25 =§va=77¥25 —_1L
24 4 24 3
a=3geeftb=2-9-3=-43 dusl:y=3x—43.
a=-13 geeftb=2—-9--15=14,dus /,; y=-15x+ 14,

a
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Gegeven is de cirkel ¢: x> +y? = 10 en het punt A(10, 0).
Stel vergelijkingen op van de lijnen

a /met richtingscoéfficiént 3 dic ¢ raken

b m dic door 4 gaan en ¢ raken.

Gegeven is de cirkel ¢: x> + % = 17.

a Stel een vergelijking op van de lijn £ die c raakt in het punt A(-4, -1).

b Stel vergelijkingen op van de lijnen m die c raken en loodrecht staan
opde lijn /: 4x —y =3,

c Stel vergelijkingen op van de lijnen n die door het punt B(0, 17) gaan
en ¢ raken.

Gegeven is de cirkel ¢: x> +? = 10x — 4y + 19 = 0.

a Stel een vergelijking op van de lijn £ die ¢ raakt in het punt 4(4, 5).

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / met richtingscoéfficiént 3 die ¢
raken.

¢ Stel vergelijkingen op van de lijnen m die door het punt 5(9, 0) gaan
en ¢ raken.

Gegeven is de cirkel ¢; X2 +3? —2x — 4y — 12 =0.

a Stel een vergelijking op van de lijn £ die ¢ raakt in het punt 4(-3, 1).

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die ¢ raken en loodrecht staan op
delijnm: 4x—y=1.

¢ Stel vergelijkingen op van de lijnen n die door het punt B(6, -1) gaan
en ¢ raken.

Gegeven is de cirkel ¢: x> + 37 — 10x + 4y + 9 = 0 met middelpunt M en
het punt P(-1, -4). De lijnen 4, en &, door P raken ¢ in de punten 4 en B.
Zie figuur 7.31.

K4

figuur 7.31

Bewijs dat AMBP een vierkant is.

Hoofdstuk 7 Meetkunde met codrdinaten
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. Gegeven zijn de cirkel ¢;: x* + y* — 14x — 8y + 55 =0 en het punt
* P(2,-1). De lijnen £, en k, door P raken c, in de punten 4 en B. Het
lijnstuk 4B is een middellijn van cirkel ¢,. Het middelpunt van ¢, is het
punt N. De cirkel ¢, snijdt het lijnstuk NP in het punt S. Zie figuur 7.32.

0 ﬁV
T
figuur 7.32

Onderzock met exacte berekeningen of S het midden is van NP.
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Terugblik

Afstanden bij cirkels

Voor een punt 4 binnen cirkel ¢ met middelpunt A en
straal r geldt d(4, ¢) =r —d(4, M).

Voor een punt B buiten cirkel ¢ met middelpunt M en
straal r geldt d(B, c) =d(B, M) —r.

Bij de cirkel ¢: (x — 6) + (v — 2)> = 17 en de punten

A(4, 3) en B(10, 5) geldt

d(4, M)=\[(6 =47 + (2=3)’= /5, d(4, c) = 17~ 5,
d(B,M)=[(6—102+(2—52=5end(B,c)=5—/17.

Raaklijnen aan cirkels
Bij het opstellen van een vergelijking van de lijn £ die de cirkel
¢: (x — 6)> + (v — 2)*> = 17 raakt in het punt 4(2, 3), ga je als volgt te werk.

1 M(6, 2), dus van de lijn / door M en A4 is rc,= —; — é =

e

2 Uit rc{=—}-16n kL[l volgtrc, =4,
3 k:y=4x+bdoor A2, 3) geeft4 - 2 + b =3 oftewel b =-5.
Dus k: y=4x—35.

Je kunt de afstandsformule handig gebruiken voor het
opstellen van vergelijkingen van raaklijnen aan
cirkels als
* de richtingscoéfficiént van de raaklijnen is gegeven ‘ axp+byp—c ‘
) 1 d(P, k) =
* een punt buiten de cirkel is gegeven waar de Ja? 1P
raaklijnen doorheen gaan.

Afstandsformule
Plxp,yp)enk:ax+by=c

Om vergeljjkingen van de lijnen / op te stellen die door het punt A(10, 1)
gaan en de cirkel ¢: (x — 5)* +1? = 13 raken, stel je [: y=ax + b,

A(10, 1) op I geeft 10a + b =1 oftewel b = 1 — 10a, en dit geeft
Iy=ax+1—10aoftewel : ax —yv+1—10a =0.

De cirkel heeft middelpunt M(5, 0) en straal » = \/ﬁ .

15a—0+1—10q|
JaZ+1 =12
‘—5a+l‘=\!l3a2+l3

25a*—10a+1=13a*>+13
122 —10a—12=0

dM, 1) =r geeft

6a’*—5a—-6=0

D=(-5-4-6--6=169

a=5+13= l\/a=5_13=—3
12 & 12 3

a=13geeft b=-14,dus [;: y = 13x — 14,

a=-%geeftb=7% dus l:y=-3x+ 73,
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Eindopdracht Cirkels en vierkanten
met gelijke oppervilakte

In de beginopdracht heb je kunnen lezen dat de kwadratuur van de cirkel
niet bestaat. Dat wil zeggen dat je bij een gegeven cirkel geen vierkant
kunt construeren waarvan de oppervlakte gelijk is aan de oppervlakte
van de cirkel. Met construeren wordt de manier van tekenen bedoeld
waarbij je slechts een potlood, een passer en een rechte lat gebruikt.
Met behulp van rekenen en meten kun je wel een vierkant tekenen
waarvan de oppervlakte bij benadering gelijk is aan de oppervlakte van
een gegeven cirkel.

Heb je bijvoorbeeld een cirkel met straal 5, dan is de oppervlakte gelijk
aan 257 en een vierkant met oppervlakte 257 heeft zijde

J25m="5\/n =8,862269... Je kunt dan zo nauwkeurig mogelijk een
vierkant tekenen waarvan de zijde 8,86... is.

In deze opdracht bekijken we twee situaties met rijen cirkels en
bijbehorende vierkanten waarvan de oppervlakte gelijk is. We laten
steeds het middelpunt van de cirkel samenvallen met het midden van
het bijbehorende vierkant.

In de eerste situatie gaan we uit van —_—— .
vierkanten met zijde 1, 2, 3. 4, ... Cq / \
We tekenen deze vierkanten zoals oV N v 4 N
hiernaast. Je ziet eerst vierkant v, met e ( - ) ( - )
., Y. . (o] ~ V1 4 N r N
zijde 1 en de bijbehorende cirkel ¢, | | | | N ) 1/
N2 NE N .

waarvan de oppervlakte gelijk is aan de
oppervlakte van v,. Daarnaast is ook het
vierkant v, met zijde 2 en de bijbehorende cirkel ¢, getekend zodat een
symmetrische figuur ontstaat. In de derde figuur zie je ook nog vierkant
v; en cirkel ¢;. Zo kunnen we steeds doorgaan.
» De afstand tussen twee opeenvolgende cirkels is steeds gelijk.
Toon dit aan en bereken deze afstand. Geet zowel een exact antwoord
als een afronding op drie decimalen.

afstand voor het eerst kleiner 1s dan 0,01,

De tweede situatie zie je hiernaast. We gaan uit van cirkels = .
waarvan de oppervlakte achtereenvolgens wt, 2, 3w, 4, ... / — \ ’
is. De eerste cirkel is ¢, en het eerste vierkant is v,. ¢ / \
Beide hebben oppervlakte 7. B

In deze situatie worden de afstanden tussen twee 4 N
opeenvolgende cirkels steeds kleiner. ( )

» Bereken tussen welke twee opeenvolgende cirkels de \kf //

© Noordhoff Uitgevers by Eindopdracht Cirkels en vierkanten met gelijke oppervlakte

125




Diagnostische toets

7.1Lijnen en hoeken

Gegeven zijn de lijnen &, ;: px —3y =g en [,: -4x + py=8.
Bereken voor welke p en g de lijnen k, , en /,
a cen snijpunt hebben

b evenwijdig zijn

¢ clkaar snijden in het punt (2, 8).

De lijn £ snijdt de assen in de punten (2p, 0) en (0, p + 1) en de lijn /
snijdt de assen in de punten (5, 0) en (0, 2p + 3).

Bereken voor welke p

a het punt A(8, -3) op £ ligt

b /evenwijdig is met de lijn door de punten (2, 0) en (0, 3)

¢ ken/evenwijdig zijn.

Bereken de hoek tussen de lijnen. Rond af op één decimaal.
a k,y=4x+2en f:y=—éx+6

b m door (3, 0) en (0, -2) en n door (2, 0) en (0, 5)

c p:2x+3y=6enqg.y=-8x—6

7.2 Afstanden bij punten en lijnen

. Gegeven zijn de punten A(2p, 0) en B(3, p + 1).

Voor de afstand tussen 4 en B geldt d(4, B) = \/5p> — 10p + 10.

a Toon dit aan.

b Bereken langs algebraische weg voor welke p de afstand
tussen 4 en B gelijk is aan 5.

¢ Bereken voor welke p het midden van lijnstuk 48 op de lijn
k: x+y =6 ligt.

. Stel een vergelijking op van de vorm ax + by = ¢ van de lijn

a k die door het punt A(2, -4) gaat en loodrecht staat op de lijn
I:3x+2y=6

b m die door het punt B(2, 3) gaat en loodrecht staat op de lijn
ny=-ix+5,

. a Bereken exact de afstand van het punt 4(2, -6) tot de lijn

k: y=3x+ 10.
b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die door het punt 5(4, 0)
gaan en op afstand /5 van het punt C(1, 1) liggen.

Gegeven is de lijn k: x + 2y = 6.

a Stel vergelijkingen op van de lijnen / die afstand 2./5 tot k hebben.

b Bercken de codrdinaten van de punten P op de lijn y =x die
afstand /5 tot k hebben.
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7.3 Cirkelvergelijkingen

Gegeven zijn de punten 4(2, -3) en B(8, 2) ende lijn ki: y=3x— 6.
Stel een vergelijking op van de cirkel

a ¢, met middelpunt 4 dic door B gaat

b ¢, met middelpunt B die de y-as raakt

¢ c; met middellijn AB

d ¢, met middelpunt op & die de x-as in C(5, 0) raakt.

. Gegeven zijn de lijn £: 2x + 3y = 12 en het punt M(7, 8).
Cirkel ¢, met middelpunt M raakt £ in het punt 4.

Van cirkel ¢, is AM een middellijn.

Stel van ¢, en van ¢, een vergelijking op.

Gegeven zijn de cirkel ¢: x* +3? — 16x + 8y — 1 =0 en de punten
A(3,4), B(2,5)en C(8, 5).

Onderzoek met een berekening voor elk van de punten of het op,
binnen of buiten c ligt.

7.4 Afstanden en raaklijnen bij cirkels

Gegeven zijn de lijn &: 3x + 4y = 18, het punt M(5, 7) en de cirkel
c:x*+y*+10y=0.

Voor de cirkel ¢, met middelpunt M geldt d(k, c,) = 3.

Stel van ¢, een vergelijking op en bereken algebraisch d(c,, c,).

Gegeven is de cirkel ¢; x> + 1% — 4x + 6y =0,

De punten 4 en B met x,=xz=4 en v, >y, liggen op c.
De lijn & raakt c in 4 en de lijn / raakt ¢ in B.

a Stel van £ en van / een vergelijking op.

b Bereken de hoek tussen & en /. Rond af op één decimaal.

' Gegeven is de cirkel ¢: x* +y? + 4x — 2y =0.
a Stel een vergelijking op van de lijn £ die ¢ raakt in het punt A(-1, 3).
b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die ¢ raken en loodrecht
staan op de lijn p: 2x +y=10.
¢ Stel vergelijkingen op van de lijnen m die c raken en door het
punt B(-1, -2) gaan.
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Goniometrische
functies

Wat leer je?
- De definities van sinus, cosinus en tangens in de eenheidscirkel.
- Rekenen met de hoekeenheid radiaal.
- Wat een sinusoide is, hoe je deze tekent bij een gegeven formule en hoe je een
formule opstelt bij een gegeven sinuscide.
Exact oplossen van goniometrische vergelijkingen.
Goniometrische formules herleiden.
Goniometrische functies differentiéren.
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Beginopdracht Tijdvereffening

Als je regelmatig, bijvoorbeeld om de dertig dagen, zou noteren hoe laat de

zon op het hoogste punt aan de hemel staat, dan zou je ontdekken dat dit

bijna nooit op hetzelfde tijdstip gebeurt. Het komt maximaal vier keer per jaar
voor dat de zon op hetzelfde tijdstip op het hoogste punt aan de hemel staat.

De tijd voor de klokken in de West-Europese tijdzone is zo vastgesteld

dat de zon in Greenwich gemiddeld om 12 uur op het hoogste punt aan

de hemel staat. Deze tijd heet de middelbare zonnetijd.

Zo heeft elke plaats op de aarde zijn eigen middelbare zonnetijd.

De tijd die een zonnewijzer op die plaats aangeeft heet de ware zonnetijd.

Bij de ware zonnetijd staat de zon altijd om 12 uur op zijn

hoogste punt.

Er zijn twee verschijnselen die veroorzaken dat de ‘S’l‘iﬁfﬁ.ﬁﬁ ::1;8 .
middelbare zonnetijd niet gelijk is aan de ware zonnetijd. ,

Het verschil tussen deze beide tijden heet tijdvereffening. 20 i' 'r .
Op de foto op de vorige bladzijde is deze tijdvereffening T | 45

in beeld gebracht. Steeds is hierin als het op de klok 12 10 %o .
uur ’s middags is, ingetekend wat de positie van de zon is. i

Zonder tijdvereffening zou dit een recht lijnstuk L v i
opleveren, dat ontstaat omdat de zon in de zomer hoger 3§
staat dan in de winter. Je ziet echter een soort 8§, dus er is U "';1 1
cen uitwijking naar links en naar rechts. In de figuur ol o, 3
hiernaast is dit in een assenstelsel getekend. Deze figuur e 15

|
-10 0] 10 20
Tijdvereffening (minuten)

heet een analemma. -20
Het eerste verschijnsel dat de tijdvereffening veroorzaakt

heeft te maken met het feit dat de aarde niet precies een cirkelvormige baan
om de zon beschrijft, maar een licht elliptische baan. Volgens de tweede wet
van Kepler heeft dit gevolgen voor de snelheid waarmee de aarde om de zon
draait.

 Onderzock hoe dit zit. Wat is de periode van dit verschijnsel?

De tweede oorzaak van de tijdvereffening heeft te maken met de schuine
stand van de aardas ten opzichte van het baanvlak van de aarde.
» Onderzoek hoe dit zit. Wat is de periode van dit verschijnsel?

In de figuur hiernaast zijn de graficken getekend die bij
deze verschijnselen horen. Op de horizontale as is het
jaar uitgezet en op de verticale as het verschil tussen de Lor
middelbare zonnetijd en de ware zonnetijd. De ene 5 y
grafiek is rood gekleurd en de an(.lere blauw. _% - \/ w
 [»werksLan] De figuur hiernaast is ook getekend op het
werkblad. De uiteindelijke tijdvereffening is de som o e e ey
van de twee graficken. 2t L [ AT
Teken de grafiek van de tijdvereffening op het werkblad en geef een
schatting van het maximum en het minimum. In welke maand wordt
het maximum bereikt, en in welke maand het minimum?

Middelbare zonnetid - ware
zonnetijd (minuten)

o
(&) R )
1
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Voorkennis Exacte waarden van
goniometrische verhoudingen

Theorie A Hoeken van 30°, 45°en 60°

» De zijden van een gelijkbenige rechthoekige drichoek
verhouden zich als 1: 1 : /2.

figuur 8.1
* De zijden van een rechthoekige drichoek waarvan de
scherpe hoeken 30° en 60° zijn, verhouden zich als

1:2:\5.

figuur 8.2

Hieruit volgen de exacte waarden van de goniometrische
verhoudingen bij hoeken van 30°, 45° en 60°.
Uit figuur 8. 1 volgt

sin(45°) = \/_ =12, cos(45°) = \/E =1 Zentan(45°)—%—l.

Uit figuur 8.2 volgt

ﬁ

sin(30°) =1, c0s(30°) =——=1./3, tan(30°) = %— e
3
sin(60°)=§=- 3, cos(60°) =1 en tan(60°)—T\f V3.

We zetten deze resultaten in een tabel.

hoek 30° 45° 60°
% 2 V3
cosinus NG L2 !

tangens _l—, \/3 1 \/5
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Voorbeeld
3tan(30°)

tan(60°) — 2sin(30°)°

Bereken de exacte waarde van

Uitwerking
3tn(30°) 3:3\3 {3 _\E+1_\/§-(\/§+1)_3+\5_1L+Lﬁ
tan(60°) - 2sin30°) 3-2.1 f3-1 3+1  3-1 2 %72

a Bewijs dat 2sin(45°) + /6 - sin(60°) =23 /2.
b Bewijs dat 4sin(30°) tan(30°) + 2 cos(30°) cos(60°) = 1z /3.

Bereken de exacte waarde.
a 4cos(30°)+9tan(30°)
b 3sin(30°)— /2 - sin(45°)

m

6 tan (30°) — 3 tan (60°)
2+ 5in(60°) + 3.3 + sin (45°)

=%

Bereken de exacte waarde.
a 8sin(45°)cos(30°)
b 2,/3 - sin(60°)cos(30°)

J2 - sin(45°)sin(60°) — 2 tan(60°)
(sin(30°) + cos(30°))?

a M

Bereken de exacte waarde.
cos(30°) " sin(30°) + sin(60°)
® T+ sin(60%) sin(30°) — sin(60°)

Gegeven zijn de formules
sin(z + u) = sin(z) cos(u) + cos(f) sin(u)
sin(f — u) = sin(z) cos(u) — cos() sin(u).
Met deze formules kun je de exacte waarde berckenen van bijvoorbeeld
sin(15°) en sin(75°).
Voor de berekening van de exacte waarde van sin(15°) kun je als volgt te
werk gaan.,
sin(15°) = sin(45° — 30°) = sin(45°) cos(30°) — cos(45°) sin(30°)
R R S N
a Je kunt de exacte waarde van sin(15°) ook berekenen door te
gebruiken sin(15°) = sin(60° — 45°).
Werk dit uit.
b Bercken de exacte waarde van sin(75°).
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8.1 Eenheidscirkel en radiaal

Rond in deze opgave de lengten van lijnstukken en de y

codrdinaten van punten af op twee decimalen. p

In figuur 8.3 is de cirkel getekend met middelpunt O(0, 0) j

en straal 1. Het punt P draait tegen de wijzers van de klok in / 1 : \
i—|

over de cirkel en begint daarbij in 4(1, 0).

. X
De hoek waarover gedraaid is geven we aan met de Grickse of Q@ JAMLO
letter a.. In figuur 8.3 is a = 65°.
a Licht toe dat PO = sin(65°) en OQ = cos(65°) en bereken

PQ en OQ.
b Geef de codrdinaten van P.

figuur 8.3

In figuur 8.4a zie je de situatic met o = 115° en in figuur 8.4b %
die met o = 245°, gl
¢ Hoeveel graden is ZPOQ in figuur 8.4a? Geef PO, OQ en |

de codrdinaten van P. | Jla=11 J‘\
d Wat is het resultaat als je de GR cos(115°) en sin(115°) 0 NN X

laat berekenen? 1\ Qo 1
Vergelijk de resultaten met de codrdinaten van het punt P
van vraag ¢. Wat valt je op?

e Zie figuur 8.4b. a
Hoeveel graden is ZPOQ? ¥
Geef de codrdinaten van P.

Ga na dat je deze codrdinaten op je GR kunt krijgen door
c0s(245°) en sin(245°) te berekenen.

figuur 8.4

Theorie A Definitie van sinus, cosinus en tangens

De cirkel met middelpunt O(0, 0) en straal 1 heet de eenheidscirkel.

Het punt P beweegt over de eenheidscirkel en begint in het punt A(1, 0),

zie figuur 8.3. Hierdoor ontstaat hock AOP die we de draaiingshoek van

P noemen. We geven deze hoek aan met a. Het eerste been van een
draaiingshoek is altijd de positieve x-as, het

tweede been gaat door het punt P.

Draait P tegen de wijzers van de klok in, dan is a + -
positief, draait P met de wijzers van de klok mee,

dan is a negatief.
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De draaiingshoek van P kan ook groter dan 360° zijn.

OF 5

134

y y y y
/1\ /1 p ﬁ\
o ¢4 o B 9 £ 4
DA LA, LA, .
o RINA o/ /1 9 1
P e r
= 230° a = 320° a = 480° a =-135°
figuur 8.5 Draaiingshoeken kunnen zowel positief als negatief zijn.
In figuur 8.6 is 0° < a <90°. Voor deze scherpe hoek geldt %
00 «x
1 :—:—P: e e e P(Xp,yp)
sin(a) op_ 1 _Vp cos(a) op 1 _Yren /‘ 7 \
PO yp &
b PR i SO .20 1\,
an(@) =50~ x, ol @ Jato
Ook voor niet-scherpe hoeken nemen we per definitie
o _ _Jr
sim(a) = yp, cos(a) = x, en tan(a) 5 fignur 8.6
Voor de draaiingshoek a van het punt P(xp, y,) op de y
eenheidscirkel geldt Pl o
sin(a) = yp N\ Hsina)
cos(a) =x, | ._\r'r
Yp | :
tan(a) = \‘— -1\ cos(a) O j 1 X
- P
-1

Van draaiingshoeken die een veelvoud zijn van 90°, kun je de sinus en de
cosinus eenvoudig vit de eenheidscirkel aflezen. Zo hoort bij a = 180°
het punt P(-1, 0), dus sin(180°) = 0 en cos(180°) =-1. Ook kun je de
tangens te weten komen van hoeken die een veelvoud zijn van 90°. Zo is

tan(180°) =

% — 0. Omdat tan(90°) = % bestanian(30°) nict.

Lees uit de eenheidscirkel af,

a sin(0°) e sin(270°) i sin(450°)
b cos(0°) f cos(270°) j cos(-90°)
¢ sin(90°) g sin(360°) k tan(-540°)

d cos(90°) h tan(360°) 1 cos(-180°)

In de cenheidscirkel is gegeven de draaiingshoek o met 0 <a < 360°.
Bereken alle waarden van o waarvoor geldt
a sin(a)=0 c sin(a)=1

b cos(a)=0 d cos(a)=1

e tan(a)=1
f tan(a)=-1

Hoofdstuk 8 Gonlometrische functies
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Je GR benadert sin(a) en cos(a) voor iedere waarde van a.
O®  Zoissin(260°) = -0,98 en cos(260°) ~-0,17.
a Ga dit na.
b Op de cenheidscirkel hiernaast liggen de punten P, O, R
en S.
Bereken de codrdinaten van P, O, R en S. Rond af
op twee decimalen.

Op de cirkel met middelpunt O en straal 2 van figuur 8.8
B@* [iggen de punten 4, B, C, D en E waarbij de cirkel wordt figuur 8.7

verdeeld in vijf cirkelbogen van gelijke lengte. Het punt 4

is het punt (2, 0). 1%

Bereken de coordinaten van B, C, D en E. Rond af op 2] B

twee decimalen. o

- Op de eenheidscirkel liggen de punten P en O met
BO* ;. =y,=05,x,>0enx,<0. 0 ale o

a Teken de eenheidscirkel met de punten P en Q.

b Voor de draaiingshoek « van P geldt a = 30°, D
Gebruik dit en symmetrie om de draaiingshoek S [
van Q, met 0° < f < 360°, af te lezen uit de figuur
van vraag a.

figuur 8.8

Theorie B Hoek berekenen bij gegeven x; of y,

In figuur 8.9 zie je het punt P met x, = 0,63.

Dus cos(a) = 0,63.

Je berekent « op de GR met cos'(0,63) of ACOS(0,63).
Je krijgt a = 51°.

¥ y 17
P
|
|
|
e b, os3 ) (Do)
g I O T 1
o[ o3 [1 oz [ JelN
I
i |
5 P
xp=0,63 Xxp=0,63 Xp =0,63
figuur 8.9 figuur 8.10 figuur 8.11

Ook in figuur 8.10 is cos(a) = 0,63. Maar de bijbehorende hoek o = -51°
krijg je niet met de GR. Je moet dit zelf bedenken. Je gebruikt daarbij
symmetrie.

Bij x, = 0,63 in figuur 8.11 hoort & = 360° — 51° = 309°,
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Voorbeeld %

In figuur 8.12 is y, = 0,31.
Bereken a in graden. Rond af op één decimaal.
Uitwerking . 3 f,\a
vp=0,31 dus sin(a) = 0,31. = —x
De GR geett 18,05...°.
y
0,31 ‘\ v = 0,531
18.1° 81 figuur 8.12
o) 1

Dus a = 180° — 18,05...° = 161,9°.

. Zie figuur 8.13.
OO®* Bereken a in graden. Rond af op één decimaal

Y Y y

A VaAVanYanY
NANPAN VAN,

P
XP = 0,81 yP = 0,94 XvD = 0,26 yP —
a b c d
figuur 8.13
| In figuur 8.14 is y, = 0,92 en x, = -0,87. y

BO®  Bercken ZPOQ in graden. Rond af op ¢én decimaal.

il

@]
Q

N

¥p=0,92
Xg =-0,87
. Op de eenheidscirkel liggen het punt S(0,527; 0,850) en twee figuur 8.14
* punten T waarvoor geldt ZSOT=160°,
Bereken de codrdinaten van 7. Rond af op twee decimalen.
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a Licht toe dat de omtrek van de eenheidscirkel gelijk is aan 2.

Het punt P begint in 4A(1, 0) en doorloopt de eenheidscirkel. De

draaiingshoek « is positief. De lengte van de cirkelboog hangt af van o

b Licht toe dat bij a = 90° de lengte van de door P doorlopen cirkelboog
gelijk is aan %n.

¢ Vul de tabel verder in.

draaiingshoek a | 0° \ 90° | 180° | 270° | 360°

lengte cirkelboog | ’ in | | } 27

Theorie C De hoekeenheid radiaal

Voor de punten P en Q op een cirkel met middelpunt M heet hoek PMQ
een middelpuntshoek.

We defini€ren met behulp van de eenheidscirkel de hoeckmaat radiaal.

Voor de punten P en Q op de cenheidscirkel is de y
middelpuntshoek POQ in radialen gelijk aan de lengte van !
de bijbehorende cirkelboog PO. g

Dus hoek = booglengte.

De hoekmaat radiaal wordt afgekort tot rad.
De radiaal is dus zo gedefinieerd, dat bij een booglengte van 1 O 1
op de eenheidscirkel een middelpuntshoek van 1 radiaal hoort.

Bij een booglengte van 2 hoort een middelpuntshoek van 2

rad. En bij een booglengte van & hoort een middelpuntshoek

van 1 rad. figuur 8.15

De middelpuntshoek in de eenheidscirkel die hoort bij
een cirkelboog met lengte 1 is een hoek van 1 radiaal.

De hele eenheidscirkel heeft booglengte 2n * 1 =2,

Bij deze booglengte hoort dus een middelpuntshoek van
2x rad.

Hieruit volgt direct 2z rad = 360°, dus & rad = 180°.

| mrad = 180° ]

[ rad = 180°
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Voorbeeld
a Druk 37 rad uit in graden.

b Druk ; rad uit in graden. Rond af op één decimaal.

¢ Druk 75° uit in radialen. Geef een exact antwoord.

d Druk 107° uit in radialen. Rond af op twee decimalen. ._ 1 rad is bijna 60°.

Uitwerking
a imrad=3%-180°=120°
1 1 " ].80O

b 5rad=1 = ~ 14,3°

c 75°:75-£—0rad:%ﬂrad

N .
d 107°=107 - 1o rad~ 1,87 rad

Bij het berekenen van bijvoorbeeld sin(; rad) is het nodig op de GR de
hockeenheid in te stellen op radialen.

Op de TI gaat dat in het mode-menu, op de Casio in het SET-UP-menu
en op de HP in het Settings-menu.

Druk uit in graden. Rond zo nodig af op één (i eoedop hetvor chill s e )

decimaal. e
a rmrad e Ijmrad 3 g R0
‘ 1 trad=1-B% <1910 en
b e rad f 14— rad 3 3 " 2
Lo =l o — £0°
d 2rad h -25rad

De hoekeenheid radiaal

Sinds het oude Babylonische rijk (ca. 2000 v.Chr) worden hoeken vitgedrukt in
graden. Maar in plaats van een volle hoek in 360 graden te verdelen, had er ook voor
een andere hoekeenheid gekozen kunnen worden. Pas in de 18° eeuw werd duidelijk
dat er voor het differentiéren van goniometrische tfuncties een andere hoekeenheid
nodig is. Deze hoekeenheid wordt met behulp van de straal van een cirkel en een
cirkelboog als volgt gedefinieerd. De hoek in radialen is gelijk aan de lengte van de
boog gedeeld door de lengte van de straal. Een andere benaming voor straal is radius,
waaruit de naam radiaal is afgeleid.
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Druk uit in radialen. Geef een exact antwoord.

O0®  a 360° c 45° e 90° g 300°
b 30° d 60° f 135° h 210°
Druk uit in radialen. Rond af op twee decimalen.

0@ a 10° b 57,3° ¢ 1030° d 90°
Afspraak

In het vervolg laten we bij een hoek in radialen de eenheid
rad meestal weg.
Dus a =17 betekent a = 3 rad.

Vul de volgende tabel in. Geef exacte waarden.

hoek in graden | 40° | 100° | 145°
hoek in radialen | | in ‘ ‘ in | ‘ =T
. Bercken. Rond af op twee decimalen.
B®  a cosin) c sin(:m) e cos(7,6m)
b cos3) d sin?) f cos(7,6)

= Bereken amet(Q <a < %1: in radialen. Rond af op twee decimalen.
BO™ a sin(a) =092 ¢ sin(a) =3 e sin(a)=1./5
3

b cos(a)=0,85 d cos(a) =3 f cos(a)= }; \/5

a Bereken sin(;—n) + ccos('gi T) — sin(‘;—’). Rond af op twee decimalen.
* b Voor welke a met 0 < a < %n is cos(2a) =0,6? Rond af op twee
decimalen.

1 Zie figuur 8.16.
O®* Bercken a in radialen. Rond af op twee decimalen.
y y

yp=0,35 Xp=-0,35
a b
figuur 8.16
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O®* Bereken ZPOQ in radialen. Rond af op twee decimalen.
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In figuur 8.17 is x» =-0,32 en y, =-0,88.

Om cos(137 — a) uit te drukken in sin(a) of cos(a)
gebruik je de figuur hiernaast. Je ziet dat x, =-vp, dus
cos(137m — ) = -sin(a),

Druk uit in sin(a) of cos(a).

a sin(mt— a) e sin(lé—x —a)

b cos(m— ) f cos(l3m+a)
¢ sin(2r —a) g sinGn+a)

d cos(2m —a) h cos(l:fr +a)

Bereken de exacte waarde.
a cos(én) b sin(}; )

Theorie D De exacte-waarden-cirkel

Je kent de tabel hiernaast uit de

Q

figuur 8.17

figuur 8.18

60°

(ST
| —
L9}

voorkennis, Deze tabel breiden we uit met hoek
hoeken van 0° en 90°. Verder gebruiken sinus
we radialen in plaats van graden. ;
cosinus
Zo krijg je de tabel hieronder. Leer deze tangens
tabel uit het hoofd.
hoek 0 in in in in
sinus 0 + W2 |23 1
cosinus | 1 NN : 0
tangens 0 13 1 NE] -

In de kwart eenheidscirkel hiernaast zijn de sinus en
cosinus van de hoeken uit de tabel verwerkt.

Door te spiegelen in de y-as en de x-as krijg je de
eenheidscirkel met exacte waarden, kortweg de
exacte-waarden-cirkel.

Hoofdstuk 8 Gonlometrische functies
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Uit de exacte-waarden-cirkel lees je af
cosGm) =-33 en
sin(-3m) = sin(13m) = -3 /2.

Uit de definities sin(a) = v, cos(a) = xp, en
sin(a)

cos(a)’

Yp
tan(a) = ; volgt tan(a) =

Zo is bijvoorbeeld

figuur 8.20 De exacte-waarden-cirkel.

| Geef de exacte waarde.

0@ q sinGn) d cos(l3m)
b cos(lzm) e cos(13m)
c sin(lé—ﬂ) f sin(—jn)

Bereken de exacte waarde van tan(l%rc) — tan(%rc).

*
Geef de exacte waarden van a met 0 < a < 2x.
OOk g sin(a) = % \B d cos(a)=0
b cos(a)=-1 e cos(a)=3+/3
c sin(a)= —;— 2 f cos(a)= ;— \/5
< Geef de exacte waarde van x.
OO* a x=sinGn) ¢ x=cos(13m)

=%

b sin(x)=—; 3met0<x< l%ﬂ
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8.1 Eenheidscirkel en radiaal




Terugblik

Eenheidscirkel en draaiingshoek

De eenheidscirkel is de cirkel met middelpunt O(0, 0) en
straal 1.

In de figuur hiernaast is a de draaiingshoek van het punt P.
Het eerste been van de draaiingshoek van P is de positieve
x-as, het tweede been snijdt de eenheidscirkel in het punt P.
Hiernaast is a positief, want het punt P draait tegen de
wijzers van de klok in.

Sinus, cosinus en tangens

Met behulp van de eenheidscirkel definiéren we ook voor
niet-scherpe hoeken a wat sin(a), cos(a) en tan(a) is. Zie
hiernaast.

. y
sin(a) = yp, cos(a) = x,, en tan(a) = x—P.
P

Radialen

De radiaal is een hoekmaat.

De middelpuntshock in de eenheidscirkel die hoort bij een
cirkelboog met lengte 1 is een hoek van 1 radiaal.

Maak bij het omzetten van graden in radialen en omgekeerd
gebruik van 7 rad = 180°.

Iimrad = 11 - 180° =240° en -150° =150 - ﬁﬁz -2 rad
De hoekeenheid radiaal mag weggelaten worden, maar de
hoekeenheid graad niet.

Dus sin(2,5) = 0,60 en sin(2,5°) = 0,04.

Exacte-waarden-cirkel

Bij hoeken die een veelvoud zijn van ¢ of
van ;7 moet je de exacte waarde weten van
de sinus, de cosinus en de tangens. Je
gebruikt hierbij de exacte-waarden-cirkel.
Je leest bijvoorbeeld af

1
1
1 rad
1 X

cos(1z7m) =-3+/2,
sin(—_%at) = sin(l%:'r) = —:', 3en
1
=24/3
2\/73\/5

L
2

tan(l?—,n) =

142  Hoofdstuk 8 Gonlometrische functies
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8.2 Sinusoiden

- Gegeven is de functic f(x) = sin(x) met domein [-2m, 27].
B@% q Plot de grafiek van £, Neem v tussen -2 en 2 en zorg voor de
instelling op radialen.
b Geef de exacte codrdinaten van de toppen van de grafick.
¢ Geef de exacte codrdinaten van de snijpunten van de grafiek
met de x-as.

Theorie A De functie f(x) = sin(x)

Het sinusbegrip wordt niet alleen bij hoeken, maar ook
bij getallen gebruikt. De sinus van het getal 2 is de sinus hoek
van een hoek van 2 radialen.

We definiéren de functie f(x) = sin(x) als de functie die
bij elk getal x de sinus van x radialen geeft.

Hieronder is de grafiek van de goniometrische functie
f(x)=sin(x) getekend. Op de horizontale as is 3 cm rechts getal
van de oorsprong het getal & gezet. Bij het tekenen van de
grafiek is de volgende tabel gebruikt.

sin(x) = sin(x rad)

& | 0 | T | T | i | n | T ’ lem ’ 1
ol o L0 [T o (411
y

_ ‘ ) P | peribde ‘

.ever%@htsstand ‘ - peripde
- | i ln 1z 1ig T 1in m 3 5
= %\ _amplitude ——} 63 2 { e P e e e e [P i
\'“"”D‘ __,/ -1 . \'--.._ ] | : s sin{x}\
| |

figuur 8.21 Op de x-as is | cm rechts van de oorsprong 7 gezet. Merk op dat 27~ 1,047 = 1.

De grafiek is periodiek met periode 2. De evenwichtsstand is O en de
amplitude is 1. De nulpunten zijn ..., 2%, -x, 0, w, 27, 37, ...

: Gegeven is de functie g(x) = cos(x) met domein [-2x, 27].
BO% q Plot de grafick. Neem y tussen -2 en 2.
b Geef de exacte codrdinaten van de vijf toppen van de
grafiek.
¢ Geef exact de nulpunten van g.
d Teken de grafick. Gebruik de schaalverdeling van figuur 8.21.

[ cos(x) = cos(x rad) ]
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| Gegeven is de functie f(x) = sin(x).
O®3% a Hoe ontstaat de grafiek van g(x) = 2 + sin(x) uit de grafiek van f?
Geef de evenwichtsstand van de grafick van g.

b Hoe ontstaat de grafick van A(x) = sin(x — ;-Jt) uit de grafick van f'?
Bereken exact de nulpunten van 4.

¢ Hoe ontstaat de grafiek van k(x) = 4 sin(x) uit de grafiek van f?

Geet de amplitude van de grafiek van 4.

d Hoe ontstaat de grafiek van /(x) = sin(5x) uit de grafick van 1?7

Wat is de periode van de grafiek van /?

Theorie B Transformaties bij goniometrische functies

De functies f(x) = sin(x) en g(x) = cos(x) zijn standaardfuncties. De
bijbehorende grafiecken mag je dus zonder toelichting tekenen. Beide
graficken hebben evenwichtsstand 0, amplitude 1 en periode 2.

Een punt waar de grafiek van f(x) = sin(x) stijgend door de
evenwichtsstand gaat, noemen we een beginpunt van de grafiek van f.
Een hoogste punt van de grafiek van g(x) = cos(x) noemen we een
beginpunt van de grafiek van g.

Y

- e
/ y = sin(x)

O

il
2

7 X
5 T

O

-1

1 T '3 L
y = cos(x) /

M=

N | ® ull
NI A

figuur 8.22 Van de standaardgrafieken y = sin(x) en v = cos(x) is één periode getekend.

Uitgaande van deze standaardgrafieken krijg je door translaties of
vermenigvuldigingen andere periodieke grafieken. Zulke grafieken heten

sinusoiden,

Effect van transformaties op de standaardgrafiek y = sin(x)

transformatie

beeldgrafiek

kenmerk

translatie (0, a)

v =a + sin(x)

evenwichtsstand a

verm. x-as, b

v =bsin(x)

amplitude b (b > 0)

1
verm. y-as, —

v = sin(cx)

periode 277[ (c>0)

translatie (d, 0)
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Pas je meer transformaties na elkaar toe, let dan goed op de volgorde.

Vergelijk
v = sin(x) v = sin(x)
| verm. x-as, 3 J translatie (0, 2)
v =3sin(x) y =2+ sin(x)
J translatie (0, 2) J verm, x-as, 3
y =2+ 3sin(x) vy =3(2 + sin(x))
oftewel y =6 + 3 sin(x)
En vergelijk ook
¥y =sin(x) ¥y = sin(x)
J translatie (%ﬂ, 0) |l verm, y-as, 2
v =sin(x — %R) = sin(%x)
J verm. y-as, 2 J translatie (% T, 0)
y=sin(zx = m) ¥ =sin(3(x = ym))
oftewel y =sin(zx — £7)
Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x)= % + sin(2(x — %rr)).
Geef van de grafiek de evenwichtsstand, de amplitude, de periode
en de codrdinaten van een beginpunt.

Aanpak

Bedenk hoe de grafiek van fuit een standaardgrafiek ontstaat.
ik .

v =sin(x) — 7 5y =gin(2x)

Dus de periode wordt .

it b i
¥ =sin(2x) SGTD g =14 5inQ(x - 1n))

Dus de evenwichtsstand wordt 5 en een beginpunt wordt (37, 3).
De amplitude is niet veranderd, dus de amplitude blijft 1.

Uitwerking
De evenwichtsstand is %, de amplitude is 1, de periode is w en een
beginpunt is (3, 3).

Zie het voorbeeld met de functie f(x) = % +:sin(2(c— :l,jrt)).

B@%* Volgens José hoort bij de grafick van g(x) =3 + cos(2(x — 1)) dezelfde
evenwichtsstand, dezelfde amplitude en dezelfde periode als bij de grafiek van f.
a Ben je het met José eens?
b Geef de codrdinaten van een beginpunt van de grafieck van g.
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Zie het schema in de theorie met het effect van transformaties op de
standaardgrafiek v = sin(x).
Maak net zo’n schema voor y = cos(x).

Geef van de grafiek de evenwichtsstand, de amplitude, de periode en de
coordinaten van een beginpunt.
a f(x)=2sin(x + 3) c A(x)=cos(3(x—4))

b g(x)=1sin(x)+5 d j(x)=1icos(5x)

Geef van de grafiek de evenwichtsstand, de amplitude, de periode en de
coordinaten van een beginpunt.
a f(x)=5+1,2cos(x — ) ¢ h(x)=0,29cos(3(x + 1,4))

b g(x)=04+sin(;(x+5m) d j(x)=-0,8 +2sin(3(x — i1))

a De grafiek van fontstaat uit die van v = cos(x) door eerst de translatie
(37, 4) en dan de vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 3
toe te passen.

Stel het functievoorschrift van / op.

b De grafiek van g ontstaat uit die van y = cos(x) door de
vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 3 en dan de translatie
(,_ITTT, 4) toe te passen.

Stel het functievoorschrift van g op.

Gegeven is de functie f(x)= f% + sin(x — }ﬂc) met domein [0, 3x].

a Geef van de grafiek van f'de evenwichtsstand, de amplitude, de
periode en de codrdinaten van een beginpunt.

b Geef de exacte codrdinaten van de punten waar de grafiek van f'de

lijn van de evenwichtsstand snijdt.

Geef de exacte codrdinaten van de drie toppen van de grafiek.

m

d De grafiek van f'snijdt de x-as achtereenvolgens in de punten 4, B en C.

Geef de exacte afstand tussen 4 en C.

Gegeven zijn de functies f(x) =3 +4sin(x — ;—n) en

g(x)=-2+4sin(x + in). Je kunt een translatie (m, n) op de grafiek van f
toepassen zo, dat het beeld van de grafick van f'samenvalt met de grafiek
van g,

Bereken mogelijke waarden van m en n.

Gegeven zijn de functies f(x) =2 + 3sin(x) en g(x) =2 — 3 sin(x).
a Plot de grafieken. Neem x tussen 0 en 2.
b De amplitude is een positief getal.

Geef van beide graficken de amplitude.

Hoofdstuk 8 Gonlometrische functies
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Theorie C Sinusoiden tekenen

De amplitude is een positict getal, dus de grafick van y =-3sin(x) heeft
amplitude 3.

De amplitude van de grafiek van f(x) = bsin(x) is voor b > 0 gelijk aan b
en voor b <0 gelijk aan -b.

Dus de amplitude van de grafiek is gelijk aan \ b \

De sinusoiden y=a + bsin(c(x —d)) en y=a + bcos(c(x —d)) kun je
tekenen door gebruik te maken van de vier kenmerken evenwichtsstand,
amplitude, periode en beginpunt.

In dit hoofdstuk kiezen we steeds ¢ > 0.

beginpunt
(d, a)

periode

2n
c

evenwichts-
stand
a

amplitude
bl

/ beginpunt
(d,a+b)

[ y=a + b cos(clx — d))
¥

Let op het verschil tussen »>0 en b < 0.
y=a+bsin(c(x —d)) | y=a+ bcos(c(x —d))

b>0 | stijgend door (d, a) (d, a + b) is een hoogste punt

b <0 | dalend door (d, a) (d, a + D) is een laagste punt

Voor het tekenen van een sinusoide herleid je de formule eerst tot de
vorm y=a + bsin(c(x — d)) of y=a + bcos(c(x — d)). Vervolgens
vermeld je de vier kenmerken. Daarna kun je de grafiek tekenen.
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Voorbeeld
Gegeven is de functie f(x)=-1+ l%sin(Zx - %n) met domein [0, 2x].
Teken de grafick van £,

Aanpak y
1 Schrijf de formule in de vorm
v=a+ bsin(c(x —d)) en [ 50 ) o e | G e o W)
vermeld de vier kenmerken. 0 3 o

P —

2 Stippel in een assenstelsel de lijn
van de evenwichtsstand en de
horizontale lijnen waarop de

toppen liggen. y

3 Teken een beginpunt en het punt
dat één periode verder ligt. GlEs - = o x

4 Teken één periode van de y
grafiek. Gebruik dat de grafiek §
periode na een beginpunt een il 1 T
hoogste punt heeft, % periode na 0 [ x o
een beginpunt weer door de lijn -t — = \
van de evenwichtsstand gaat en
i—’ periode na een beginpunt een
laagste punt heett.

5 Teken de grafiek op het gegeven
domein. Gebruik de L

periodiciteit. . / ' I / i L 1

Uitwerking y
f(x)=-1+ 1isin2x —3x)

=-1+ 13sin(2(x — 37)) i /\ ik
evenwichtsstand -1 O : £ 2
amplitude 13 | s

. 2n & _"7(11: 71)'_ ““—7 Ty e
periode D e

l;— >0, dus grafiek stijgend door \ \
het punt (37, -1). 21 Jﬁ ~--==q--=-] &jm = SHEE SECN

Zie de grafiek hiernaast.

i
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Teken de grafiek van f(x) =-2 + 3 sin(3x + ) met
domein [0, 2m].
Teken de grafick van g(x) =1 —2sin(2x — %7[) met
domein [0, 27].

Controleer de grafick
met de GR.

Teken de grafick van f(x) =1+ 3cos(2x + %n) met domein [-7, x].
Teken de grafick van g(x) =3 — 4 cos(mx) met domein [0, 6].

Teken de grafick van f(x)=-2 — cos(x — %n) met domein [0, 3x].
Teken de grafiek van g(x)=5-73 sin(j—latx) met domein [0, 10].

[» werkeLaD] Op het werkblad is de sinusoide y=2 —3 Sin(%x + é']’[) met
domein [-=, 3] op een rooster, maar zonder assenstelsel getekend.
Teken het assenstelsel op de juiste plaats.

Gegeven is de sinusoide in figuur 8.23.

Lees de evenwichtsstand, amplitude en
periode af.

De formule 1s van de vorm

y=a+ bsin(c(x — d)).

Geef mogelijke waarden van a, b, cend.

o TTT T T+ I
figuur 8.23
Theorie D Een formule van een sinusoide opstellen
In het voorbeeld zie je hoe je bij een sinusoide een formule opstelt.
Voorbeeld
In figuur 8.24 is een sinusoide getekend. y
Stel bij de sinusoide een formule op van de vorm | | |
y =a+ bsin(c(x — d)). Lol L LN : L : /\
. I, T N B
Uitwerking Stijgend door de _2 i i \ miN V il
lujl evenwichtsstand bij 1) 1 0 2 T 1
a==2 > == opvolgend x =37 en / i\\ /ﬁ
p=3t-1=2 L[Zh™ 0 // r‘r\\ =1
Vv /
De periode is 151 —3n= 157, dus ¢ = 12]n =13.  \l/ HH N/ |
3N | I LS L )
Stijgend door de evenwichtsstand bij x = 5, figuur 8.24
dus d=1in.

Dus y=1+23sin(13(x — 37)).
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Bij de sinusoide van het voorbeeld is ook een formule van de vorm
v=a+ bcos(c(x — d)) op te stellen. Je neemt dan een hoogste punt als
beginpunt. Een hoogste punt is (37, 33), dus d =37 en de formule is
y=1+23cos(13 (x —3x)).

In figuur 8.25 zie je een sinusoide zoals in het 1%
voorbeeld, maar nu staan bij de horizontale as

de getallen 1, 2, 3, ... » {/\\ (f\\
o B _2n / \ /
Deperiodeis 5—1=4,dusc= 4 2T B / \ /
Je krijgt v =1+ 23sin(7(x — 1)) en ook / )\ /
| 1 1
y=1+2tcos(n(x —2)). / \ /

figuur 8.25

" Ziehet voorbeeld.

B@3% Stel bij figuur 8.24 een formule op van de vorm
a y=a+bsin(c(x—d)) meth<0
b y=a+bcos(c(x—d))meth<0.

| Zie de theorie hiervoor met figuur 8.25.

B@* Stel bij deze figuur een formule op van de vorm
a v=a+bsin(c(x—d)) methb<0
b y=a+ bcos(c(x—d)) meth <0,

| Bij de sinusoide in figuur 8.26 zijn y
BO* twee opeenvolgende toppen (57, 3)

en (G, 33). \3 % ol

Stel bij de sinusoide een formule op
van de vorm
a y=a+bsin(c(x —d)) metb>0 —2

b v=a+ bcos(c(x —d)) meth >0,
M Nl

X
O T 2n
figuur 8.26
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Bij de sinusoide in figuur 8.27 zijn twee
opeenvolgende toppen ( 13—,, -2) en

(23, 4).

Stel bij de sinusoide een formule op van
de vorm

a v=a+bsin(c(x—d)) methb>0

b y=a+ bsin(c(x —d)) metb<O0.

Bij de sinusoide in figuur 8.28 geldt
voor de toppen dat N =25 en N= 175,
De grafiek gaat door de
evenwichtsstand bij =4 en bij 1 =9.
Stel bij de sinusoide een formule op van
de vorm

a N=a+bsin(c(t—d)) metb>0

b N=a+ bcos(c(t —d)) met b >0,

Yy
At
\WWAWE
IAVARAVAR
o}
figuur 8.27
N

\

0]
figuur 8.28

a Van een sinusoide zijn de punten (3, 12) en (18, 12) twee
opeenvolgende hoogste punten, die op afstand 4 van de

evenwichtsstand liggen.
Stel een formule op van deze sinusoide.

b Van een sinusoide is de evenwichtsstand 650 en de periode 48.

Het punt (16, 812) is een top.
Stel een formule op van deze sinusoide.

¢ Van een sinusoide zijn de punten (2, 250) en (26, 110) twee

opeenvolgende toppen.
Stel een formule op van deze sinusoide.
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Terugblik

De grafieken van f(x) = sin(x) en g(x) = cos(x)

De grafieken van f(x) = sin(x) en g(x) = cos(x) zijn periodiek met periode 2.
Van beide is de evenwichtsstand 0 en de amplitude 1.

Een beginpunt van de grafiek van f'is (0, 0) en van de grafiek van g is dat (0, 1).

y

o T

.| glx) = cos(x) fix) = sin(x)
T ol S i S T
— periode —
evenwichtsstand > L/ ”
1 1 1
—~ | - - = b -7 yo 3
amplitude 6—3—-2 amplituddg- A
| Y -1 -..._1;/ | N

B periode i

Sinusoiden tekenen
De graficken van v =a + bsin(c(x — d)) en y =a + bcos(c(x — d)) heten
sinusoiden.

De vier kenmerken van sinusoiden zijn

» evenwichtsstand is a b>0 b<0
« amplitude is ||

sin | stijgend door dalend door

: . 20 2n
. =t = =
periode 1s m dus ¢ D (c>0) (d, a) (d, a)
+ beginpunt bij een sinusgrafiek is (d, a) cos | (d,a+b)iseen | (d,a+b)iseen
+ beginpunt bij een cosinusgrafiek is hoogste punt laagste punt

(d,a+Db).
Deze vier kenmerken gebruik je bij het tekenen van sinusoiden.

Formule opstellen bij sinusoide
Bij een gegeven sinusoide zijn oneindig veel formules op te stellen.
Je kunt een formule met een sinus of met een cosinus kiezen en je hebt

de keuze uit b>0 of b < 0.

Bij de figuur hiernaast lees je af y

* de evenwichtsstand is L 2_7 =-3 1

s de mplitllde 81—-3=4 o 1 2 3 4 5 X
e MR EAVEENT EAVEERNT

* de periode is 2. > \ / \ ] /

Mogelijke formules zijn -3 \

y=-3+4sin(n(x - 13)) - \

y=-3—4sin(n(x—3) = |

y=-3+4cos(mx) =

yv=-3—4cos(n(x—1)) _7
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8.3 Goniometrische vergelijkingen

De eenheidscirkel snijdt de x-as in de punten (1, 0) en (-1, 0). y

Bij deze punten horen de draaiingshoeken 0, &, 27, 3=, ... en ]

ook -m, 2w, -3x, ... / \
Welke draaiingshoeken horen bij de snijpunten van de

eenheidscirkel met de y-as? !J1 X

figuur 8.29

Theorie A sin(A)=Cencos(A)=CmetC=-1,0,1

In opgave 48 heb je gezien dat bij de snijpunten van de eenheidscirkel
met de x-as de draaiingshoeken ..., -3n, 2%, -« 0, &, 27, 3m, ... horen.
Dit noteren we kor.t. als k - ™, waarin k een geheeﬂl getal 18. 15 i dit hootdetk een |
De getallen & *  z1yn oplossingen van de vergelijking

‘ cheel getal.
sin(x) = 0. g g
Hiermee heb je alle oplossingen van de vergelijking y
sin(x) = 0, want de sinus van een hoek is de y-codrdinaat van 1

het bijbchorende punt op de eenheidscirkel en de punten (-1, 0)
en (1, 0) zijn alle punten op de eenheidscirkel met y-codrdinaat 0.
En zo heeft de vergelijking cos(x) = 0 als oplossing X
x=im+k-m.

Bij de vergelijking sin(x) = 1 hoort het punt op de
eenheidscirkel met y-codrdinaat 1, dus het punt (0, 1). Dus de
vergelijking sin(x) = 1 heeft als oplossing x = é—n +k- 2x. figuur 8.30 Bij cos(x) =0

o horen punten op de

: ecnheidscirkel met
Bij het punt (0, 1) horen de draaiingshoeken x-codrdinaat 0.

| | | | | |
ST, 25045 e 00k =l=0. 357 ~d500

De vergelijkingen sin(4) = C en cos(4) = C met C=-1, 0, 1 los je op
met behulp van de eenheidscirkel.

sin(4) =0 geeft A=k -7 cos(4) =0geeft A=3m+k 7
sin(4) =1geeft A=3n+k-2m cos(4) =1 geeft A=k - 2n
sin(4) =-1geeft A =15+ k - 2= cos(4) =-1geeftA=n+k 2n

Voor 4 kun je elke uitdrukking invullen.
Bij de vergelijking sin(4x —1w) =0 is 4 = 4x — im.
Je krijgt 4x —3m=Fk - m, dus dx=1m+k - m, oftewel x =5+ k - ;7.
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Voorbeeld

Bereken exact de oplossingen.
a sin(2x —3m)=1

b cos?(x) —cos(x)=0

¢ sin?(2x) =1

cos*(x) betekent (cos(x))’ ]

Uitwerking
a sin(2x —3m) =1

o=zt kviy Deel alle termen door 2, dus & - 2x wordt & * .

b cos?(x) —cos(x)=0 Breng cos(x) buiten haakjes.
cos(x)(cos(x)—1)=0 Gebruik 4 - B=0geeft A=0v B=0.
cos(x) =0 v cos(x) =1
x=%n+k'7tvx=k-21r

¢ sin’(2x) =1 Gebruik 42=1 geeftA=1vA4=-1.
sin(2x) = 1 v sin(2x) =-1
x=im+k-2nv22x=13n+k-2n

x=}77r+k-frvx=%1r+k-1r

In voorbeeld ¢ krijg je als oplossing de twee rijtjes x=zn +k - wen
3
X=gntkn.
Uitschrijven van het rijtje oplossingen x = 7 + k - & geeft
3 3 1 1 1
20g *14—1'C, 3T, g |, 14—112, 2111,
Uitschrijven van het rijtje oplossingen x = 1 + k -  geeft
1 1 3 3 3
ey LTy = 7Ty 270 1378, 2 300, ...
Neem je deze rijtjes samen, dan krijg je
vy —lf-ln, —lix, —%n, —j—lat, %n, i—n, ljﬂr, 13’771, 23—11@ Z%n, ... en dit is te
schrijvenals x=3n+ 4k ‘57

Soms kun je in opgaven rijtjes oplossingen samennemen, maar dat
18 niet verplicht.

| Bereken exact de oplossingen.
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a sin(3x—3m)=0 ¢ sin®(x) —sin(x) =0

b cosGx—¢m) =0 d cos?(2x) +cos(2x) =0
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Bereken exact de oplossingen.
a cos’(x —tm)=1 ¢ sin’(x) —sin(x) =0

b sin?(2x—m) =1 d cos*(2x) — cos(2x) =0

Bereken exact de oplossingen.
a sin(4x—im)=1 ¢ sin?(Gmx) =1

b cos(4nx)=-1 d sin(2x)cos(2x) + sin(2x) =0

Gegeven is de functie f(x)=2sin(x)cos(2x) met y

domein [0, 2x]. B

In figuur 8.31 zie je de grafiek van f met de toppen

AG 7, -2) en B(157,2). ;

a Bercken exact de nulpunten van f. £\

b Onderzoek langs algebraische weg of de lijn door © %7 \/X
de punten 4 en B de x-as snijdt in een snijpunt
van de grafiek van f met de x-as.

Op de grafick van fliggen de punten C(:m, 1) en A

D(llgfr, —%) figuur 8.31

¢ Toon dit aan,

d Onderzoek langs algebraische weg of de lijn door de punten C en D
de x-as snijdt in een snijpunt van de grafick van f met de x-as.

Gegeven is de vergelijking sin(x) = 1.

a Licht toe dat x =t een oplossing is.

b Waarom is x =27 een oplossing? En x =4z n?
¢ Licht toe dat x = zx cen oplossing is.

. 5 .
d Waarom is x =2z een oplossing? En x = —lén‘?

Theorie B sin(A) = Cencos(A)=CmetC=-13,-1,2,-1 11 2,1 /3
In opgave 53 heb je gezien dat bij de vergelijking sin(x) = 3 y

twee rijtjes oplossingen horen. 1

Omdat sin(én) = % is het ene rijtje x = é‘?t “fe Jr i e TSI . in
Omdat ook sin(Zm) = 3 is het andere rijtje x=2n + k - 2. 2 in

f X
' ] 5 -1 o) 1
De oplossingen g7 en ;7 zijn gevonden met de exacte-
waarden-cirkel.

Merk op dat 2w =7 — ;.

figuur 8.32
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Bij het vinden van de rijtjes oplossingen van de 1%

vergelijking cos(x) =-1/3 gebruik je figuur 8.33.
Je krijgt
cos(x)=-3\3 geeft x=2m+ k- 2nvx=—2n+k - 2m. 5
6 fi
I
™ X
28
By
figuur 8.33
De vergelijkingen sin(4) = C en cos(4) = C met
C=-33,-32,-3,3,3/2, 3/3 los je op door uit de
exacte-waarden-cirkel één oplossing B af te lezen.
Daarna gebruik je
sin(A)=Cgeeft A=B+k -2nvA=n—-B+k:2n
cos(4A)=Cgeeft A=B+k - 2nvA=-B+k 2n
Neem je bij het rijtic x =21 + k - 21 voor k de waardc -1, dan krijg je de
oplossing x=2x—1 * 2x =25 —2n=-1}m.
Voor k = 3 krijg je de oplossing x = %Jr +3-2n= %JI + o= 6%1:.
Zoek je de oplossingen van de vergelijking cos(2x) = 3 met x in [0, 2]
dan schrijf je cerst de twee rijtjes oplossingen op.
2x=in+k-2nv2x=-3n+k-2xn
x=ig+k-mvx=-in+k'm
Het eerste rijtje oplossingen levert y
W ST S - 5T
x=gn+-1-n=-zn nietin [0, 2x] 3
|
x=in+0-w=3n  welin[0,2x] |
Y e |
x=tn+1-m=1n welin][0,2x] B -
ON-in 1 1
x=fm+2 7w =2¢n nietin [0, 2n] |
: I
Het tweede rijtje oplossingen levert -in

J}z—;ﬂo-n:—;n niet in [0, 27] figuur 8.34
x=—én+l-n=%n wel in [0, 2x]
x=-ix+2-m =17 welin[0, 2x]
x=-im+3 7w =227 nietin [0, 2]

De oplossingen van de vergelijking cos(2x) = 3 met x in [0, 27] zijn dus
x=tmx=lgmx=3menx=13x.
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Voorbeeld
a Bereken exact de oplossingen van 2 sin(3x) = \ﬁ
b Bercken exact de oplossingen in [0, 2xt] van

2cos(2x — $m) = /2.

y
Uitwerking 2, | L
2sin(3x) = |3 AN s
a 2sin(3x)= B
sin(3x) =1/3
X
3x=im+k-2nv3x=3in+k-2n o 1
x=sn+k-invx=3n+k-izx
b 2cos(2x—im)=-2 y
cos(2x —5m) =-3/2 !
. 4 e B iy
=Rk 2uN A 5T =—gn kY 2n !
I
=Ptk 2nv2x=-Zn+k-2n ! )
1 1
—=fD (5] 1
x=2nt+k-nvx=-Zn+k-x Iz\/_
|
x in [0, 2n] geeft o
_ 18 _ 13 _19 _qlo
X=EVX=IZnVvX=3TVX=I1x37

Bereken exact de oplossingen.
a 2sin(x)=1 ¢ 2sinQ2x—jm)=-/3

b 2cos(x—3im)=1 d 2cos(3x—m)=-1
Bereken exact de oplossingen in [0, 27].

a 2sin2x—:m) =2 ¢ sinGx) =12

b 2cos(3x—3m)=1/3 d cos(3x)=-3/3

Gegeven is de vergelijking 2 sin’(x) = 1.

a Licht toe dat uit 2sin’(x) = 1 volgt sin(x) =5 /2 v sin(x) =-1/2.

b Licht toe dat uit sin(x) =1 /2 v sin(x) = -1 /2 volgt
x=qn+k-2nvx=3in+k - 2nvx=-jn+k-2nvx=15n+k-2m.

¢ Licht toe dat de vier rijtjes van b te noteren zijn als x =37+ k - 3.

d Licht toe dat de oplossing x = ;7 + k - 37 ook direct uit de exacte-
waarden-cirkel is af te lezen.
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Bereken exact de oplossingen.

2cos*(3x) =1 ¢ 4cos(x+5m)=3
4sin?(x — i) =1 d 4sin’(x) —sin(x)=0
Bereken algebraisch de oplossingen in [0, 10].
sin(3mx) =1./3 ¢ 4sin’(inx) =1
cos(3mx) =-13./3 d 2cos%(0,17x) + cos(0,1mx) =0

Gegeven is de functie f(x)= —% + sin(x — }ﬂr) met domein [0, 3x].

(o]

Gegeven is de functie f(x)= \2 sin(x)\ met D,= [0, 2x]. )
In de figuur hiernaast is de grafick van f'geplot.
Bereken exact de oplossingen van f(x) > 1.

Schets de grafiek van f.

Bereken exact de codrdinaten van de punten waar de grafiek van f'de
lijn van de evenwichtsstand snijdt.

Bereken exact de codrdinaten van de drie toppen van de grafiek.

De grafiek van f'snijdt de x-as achtereenvolgens in de punten 4, B en C.
Bereken exact de afstand tussen 4 en B.

Los exact op f(x) >-1.

X: 3,1415926536 F1(X): 4,1352307¢-13 [UEIE

Bereken exact de oplossingen.

sin(3x) = sin(é ) b cos(3x) = cos(é )

Theorie C sin(A) =sin(B) en cos(A) = cos(B)

Zoals uit sin(3x) = sin(¢ 1) volgt

3x=¢n+k-2nvix=n—in+k-2m,

volgt uit sin(3x) = sin(x) dat

=tk *2g v 3x=n—xtk*2x

Zoals uit cos(3x) = cos(z ) volgt

3x=gn+k-2nv3x=-gn+k-2m,

volgt vit cos(3x) = cos(x) dat

3x=x+k2nvix=-x+k-2m

sin(4) =sin(B) geeft A=B+k-2nvA=n—B+k'2n
cos(4) =cos(B) geeft A=B+k-2nvA=-B+k-2n
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Voorbeeld
a Los algebraisch op sin(x + 1) =sin(2x — 3).
b Bercken exact de oplossingen in [0, 21t] van cos(3x) = cos(x — ﬁfr).

Uitwerking

a sin(x+ 1) =sin(2x — 3)
x+1=2x—-3tk2nvx+l=a—(2%—3)+k*2x
sp==dot g v Invxr L=g—=2x+3 +Kk" Zn
x=4—ks2xyvdx=n+2+k*2n
x=4+k-2nvx=;—,1t+§+k'§fc i i oy

Jemagx=4 -k - 2m ook
schrijven als x =4 + k - 2m,
want dit geeft hetzelfde rijtje
b cos(3x) =cos(x — in) oplossingen.

3x:x—i1c+k-27:v3x:—(x—%fr)+k-2n
2x=-im+k-2nvix=-x+in+k-2n
x=-tn+k-mvax=in+k-2n
x=—§7c+k'1cvx=ll—6:rr+k-]5n

x in [0, 27| geeft

— 71 - 12 =l =2 =1L =12
x=gavI=lgrva=nvr=rrvx=lgrva=I1n

Los algebraisch op.

0O g sin(x+1)=sin(2x +3) d cos(x —3m) = cos(2x)
b cos(2x—1)=cos(x+ 1) e sin(2mx) = sin(n(x — 1))
c sin(2x — ;—TC) = gin(x + ;—n) f cos(% TX) = cos(m(x — 2))

1 Bereken exact de oplossingen in [0, 27].
O®%* q sin(2x —37) =sin(x +57) b cos(3x +37) = cos(2x — ;)

Gegeven zijn de functies f(x) = sin(x — J—ln) en g(x)=sin(2x — ;—x) met
* domein [0, 2x].
Los exact op f(x) < g(x).

_ Gegeven is de functie f(x) = tan(x).
BO% q Plot de grafiek. Neem x tussen 0 en 2x en y tussen -5 en 5.
b De grafick van fheeft in [0, 2x] twee verticale asymptoten.
Welke lijnen zijn dat, denk je?

. Ergeldttan(4) =0 geeft A =k * .
O@* q Licht dit toe.
b Bereken exact de oplossingen van tan(2x — %n) =0,
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Theorie D De tangensfunctie
Je weet dat voor de draaiingshock a van het punt P(xp, vp) op de

Y
eenheidscirkel geldt tan(a) = 'x—P.
P

Bij de draaiingshoek o = %1: is P(0, 1), dus tan(%at) = % en dit bestaat
niet. De lijn x =7 is een verticale asymptoot van de grafiek van

f(x) = tan(x).

Bij de draaiingshoek a = 137 is P(0, -1), dus ook tan(137) = _01 bestaat

niet. Ook de lijn x = 137 is een verticale asymptoot van de grafiek van

f(x) = tan(x).
In figuur 8.35 zie je de grafiek van f{x) =tan(x) op het interval [0, 27].
Daarbij is de volgende tabel gebruikt.

1 I 3 1 3
X |0|Z7t’51t‘zﬂ‘7t’137t 15’1t|lgit|27t
1

tan(x)|0|1’—‘—l‘0’ —|—1|0
Het punt (0, 0) is een beginpunt van de y
grafiek.

B
X—2TE

A

In opgave 66 heb je gezien dat geldt

tan(4) =0 geeft 4 =k - m. -1
Ook de vergelijkingen tan(4) = C met
C=-3,-1,-33, $\/3, L en {3 zijn

exact op te lossen.

Je gebruikt de volgende tabel en dat de

]

grafick van f(x) = tan(x) periodick is figuur 8.35 De grafiek van f(x) = tan(x) op het
met periode 7. interval [0, 2x].
| L ’ L ‘ 1 | 2 ’ 3 ‘ 5
X =1 il S0 5% it | =m
wio| 15| 1 [ [ 1 |38

Bij het exact oplossen van de vergelijking tan(4) = tan(B) gebruik je

| tan(4) = tan(B) geeft A=B +k ' m
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Bereken exact de oplossingen.

L@ %
a tan(3x —¢m) =13 d 3tan(3nx) =3
b 1—tan(3x)=2 e 2+./3 - tan(zx) =5
¢ tan(3x) = tan(2x — £70) f tan(37nx) = tan(Gn(x — 1))

Op het interval [0, 3] is gegeven de functie f(x) =2 + tan(3x).
0 a Geef van de grafick van f'een beginpunt, de periode en de asymptoten.
b Schets de grafick van 1.
¢ De functie heeft ¢én nulpunt.
Bereken dit nulpunt. Rond af op twee decimalen.
d De lijn y = 3 snijdt de grafiek van f'twee keer.
Bereken de exacte codrdinaten van deze snijpunten.

Op het interval [0, 4x] is gegeven de functie f(x)=1— tan(?—,x).
B®  a Geefvan de grafiek van f een beginpunt, de periode en de asymptoten,
b Schets de grafick van 1.
¢ Bercken exact de nulpunten van f.
d Los cxact op f(x) <2.

Op het interval [0, 12] is gegeven de functie f(x)=3 + tan(ﬁnx).
BO* a Geef van de grafiek van feen beginpunt, de periode en de asymptoten,
b Schets de grafiek van f.
¢ Los algebraisch op f(x) > 4.
d Los op f(x) > x. Rond zo nodig af op twee decimalen.

Los exact de vergelijking sin(2x — %TC) =-cos(2x — ;—‘E) op.

De tangensfunctie

De naam tangens komt van het Latijnse woord tangere
dat raken betekent.

Teken je aan de eenheidscirkel een raaklijn in het punt
A(1, 0) en snijdt het tweede been van de
draaiingshoek a deze raaklijn in het punt 4
B, dan geldt tan («) = AB, immers

AB _AB _ :
51 1 AB. Zie de figuur

Y B

-————]-————

tan(a) =

hiernaast, a

1 I
|
/ |
|
X : = X
Door bij elke hoek a op de x-as het ‘1!/1 ANNE s

lijnstuk 4B verticaal uit te zetten ontstaat
de grafiek van de tangens. -1
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Terugblik

De vergelijkingen sin(A) = Cencos(A)=Cmet C=-1,0,1
Vergelijkingen van de vorm sin(4) = C en cos(4) = C met y
C=-1,0, 1 los je op met de eenheidscirkel. ]
Bij sin(x) = -1 hoort het punt met y-codrdinaat -1 op de

eenheidscirkel, dus het punt (0, -1) en hierbij hoort een

draaiingshoek van 137

Zo krijg je sin(x) = -1 geeft x = 131 + k * 2. Hierin is k een &) 1

geheel getal.

Uit cos(4) =0 volgt A =1m+k * .

Dit gebruik je bij het oplossen van cos(2x + 37) = 0. =

Je krijgt 2x +3n=3n+ k-7, dus x =15+ k - 37,

De vergelijkingen sin(A) = Cen cos(A) = Cmet C=-13,-12,-1.1.1,/2,1./3

Vergelijkingen van de vorm sin(4) = C en cos(4) = C y

met C=-2./3,-312, -1, 3, 2/2, 3/3 los je op met de o 1

exacte-waarden-cirkel. e e S

Bij sin(x) = 3 /3 horen de draaiingshoeken 37 en 2k

T — %n = %rr. Er zijn twee rijtjes oplossingen:

x=in+k-2nvx=>3n+k-2m E —x

De vergelijkingen sin(A) = sin(B) en cos(A) = cos(B)

Bij het algebraisch oplossen van de vergelijkingen

sin(4) = sin(B) en cos(4) = cos(B) gebruik je de regels

sinfA)=sin(B) geeft A=B+k-2nvA=n—B+k-*2men

cos(4)=cos(B) geeft A=B+k-2nvA=-B+k 2n.

De grafiek van f(x) = tan(x)

De grafiek van y = tan(x) is periodiek met y

periode 1. [T =& [ [ ] ==

De grafiek heeft in het interval [0, 2] twee ; / = T's'm'y_ |

verticale asymptoten. Dat zijn de lijnen x =57 en : il ¥

X= 1%7'{ | X
/T T

Bij het tekenen van de grafiek van y = tan(x) op
[0, 2] gebruik je verder de punten (0, 0), (G, 1), -1
G, -1), (z, 0), (13, 1), (137,-1) en (2x, 0).

Vergelijkingen van het type tan(4) = C met
C=—\ﬁ, —1,—% 3, 0,% 3,1en \ﬁkunje exact
oplossen.

|

|

I

|

|

O |
L

|

|

De vergelijking tan(4) = tan(B) geeft A=B + k - .
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8.4 Herleiden en differentiéren

Gegeven is het punt P op de eenheidscirkel. De y
draaiingshoek van P is a. Het punt Q is het spiegelbeeld L
van P in de x-as, dus de draaiingshoek van Q is -a. Zie

figgur836. S/ P
Licht toe dat sin(-a) = -sin(a) en dat cos(-a) = cos(a).
Gebruik figuur 8.36. -1 0 ~a

4
figuur 8.36

Theorie A Goniometrische formules herleiden
In opgave 72 heb je gezien dat sin(-a) = -sin(a) en cos(-a) = cos(«).

Zie figuur 8.37. Het punt P ligt op de eenheidscirkel en de y
draaiingshoek van P is a. Punt R is het beeld van P bij R _1
draaiing om O over 37, dus de draaiingshoek van R is
a+ 1w en ook geldt x, = -y, en y, = xp. Dus

i
[
|
|
o

sin(a + ]5',1) =yg=Xp=cos(a) en
cos(a + é—n) =i, =y, = sin{a)

Door de formule sin(a + 31) = cos(a) te schrijven als

£

5 1 3 3 3
cos(a) = sin(a + 5 1) 18 deze te gebrutken om een cosinus
(] (@t gn) & figuur 8.37

om te zetten in een sinus.

Voor het omzetten van een sinus in een cosinus gebruik je de
formule sin(a) = cos(a — %n). Deze formule toon je aan in opgave 73.
Verder toon je in deze opgave aan dat sin(a + 1) = -sin(a),

cos(a + ) = —cos(a) en sin*(a) + cos*(a) = 1.

sin(a)
cos(a)’
Hieronder staan deze formules genoteerd met A in plaats van a. Hiermee
geven we aan dat je voor 4 elke vitdrukking kunt invullen.

Uit de definities van sin(a), cos(a) en tan(a) volgt direct tan(a) =

sin(-A) = -sin(A4) cos(-A) = cos(A) sin?(4) + cos*(4) = 1
-sin(4) = sin(4 + m) -cos(A) = cos(4 + m) G sin(4)
sin(A) = cos(A4 — } ) cos(A) = sin(A4 + 1 m) 2 cos(A)

¥ nw . Ik =
S — + e r :
Neem je in de formule cos(4) = sin(4 + 3m) voor A de Leer de formules dic

uitdrukking 2x — 7, dan krijg je hierboven staan uit je

!
cos(2x — 1m) = sin(2x — bx + Lx) = sin(2x + 1) | hoofd!
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Voorbeeld

Herleid —cos(2x — %n) tot de vorm sin(ax + b).

Uitwerking

—-cos(2x — %n) =c0o8(2x — _l;rc + 1) = cos(2x + _3;1[) = sin(2x + %rc o %n) = sin(2x + lén)

-cos(4) = cos(4 + ) cos(4) = sin(4 + 1 7)

Toon aan met behulp van de eenheidscirkel.
BO* a cos(a—3m)=sin(a) ¢ cos(a+m)=-cos(a)
b sin(a + ) =-sin(a) d sin’(a) + cos*(a) =1

a Herleid sin(x + £ ) tot de vorm cos(ax + b).
WO 3

b Herleid cos(2x + %7:) tot de vorm sin(ax + b).

¢ Herleid -sin(3x —37) tot de vorm cos(ax + b),
d Herleid -cos(4x + llgn) tot de vorm sin(ax + b).
Herleid.

MIOR 3 _ 2 sin*(x) + cos*(x)
a (sin(x) — cos(x))? b cos ()

a Druk sin?(x) + 4 cos(x) uit in cos(x).
OO®%* p Druk 2cos?(x) + sin(x) — 2 uit in sin(x).
¢ Druk 2sin’(x) + cos?(x) + cos(x) uit in cos(x).

Je kunt op de GR de grafiek van de afgeleide van een NORH DRIJF AUTO REEEL RAD HN
BO* functie plotten door bij v, de formule van de numerieke Plotl Plot2 Plot3
oida it Zisii t E\Y1Bsin(X)
afgeleide 1n te voeren. Zie hiernaast. Y28 (V1) ey

a Plot in één figuur de grafieken van y = sin(x) en zijn
numerieke afgeleide. Neem als domein [0, 27x].

b Welke standaardfunctie is vermoedelijk de afgeleide
van f(x) = sin(x)?

TI: Gebruik de optie nDerive
uit het math-WISK-menu.

Graph Funec :Y=

Controleer je antwoord op de GR met tabellen. TiEwin = (=1
Y . Xa= o (VL)
¢ Plot in é¢én figuur de graficken van y = cos(x) en zijn dx x=
numerieke afgeleide. Casio: Gebruik de optie d/dx
Wat is de formule van de afgeleide van y = cos(x), uit het OPTN-CALC-menu.
denk je? Controleer je antwoord met de GR. Weerg, Functie symb.

d Gebruik dat f(x) = sin(x) geeft f(x) = cos(x) en de /m F‘ID(H?:;)())—I
regels cos(4) =sin(4 + ]51[) en -sin(4) = sin(4 + 1) om v mrp= 2570
aan te tonen dat g(x) = cos(x) geeft g'(x) = -sin(x). HP: De juiste optie staat bij
de sjablonen.
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Theorie B De afgeleide van sinus, cosinus en tangens

In opgave 77 heb je het volgende ontdekt,

f(x) = sin(x) geeft f'(x) = cos(x)
2(x) = cos(x) geeft g'(x) = -sin(x)

In het informatief op bladzijde 167 wordt aannemelijk gemaakt dat
f(x) =sin(x) geeft f'(x) = cos(x). Daarbij is de hoek in radialen
uitgedrukt. Daarom geldt deze regel alleen als x in radialen is uitgedrukt.

Voor het berekenen van de afgeleide van f(x) = tan(x) gebruik je de
qin(A)

08(4)

formule tan(4) = en de quotiéntregel.

Je krijgt f(x)=tan(x) = L()) Dit geeft

cos(x) * cos(x) — sin(x)  -sin(x)  cos*(x) + sin*(x)

=

cos?(x) - cos?(x)
Deze afgeleide kun je op twee manieren herleiden.

« Metde formule sin?(4) + cos?(4) = 1 krijg je

S = cosz(x)
- _ sin(4)
Uitdelen en de formule tan(4) = =0 geeft Uitdelen
: A+B A B
cos*(x)  sin®(x) sin(x) = o0
(x) = = =1+ tan?
S cos’(x)  cos(x) (cos(x)) L T, c - ¢

| f(x) = tan(x) geeft f'(x) = en f'(x) = 1 + tan’(x)

1
cos*(x)
Bij het differenti€ren van goniometrische functies heb je vaak de
kettingregel nodig.

Bij het differenti€ren van f(x) = sin(3x) krijg je
F'(x) = cos(3x) * 3 =3cos(3x).

Bij het differentiéren van g(x) = sin(x?) krijg je
g'(x) = cos(x?) * 3x? = 3x%cos(x?).

Bij het differentiéren van A(x) = sin’(x) krijg je
h'(x) = 3(sin(x))? + cos(x) = 3 sin*(x) cos(x).

Met behulp van de formule sin*(4) + cos?*(4) =1 is A'(x) uit
te drukken in cos(x). Immers sin’(x) = 1 — cos?(x), dus
h'(x)=3(1 — cos?(x)) - cos(x) =3 cos(x) — 3 cos*(x).
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Voorbeeld

Differentieer. , :
figl'=re~r'g

a f(x)=1+2cos(3(x— ,]—zn)) (productregel)
b g(x)=xsin(x) [L]'_nt’—m’

5 _ x+cos(x) nl 2
€ ax) sin(x) (quotiéntregel)
d j(x)=x?tan(x)
Uitwerking
a f(x)=1+2cos(3(x— ,'—zn)) =1+2cos(3x — ﬁ:c) geeft

f(x)=-2sin(3x — in) *3=-6sin(3x — f—ln) de kettingregel
b g(x) =xsin(x) geeft g'(x) =1 - sin(x) +x - cos(x) de productregel

= sin(x) + xcos(x)

Bx) = x + cos(x) i

c hx)= G ) gee
sin(x) - (1 —sin(x)) — (x + cos(x)) - cos(x
h'(x)= @ ( ?inz ((x) &) ®) de quotiéntregel

_sin(x) —sin*(x) — xcos(x) — cos*(x) _ sin(x) —xcos(x) — 1
N sin?(x) B sin¥(x)
d j(x)=x*tan(x) geeft
J'(x)=2x - tan(x) + x? - (1 + tan?(x)) = 2x tan(x) + x* + x? tan*(x)

Bereken de afgeleide.
]
a f(x)=3+4sin(2x —37n) d k(x) = cos*(x)
b g(x)=xcos(x) e /(x)=x+3sin’(x)
x% + sin(x) cos(x)
€ Ak = cos(x) b )= sin(x)
- . Differentieer.
— =10+ Técos((x—1 ) = =0
0 f=10+16c0sGx=1) € h)= s
b g(x)=x?sin(3x) d j(x)=2sin’(x)
_ Differentieer.
Oe*x B 5 I sin(x)
a f(x)=xcos(2x) c hix)= e )
b g(x)=2xsin(3x—1) d j(x)=1+2cos*(x)
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a Differentieer f(x) =3 tan(2x).
e % 2 sin(x)
b Toon aan g(x) = tan’(x) geeft g'(x) =

cos’(x)’
Bereken de afgeleide.
O@% q f(x)=cos’(x) ¢ A(x)=/sin(x)
b g(x) = cos(x®) d j(x)=cos(x) — sin(x)

y. a Toon aan f(x)=sin’(x) + sin(x) geeft /'(x) =4 cos(x) — 3 cos’(x).
BO% p Druk de afgeleide van g(x) = sin?(x) cos(x) uit in sin(x).

T By = tan(x) £ B = sin(x)

¢ Toon aan A(x) = Sl geeft h'(x) = P
, , 3 cos(x) ,
Gegeven is de functie f(x) =5———— met domein [0, 2x].
2 —sin(x)
4 JOR S :
Do ielelders fo Horteitern dol g O
e afgeleide is te herleiden tot f"(x) = P

a Toon aan dat deze afgeleide juist is. 1%
In de figuur hiernaast zie je de grafick van f. Het
punt 4 is een snijpunt van de grafick met de x-as. /
b Stel langs algebraische weg de formule op van A . | x

de raaklijn k van de grafiek in 4. @ z o
¢ Bereken exact het bereik van f.

figuur 8.38

Gegeven zijn de functies f,(x) = cos*(x) + cos(x) + p
* met domein [0, 7).
Bereken exact voor welke p het minimum van f, gelijk is aan 1.

De afgeleide van f(x) = sin(x)

We maken als volgt aannemelijk dat de regel y
f(x) =sin(x) geeft f"(x) = cos(x) geldt. |
Hiernaast is in de eenheidscirkel de draaiingshoek van

punt 4 gelijk aan x en van punt B gelijk aan x + A.

Uit de definitie van de radiaal volgt dat B
booglengte AB = h. CB\A
Voor kleine waarden van 4 is A B
booglengte AB = lijnstuk AB en LZABC = x. ;

i H
Met de definitie van de afgeleide krijg je f(x) = sin(x) o) AT\

& £ =1 sin(x+h)—sin(x) _ vg—Vy, Vg~ Ve
geelt /'(x) ia0 h oo A hlf})booglengteAB

e % —BC — > —
T e
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Terugblik

Goniometrische formules herleiden

sin(-A4) = -sin(A4) cos(-A4) =cos(4)
-sin(A4) =sin(A4 + m) -c08(A) = cos(4 + m)
sin(4) = cos(4 — 5 7) cos(4) = sin(4 + 1)
0 sin(4)
sin’(4) + cos*(4) = 1 tan(4) = SoiA)

Met de formules hierboven is -sin(2x + f;rc) te herleiden tot de vorm
cos(ax + D).

Je krijgt -sin(2x + !‘17[) = sin(2x + 1}-17r) = cos(2x + f—ln).

Ook kun je 2 sin*(x) + 3 cos(x) uitdrukken in cos(x).

Je krijgt

2sin’(x) + 3 cos(x) = 2(1 — cos?(x)) + 3 cos(x) =2 — 2 cos’(x) + 3 cos(x).

Afgeleide van sinus, cosinus en tangens
f(x) = sin(x) geeft /”(x) = cos(x)
g(x) = cos(x) geeft g'(x) = -sin(x)

h(x) = tan(x) geeft h'(x) = 00312 o

=1 + tan’(x)

Bij het berekenen van de afgeleide heb je vaak de kettingregel nodig.
f(x) =cos(4x) geeft f'(x) =-sin(4x) * 4 =-4sin(4x)

g(x) = cos(x?) geeft g'(x) = -sin(x?) + 4x* = -4x3 sin(x?)

h(x) = cos*(x) geeft h'(x) = 4cos’(x) * -sin(x) = -4 sin(x) cos>(x)

De productregel en de quotiéntregel
Bij het differentiéren van f(x) =x?sin(x) heb je de productregel nodig.
Je krijgt /"(x)=3x? - sin(x) + x° - cos(x).

sin(x)

Bij het differenti€ren van g(x) = heb je de quotiéntregel nodig.

x? + sin(x)
(x> + sin(x)) - cos(x) — sin(x) * (3x* + cos(x))

(x? + sin(x))*
3 x? cos(x) + sin(x) cos(x) — 3x% sin(x) — sin(x) cos(x)
(x? + sin(x))?

Je krijgt g'(x) =

_ x*cos(x) — 3x?sin(x)
(3 +sin(x))?

168  Hoofdstuk & Gonlometrische functies © Noordhoff Uitgevers by



Eindopdracht Formules bij
tijdvereffening

In de beginopdracht heb je gezien dat de tijdveretfening wordt

veroorzaakt door twee verschijnselen.

I De aarde draait in een licht elliptische baan om de zon.
Daardoor beweegt de zon in januari icts sneller aan de

hemel dan in juli. E
In de figuur hiernaast is het gevolg hiervan grafisch 15
weergegeven. De grafiek is een sinusoide. ﬂg i
» Stel de formule op van deze sinusoide. Neem daarbij 0
de tijd ¢ in dagen met = 0 op 1 januari. Gebruik dat - 8 I o
de afwijking nul is op 3 januari en op 4 juli en dat de ASp

maximale afwijking 7,6 minuten is. feb apr jun aug okt dec

IT De schuine stand van de aardas ten opzichte van het baanvlak van de aarde.
Aan het begin van de zomer en aan het begin van de winter is de aardas
naar de zon toe gekanteld en is de baan van de zon vrijwel van oost naar
west gericht. Het duurt dan relatief lang voordat de aardrotatie deze
beweging inhaalt. Aan het begin van de lente en aan het begin van de
herfst staat de aardas scheef voor de zon. Nu wordt de baanbeweging
sneller ingelopen door de draaiing van de aarde om zijn as.

Ook bij deze invloed hoort een sinusoide die het verband A
aangeeft tussen de tijd # in dagen met =0 op 1 januari 15
en de afwijking in minuten. Zie de figuur hiernaast. - /\ /\
» Stel de formule op van deze sinusoide. Gebruik dat de 72 i \/ \_/I
maximale afwijking 10,0 minuten is en dat op 21 10l
maart, 21 juni, 22 september en 21 december de SR
aﬁvjjkjng nul is. feb apr jun aug okt dec
De tijdvereftening S krijg je door de som van deze twee S
verschijnselen te nemen. 15}
* Gebruik de somformule S = E + 4 om te berekenen op el
welke data de tijdvereffening een maximum en een 0

minimum bereikt. Hoeveel minuten zijn deze extremen?
_1 5 &

L 1 L L L 1 1 1 1 1 1 ]

feb apr jun aug okt dec

1 prey vy |
De zonnewijzer op de Grote Kerk in Enschede.
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Diagnostische toets

8.1 Eenheidscirkel en radiaal

| De hoekpunten van de gelijkzijdige driechoek ABC y
liggen op de eenheidscirkel. De draaiingshoek a is 40°. 1
Zie figuur 8.39. A
Bereken de codrdinaten van de punten 4, B en C.
Rond af op twee decimalen. ,

X
o) 1
@ De punten P en Q liggen op de eenheidscirkel waarbij %y
xp=-0,33, ¥,=0,22 en ZPOQ scherp is.

Bereken beide mogelijkheden voor ZPOQ. Geef het

; . ; figuur 8.39
antwoord in radialen en rond af op twee decimalen. .
" Geef de exacte waarde van x.
a sin(x)=-met-in<x<in d x=sin(I13n)
b x=cosGm) e sin(x)=;\3ensn<x<lim
¢ cos(x)=sensn<x<2m f x=cos(13m)

8.2 Sinusoiden

[{{@ Geef van de grafiek de evenwichtsstand, de amplitude, de periode en de
codrdinaten van cen beginpunt.
a f(x)=-4+3,1sin(x +3m)

b g(x)=3,4—4cos(5(x —0,4))

@ a Tcken de grafick van f(x) =-2 — 3sin(x + ;—‘J’C) met domein [0, 4x].
b Teken de grafiek van g(x)=1+3 cos(%n:x — 1) met domein [0, 10].

- Infiguur 8.40 is een sinusoide getekend. y
Stel bij de sinusoide een formule op van -
de vorm /N /N
a y=a+bsin(c(x —d)) metb>0 o) 19/ 220\ 30 49’ 50\ "
b y=a-+bcos(clx —d)) meth>0 = lF N 1/ i
¢ yv=a+bsin(c(x—d)) metb<0 _20\/ N W \
d yv=a+bcos(c(x—d))ymetb <0 5

figuur 8.40

170  Hoofdstuk & Gonlometrische functies © Noordhoff Uitgevers by




| Bereken exact de oplossingen.

"1 Gegeven is de functie f(x)=-1+2cos(x — ) met domein [-r, 3x].

"1 Bereken exact de oplossingen.

1 Op het interval [0,27] is gegeven de functie f(x)=2— tan(l%x).

71 @ Herleid sin(2x — 3m) tot de vorm cos(ax + b).

1 Gegeven is de functie f(x)= 2= s

8.3 Goniometrische vergelijkingen

a sin(2x —3m)=-1 ¢ cos(13mx) * (cos(2mx) +1)=0
b cos(2x+3m) =0 d sin’(G7x) +sin*(37x) =0
- Bereken exact de oplossingen in [0, 2x].

a 4sin(2x+im) =22 ¢ 4cos?(3x)=2

b cos(x—gm) =-1/3 d sinGx+ 13m) =3

a Bereken exact de codrdinaten van de punten waar de grafiek van f
de lijn van de evenwichtsstand snijdt.

b Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de grafiek van f.

¢ De grafiek van f'snijdt de x-as van links naar rechts in de punten
A,B,CenD.,
Bereken exact de afstand tussen B en C.

d Los exact op f(x)>-1+/3.

a sin(2x +37) = sin(x — 17) ¢ tanGrx)=-13

b cos(x —¢m) = cos(4x + +7) d tan(2x —37m) = tan(x + 370)

a Geef van de grafiek van f'een beginpunt, de periode en de asymptoten.
b Schets de grafiek van f.
¢ Los algebraisch op f(x) <3.

8.4 Herleiden en differentiéren

b Herleid -cos(5x + l};n) tot de vorm sin(ax + b).

¢ Druk (sin(x) — cos(x)) * (sin(x) + cos(x)) - cos(x) uit in cos(x).

= Differentieer.
a f(x)=xsin(4x) ¢ h(x)="5sin’(x)
in(2x
b g(x)= % d j(x)=tan(x’)

sin(2x)

Op de grafick van fligt het punt 4 met x, =37,
Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn & van de
grafiek in A4.
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Gemengde opgaven

5 Machten, exponenten en logaritmen

a Schrijf zonder negatieve en zonder gebroken exponenten.

1 3 3 -5
a bh* 81p*H* 10z |
(4a)'z

b Schrijf als macht van x. &
2 xZ c L x
4,3/, 4[3 X
X \/J; - 3/,2 4/,.3

X X

X

6x*

2yx)?

b Schrijf y=(})> "7 in de vorm y =5 - g*,

a Schrijf y= in de vorm y = ax”,

¢ Schrijf y=4x" - (3x%)? in de vorm x = ay*. Rond zo nodig af
op twee decimalen.
d Schrijf A=6+2/3B+2 indc vorm B=aA’>+bA +c.

Los exact op.

a (v-4)2x —16)=0 d 525 1+6=56
b Lox2-5)i=4 e log(3* '+5)=2
c 2x+4_2x+3=16\/§ f 22013 4 x5 = 168

Gegeven zijn de functies f(x)=-2+ /6 —3x en g(x)=3 — \/4x + 10.
a Hoe ontstaat de grafiek van fuit de grafiek van y = \/x?

b Schets de grafieken van f'en g in één figuur.

Los op f(x)>g(x). Rond zo nodig af op twee decimalen.

Los op f(x) — g(x) < 7. Rond zo nodig af op twee decimalen.

e Welke waarden neemt f(x) aan voor x >-10?

B M

Los exact op.

a (2x—5)T=2% d 47 +48=2v+4
b Gx2+9) 52 +9=81 e Sloglx?- Jx=7)=2
c (V3)'2=93 f 5-6-(3"=5
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x+1

Gegeven zijn de functies f(x)=0,4 2" 2—4enh(x)=5-0.2 " gatl
a Hoe ontstaat de grafiek van f'uit een standaardgrafiek?

De grafiek van 4 wordt 6 naar rechts en 4 naar beneden geschoven.

Zo ontstaat de grafiek van de functie k(x)=a +b - g*.

b Bercken exacta, beng.

Schets de grafieken van f'en / in één figuur.

Los algebraisch op f(x) = 4.

De lijn x = p snijdt de grafick van f in het punt 4 en de grafick van 4

in het punt B.

Bereken voor welke p de lengte van het lijnstuk 4B gelijk is aan 3.

Rond af op twee decimalen.

f Voor welke g heeft de vergelijking f(x) = ¢ één oplossing en de
vergelijking A(x) = ¢ geen oplossing?

T A M

Op de grafieken van f(x)=\/2x —4 en g(x) = \/x + 1 wordt eerst de

vermenigvuldiging met @ ten opzichte van de v-as toegepast en
vervolgens de translatie (0, b).

De beeldgraficken gaan door het punt A(4, 5).

Bereken exact a en b.

De planeet Saturnus heeft veel manen. In de gratiek T in dagen

van figuur G.1 is voor drie van die manen het verband E0 LR
tussen de omlooptijd 7'in dagen en de straal Rvan | | | | / gEEN
de baan in 10° km af te lezen. _//Rhea (5,28; 4.5)
Sterrenkundigen hebben aangetoond dat 7=a - R'?. Heti] / P ! W
. . |Dione (3,78; 2,7)
Uit de gegevens in de figuur volgt dat a, afgerond A Tetnys 295.1.9) |
op twee decimalen, gelijk is aan 0,37. / R (R OB TR B
a Toon dit aan. 0 5 6 7
b De baan van de maan Iapetus heeft een straal van . *10° km
3,56 - 106 km. iguur G.1

Hoeveel dagen is de omlooptijd?

¢ De straal van de baan van de maan Titan is 2,3 keer de straal van de
baan van de maan Rhea.

Hoeveel keer zo groot is de omlooptijd?

d Schrijf de formule 7= 0,37R'> in de vorm R =p + T49. Rond p en g af
op twee decimalen.

e In 1980 heeft de Voyager enkele fot dan toe onbekende manen van
Saturnus gefotografeerd. Van een van deze manen, de 1980S.27, is de
omlooptijd 15 vur,

Bereken de straal van de baan.
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Gegeven zijn de functies f(x) =2 +’log(2x +4) en

g(x)=3—log(8 —x).

a Bereken van beide functies het domein en geef de formule van de
asymptoot van de grafiek.

b Schets de grafieken van f'en g in één figuur.

Los algebraisch op f(x) < 5.

d De lijn y =2 snijdt de grafiek van /" in het punt 4 en de grafick van g
in het punt B.
Bereken algebraisch de lengte van het lijnstuk 4B.

m

Uit onderzoek is gebleken dat er voor zoogdieren een verband bestaat
tussen de levensverwachting en het gewicht. De bijbehorende formule is
L ="7,5G*%, Hierin is L de levensverwachting van de diersoort in jaren
en G het gemiddelde gewicht in kg van volwassen exemplaren.
a De ijsbeer heeft een levensverwachting van 34 jaar.

Bereken algebraisch het gemiddelde gewicht in gehele kg.

Onderzoek wees uit dat er ook een verband bestaat tussen de gemiddelde
hartslag A in slagen per minuut en G. De bijbehorende formule is
H=280G"%,
b De spitsmuis heeft een hartslag van 900 slagen
per minuut.
Hocveel hartslagen heeft cen spitsmuis naar
verwachting in zijn gchele leven?

Een bioloog beweert dat uit de formules volgt dat

elk zoogdier in zijn totale leven ongeveer evenveel

hartslagen heeft.

¢ Licht toe dat dit betekent dat L - H voor elk i
zoogdier hetzelfde getal is en bereken dit getal. 'L

6 Differentiaalrekening

- Differentieer.

x> — 5x2

X0

a fx)=

b g(x)=4x3'\/;— 34
3

¢ A(x)=(x\x+2)

Ex

"~ Gegeven zijn de functies f,(x) =x*+ px’ + I+ 4x+1,

174

a Bereken exact voor welke p de grafick van f, twee buigpunten heeft.
b Bereken voor welke p de grafiek van f, drie raaklijnen heeft die
evenwijdig zijn met de lijn k: y = 4x.
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4 X
25+ 4 e+ 17

Toon met de afgeleide aan dat de functie f extreme
waarden heeft voor x=1 en x =-1.

Gegeven is de functie f(x)= 3x1 § y

Gegeven is functie f(x)=

a Bercken exact de extreme waarden van f,
b De grafiek van f heeft twee raaklijnen met
richtingscoéfficiént 24.

Bereken exact de codrdinaten van de raakpunten. f— .
¢ Bereken exact voor welke a de parabool y = ax? de — 0
grafiek van f raakt.
figuur G.2

a Gegeven is de functie f(x)=x?+ \x* +4x.
3x3 + 10x2

ol

b Gegeven is de functie g(x) =

Toon aan dat /"(x) =

2

Toon aan dat g'(x) = X b
Go k- Ao+ 4x
, ) >
¢ Gegeven is de functie h(x) = & = a3 2
7 0 & 5x(4 — 5x)
oon aan dat 4'(x) = o =3 oo ok

Gegeven zijn de functies f,(x) =x’ + px* —3x +8.

a De functie f, heeft een extreme waarde voor x =~ 5
Bereken exact p en de andere extreme waarde.

b De grafiek van f, heeft buigpunt 4 met x, = 1.
Bereken exact y,,.

¢ Delijn k: y=-3x + 12 raakt de grafiek van f.
Bercken exact de waarde van p.

d Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen
van de grafieken van f, liggen.
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3 _ 2
Gegeven is functie f(x)= u. y
\/;
S — 3c—2

2w

De afgeleide van f'is f"(x) =
a Bewijs dit.

b Bereken exact het minimum van f.
¢ De grafiek van f'snijdt de x-as in het punt 4. f

De lijn # snijdt de grafick van f loodrecht in 4.
Toon aan dat x + 3y/2 =2 cen vergelijking van & is.

d De lijn m met richtingscoéfficiént 16 raakt de grafick O ~—rm"

van f in het punt B.

Stel de formule op van m. figuur G.3
Gegeven is de functie f(x)= /9 —x? +5x2 -2, y
Bereken algebraisch het bereik van f. j

X
o)
figuur G4

Gegeven zijn de functies f,(x) =x\/x +py/x.

a De lijn k: y = 5x + ¢ raakt de grafick van £, in het punt 4 met x, =4,
Bereken exact de waarde van g.

b Stel de formule op van de kromme waarop alle toppen van de
graficken van f, liggen.

¢ Bereken algebraisch voor welke p de grafiek van f, een top heeft
met yy,, =-2.

8
(ax—2)*
De grafiek van / snijdt de y-as in het punt 4 en de grafiek van g, snijdt
de v-as in het punt B.

De lijn k raakt de grafiek van f"in 4.

De lijn / raakt de grafiek van g, in B.

Bereken algebraisch voor welke a de lijnen £ en / elkaar
a loodrecht snijden

b snijden op de x-as.

Gegeven zijn de functies f(x)=(x+1)\4x>+1len g (x)=4+
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Gegeven is functie f(x)= % met domein {0, —).

Op de grafiek van f ligt het punt P met x, = p.
Voor de lengte L(p) van het lijnstuk OP geldt
16

Lp)=\[p*+—.
pZ

a Toon dit aan. 0 *
b De lijn £ raakt de grafick van f'in het punt P waarvoor de i e

lengte van het lijnstuk OP minimaal is. e

Onderzoek algebraisch of k£ en OP loodrecht op elkaar staan.

x>+6
o

De top van de grafiek van fis te schrijven in de vorm (3/a, b\/a).
Bereken exact a en b.

Gegeven is de functie f(x)=

10x+p
e
De lijn k: v =2 x + ¢ snijdt de grafick van /f, loodrecht in het punt 4
metx, = 1.
Bereken exact p en gq.

Gegeven zijn de functies f,(x) =

7 Meetkunde met codrdinaten

De lijn £ snijdt de assen in de punten (2p + 1, 0) en (0, 5).

De lijn / snijdt de assen in de punten (2, 0) en (0, g + 2).

a Voor welke p ligt het punt A(2, 3) op &?

b Voor welke p en g zijn k en / evenwijdig met de lijn m: vy =-2x + 3?
¢ Voor welke p en g vallen & en / samen?

Gegeven zijn de punten 4(-3, 4), B(1, 6) en C(0, -1).

a Stel vergelijkingen op van de lijnen £ die afstand 2 hebben tot 4 en
door B gaan.

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die afstand 2,/5 hebben tot de
lijn AB.

¢ Bereken de codrdinaten van de punten op de lijn AB die afstand 5
hebben tot de lijn m: 3x + 4y = 8.

d Bereken de hoek tussen de lijnen 4B en AC. Rond af op één decimaal.

Gegeven zijn de lijnen k: y=px+1enl: 2x +y =3,

a Neem p =-3 en bereken Z(k, [). Rond af op één decimaal.
b Bereken p als gegeven is dat Z(k, /)= 15°. Rond af op drie decimalen.
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Gegeven zijn de punten A(p, 5) en B(5p, 2p + 3).

Voor de afstand tussen A en B geldt d(4, B) = \/20p*> — 8p + 4.

a Toon dit aan.

b Bercken langs algebraische weg voor welke p de afstand tussen 4 en
B groter is dan 4./29.

¢ Bereken exact voor welke p het midden M van het lijnstuk 4B op
afstand 8 van de cirkel c: x* +)? = 16 ligt.

d Van de cirkel d is AB een middellijn.
Onderzoek op algebraische wijze of er een waarde van p is waarvoor
d door de oorsprong gaat.

Gegeven is de lijn &: 3x — 4y =6.

a Stel een vergelijking op van de cirkel ¢ met middelpunt M(8, 2) die £
raakt.

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die afstand 3 tot & hebben.

¢ Bereken de codrdinaten van de punten 4 en B op de lijn m: y =x die
afstand 4 tot £ hebben.

Om een vergelijking op te stellen van de cirkel die door de punten 4, Ben C

gaat kun je het volgende werkschema gebruiken.

1 Stel een vergelijking op van de lijn k£ die AB loodrecht snijdt in het
midden van lijnstuk 48.

2 Stel een vergelijking op van de lijn / die AC loodrecht snijdt in het

midden van lijnstuk AC.

Bereken de codrdinaten van het snijpunt M van k en /.

Bereken d(M, A).

Geef de vergelijking van de cirkel.

Licht bovenstaand werkschema toe.

Stel een vergelijking op van de cirkel ¢ door de punten A(6, 8),

B(7, 1) en C(-2, 4).

e a vk W

Gegeven zijn de cirkel ¢;: x> +3? —=2x— 6y +5=0

met middelpunt M en het punt A(5, 0). De lijnen &

en / gaan door 4 en raken c.

a Stel vergelijkingen op van k en /.

b Bercken Z(k, [). Rond af op één decimaal.

¢ De cirkel d raakt de x-as en gaat door 4 en M.
Stel van d een vergelijking op.

figuur G.6
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Gegeven zijn de cirkel ¢;: x> +1? = 8x — 4y + 15 =0,
de lijn &: 2x —y =21, het punt A(15, 9) op k en het
punt B(1, -1). Van de cirkel ¢, is AB een middellijn.
a Stel vergelijkingen op van de lijnen / die
loodrecht staan op k en ¢, raken.
b Onderzoek op algebraische wijze of
d(4, ¢,)> 2% - d(k, ¢,).
¢ Bereken exact d(c,, c,).

figuur G.7

Gegeven zijn de punten 4(4, 2) en B(4, 0), en de cirkel c: x> +37% = 10.

a Stel vergelijjkingen op van de lijnen & met richtingscoéfticiént 3
die ¢ raken.

b Stel vergelijkingen op van de lijnen / die door 4 gaan en c raken.

¢ Bereken de hoek tussen de lijnen m, en m, die door B gaan en ¢ raken.
Rond af op één decimaal.

| Gegeven is de cirkel ¢: x> + % — 6x — 4y =0.

a De punten 4 en Bmetx, =x,=5eny, >y, liggen op c.
De lijn k& raakt ¢ in 4 en de lijn / raakt c in B.
Stel van k£ en van / een vergelijking op.

b Stel vergelijkingen op van de lijnen m die c raken en evenwijdig zijn
met de lijn #: 3x + 2y =10.

. Gegeven zijn de lijn k: 4x + 3y =9 en de cirkel y
c:x2+1y*+8x=0.

k
De cirkel d is de kleinste cirkel met middelpunt op c \
k die c raakt.
Stel een vergelijking op van d.
- X

figuur G.8

De cirkel met middelpunt O en straal » raakt de lijn &
die de assen snijdt in de punten (2r, 0) en (0, 4).
Bereken r.
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In de figuur hiernaast zijn in een assenstelsel de y
cirkels ¢, en ¢, getekend.
Het middelpunt M van ¢, ligt op de y-as en de
straal van ¢, is . Het middelpunt van ¢, is N en
de straal is s.
Er geldt r > s.
De cirkels raken de x-as in de punten O en P.
De cirkels raken elkaar.
a Neem r=9 en s =4 en bereken exact de
oppervlakte van vierhoek OPNM. figuur G.9
b Toon aan dat de oppervlakte van vierhoek
OPNM gelijk is aan (r + s)\/rs.
¢ Voor welke r en s geldt dat MN =25 en OP = 15?

Gegeven is de lijn & y =-13x + 4.

De middelpunten M en N van de cirkels ¢, en ¢,
liggen op £.

c, raakt de y-as en de straal van c, is 3.

¢, raakt de x-as en de straal van ¢, is 4.

Zie de figuur hiernaast.

De lijn / staat loodrecht op £ en er geldt

d(l, c¢))=d(l, c,).

Stel algebraisch een vergelijking op van /.

figuur G.10
8 Goniometrische functies

De hockpunten van drichock ABC liggen op de
eenheidscirkel zo, dat de cirkelbogen 4B en BC lengte 2
hebben. De draaiingshoek van het punt 4 is 30°. Zie figuur
G.11.

Bereken de codrdinaten van de punten 4, B en C. Rond zo
nodig af op twee decimalen.

figuur G.11
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Op de eenheidscirkel liggen de punten 4, B en C. y
Gegeven is a =37 rad, x,=-3\/2 eny = -7 rad. 1
Zie figuur G.12.

Bereken exact

a de codrdinaten van A4 *\“

b de codrdinaten van C T x

¢ /in radialen - 7

d de lengte van de langste cirkelboog BC. b c ©
figuur G.12

a Teken de grafiek van de functie f(x)=1— sin(nx + $7)
met domein [0, 3].

b Teken de grafick van de functie g(x) =3 + 3 cos(2x — )
met domein [-x, 7).

Stel bij de sinusoide in figuur G.13 een formule

op van de vorm
a N=a+bsin(c(t—d)) metb <0 ’Ei
b N=a+bcos(c(t —d)) metb>0. t15

t10-

-5

o)

=5

-10

figuur G.13
In figuur G.14 is een sinusoide getekend. y

a Hoe ontstaat deze sinusoide uit de
grafiek van y = sin(x)?

b Hoe ontstaat deze sinusoide uit de
grafiek van y = cos(x)?

N

—/@f 1 i 1 i 1 :X
# ST T 15 2 25m ST\ 3T :

figuur G.14
Bereken exact de oplossingen.
a sin?(x +3m) =1 d sin(me +57)  (cos(mx) — 1) =0
b cos(2x—3m) - sin(2x — 1) =0 e tan’(mx) = tan(mx)
c tan(2x — JITE) = tan(%x + ;;Tr) f sin(2x+ j;rc) = sin(x — ;;rr)
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Bereken exact de oplossingen in [0, 27].

a sin’(x+gm) =3 ¢ cos*(x)— 5 cos(x) =0

b tan’(x)=23 d cos(2x) — cos(3x) =0
Bereken exact de oplossingen in [0, 5].

a cosGu(x—1)=1.3 ¢ tanGm)++/3=0

b sin(3mx) = sin(3x(x — 1)) d sin’Gmx) =31/3 - sin(37x)

Gegeven is de functie f(x)=2 — 4sin(2x — %n) met domein [0, 2x].

a Bereken exact de codrdinaten van de punten waar de grafiek van f
de lijn van de evenwichtsstand snijdt.

b Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de grafiek.

¢ Losexactop f(x)>2 —4sin(x).

a Herleid -cos(2mx — J—ln) tot de vorm sin(ax + b).

b Herleid -sin(2(x + 137)) tot de vorm cos(ax + b).

¢ Toon aan dat sin(2x + %n) — 2sin(2x — _l-,at) te herleiden is tot
3cos(2x + é—n).

cos(2x — %n) ) , ]
d Toon aan dat —————— te herleiden is tot tan(2x + ¢ 7).
sin(2x + 3 )
Difterenticer.
1
Loy ogh _ L el
a f(x)=x""sin(3x —5m) d f(x)=x tan ()
X 7
b S0)=5 o ® e f(x)=/2sin(x) + 3 cos(x)
5
o 3 =
¢ f(x)=x""cos’(x) t /&) 4sin(x) + 3 cos(x)
G e finote FE= =) ey domeiti [0, 2
egeven 1s de functic f(x) = 2+ sinG) mct domein [0, 27].
Ty 1o hsrlelid i e~ 2SI
¢ afgeleide van f'is te herleiden tot f'(x) = 2+ sin(x))

a Toon aan dat deze afgeleide juist is.

Op de grafiek van f ligt het punt 4 met x, = ;—n.

b Stel langs algebraische weg de formule op van de raaklijn &
van de grafiek in 4.

¢ Bereken exact het bereik van f.

Germengde opgaven
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Overzicht GR-modules

Module

Berekeningen op het basisscherm

» Eenvoudige berekeningen met onder andere mintekens,
haakjes en tussenstappen

» De toets Ans en fouten verbeteren

* Breuken invoeren, vermenigvuldigen en delen

* Decimaal getal omzetten in breuk

vwo B deel 1
hoofdstuk 1
bladzijde 14

Formules, grafieken en tabellen vwo B deel 1

» Formules invoeren en graficken plotten hoofdstuk 1

» Functiewaarden berekenen op het grafickenscherm en op het bladzijde 42

basisscherm

+ Tabellen maken en de tabelinstelling veranderen

Toppen en snijpunten vwo B deel 1

» Toppen en snijpunten van grafieken hoofdstuk 1

 Berekenen van nulpunten bladzijde 42

Helling vwo B deel 1

* De richtingscoéfficiént van cen raaklijn hoofdstuk 2
bladzijde 66

Het gebruik van Ans en lettergeheugens vwo B deel 1

* De toets Ans hoofdstuk 3

* Het gebruik van lettergeheugens

bladzijde 100

Allerlei
* Specifieke mogelijkheden van het merk/type GR
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Overzicht routes

5 Machten, exponenten en logaritmen

5.1 Machten met negatieve en gebroken exponenten

opgave 112 (3(4[5(6|7|8(9]10]11
01 basis

®© midden
% uitdagend

12113 |14(15]|16|17]|18]|19]20|21 |22

5.2 Machtsfuncties en wortelfuncties

opgave 23(24(25|126(27 (2829303132
&1 basis

© midden
% uitdagend

33134 [35(36(37[38(39|40(41 (42|43 |44

5.3 Exponentiéle functies

opgave 45146 |47 |48 49|50 |51 |52|53|54|55]|56
1 basis

@ midden
* uitdagend

5715859 (60|61|62|63|64|65|066
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5.4 Logaritmen

opgave 676869 |70|71(72|73|74|75|76|77|78|79
O basis

®© midden
% uitdagend

80|81 (82|83 |84

6 Differentiaalrekening

6.1 Toppen en buigpunten
opgave 1L{2[3]14]|5|6|7|8|9]10
01 basis

© midden
* uitdagend

11|12 (13|14 (151617

6.2 De afgeleide van machtsfuncties

opgave 18119(20(21]22(23|24|25(26]|27
C1 basis

© midden
* uitdagend

28129(30(31]32(33(34|35[36|37|38]|39
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6.3 De kettingregel

opgave 40 |41 (424344 |45|46(47|48|49 (50|51 |52
O basis

®© midden
% uitdagend

53154 |55(56|57|58|59|60 |61

6.4 Functies met parameters

opgave 626364 |65(66|67|68|69(70|71 72|73
1 basis

®© midden
% uitdagend

T4 1757677787980 |81 |82 |83 |84

7 Meetkunde met codrdinaten

7.1 Lijnen en hoeken

opgave 12 (34567 (8|9 |10(11]|12|13|14|15|16]|17
C1 basis

© midden
* uitdagend

7.2 Afstanden bij punten en lijnen

opgave 18119120(21(22]23|24(25|26|27(28(29
O basis

© midden
* uitdagend

30(31|32(33|34|35|36|37|38
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7.3 Cirkelvergelijkingen

opgave 3940 |41 424344454647 |48|49 |50
O basis

®© midden
% uitdagend

51152[53[54]55]56

7.4 Afstanden en raaklijnen bij cirkels

opgave 57581596061 62|63|64|65|66|67]|68]|69
1 basis

®© midden
% uitdagend

JO0 |71 |72 (73|74 |75]|76

8 Goniometrische functies

8.1 Eenheidscirkel en radiaal

opgave 1 (2134|567 8|9 [10[11]12(13]14
L1 basis

© midden
* uitdagend

15(16 |17 (1819|2021 |22|23|24 |25
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8.2 Sinusoiden

opgave 2627128|29130|31(32|33|34(35|36|37|38(39|40
O basis

®© midden
% uitdagend

414243444546 |47

8.3 Goniometrische vergelijkingen

opgave 48 149|150 |51(52|53|54|55|56|57 (585960
1 basis

®© midden
% uitdagend

61 62|63[64|65/66|67|68|69|70|71

8.4 Herleiden en differentiéren

opgave 72 (7374|7576 |77 |78 7980|8182 83|84 |85
01 basis

© midden
* uitdagend
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Trefwoordenregister

A
afgeleide en top van
grafick 55
afgeleide van
f{x) =sin(x) 167
athankelijke
vergelijkingen 94
afstand tussen punten /0]
afstand van punt tot
cirkel 115
afstand van punt tot
kromme 715
afstand van punt tot
lijn 103
afstandstormule /06
amplitude 143
analytische meetkunde 779
assenvergelijking van lijn 96
assenvergelijking van
vlak 97
asymptoot 30

B

beeldgrafick 20
beginpunt /44
buigpunt 58
buigraaklijn 58

Cc
cirkelvergelijking 709, 112

D
Descartes, René 179
draaiingshoek 733

E

eenheidscirkel 733
evenwichtsstand /43
exacte-waarden-cirkel 740

exponentiéle functic 30

exponentiéle
standaardfunctie 30

exponentiéle

vergelijking 34
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G
gebroken exponent /3
gebroken exponenten en
hogeremachtswortels /6
gemeenschappelijke
raaklijn 81
goniometrische functie /43
goniometrische
vergelijking 753
grondtal van logaritme 38

H

hoek tussen lijnen 98
hoekeenheid radiaal 138
horizontale asymptoot 30

K

kettingfunctie 69
kettingregel 69
kromme door toppen 79

L

logaritme 38

logaritmische functie 4/

logaritmische
vergelijking 39

loodrecht snijdende
lijnen 83

loodrechte projectie 103

M
machtsfunctie 20
middelpuntshoek 737

N
negatieve exponent 7/
numerieke afgeleide /64

0

onathankelijke
vergelijkingen 94

onderling loodrechte
lijnen 703

P
periode 143
punt van symmetrie 20

R

raaklijn aan cirkel //8
radiaal /37

rakende grafieken &/
randpunt 23
richtingshoek 98

S

samengestelde functie 69
schakel 69

sinusoide /44
standaardfunctie 20
standaardgrafiek 20
strijdige vergelijkingen 94

T

tangensfunctie /60, 161
transformatie 2/
translatic 20

tweede afgeleide 58

v

variabele vrijmaken /6, 27

vermenigvuldiging ten
opzichte van de x-as 21/

vermenigvuldiging ten
opzichte van de y-as 31

verticale asymptoot 4/

verticale raaklijn 85

W

wortelformule 27
wortelfunctie 23
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VWO DEEL 2

Bij dit boek hoort een digitale leeromgeving.
Als je de opdrachten online maakt, zie je direct wat er al goed gaat. Je krijgt
daarbij handige tips, zodat je het de volgende keer beter doet.

Op basis van je resultaten krijg je bovendien opdrachten op jouw niveau. Dus
wat moeilijker als het goed gaat of met meer hulp als je dat nodig hebt.
Met de oefentoetsen kun je je voorbereiden op het proefwerk.

Als je meer uitleg nodig hebt, zijn er ook nog handige uitlegvideo’s.
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